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RESUMEN

Uno de los principales problemas en Topologia General es el problema de metrizabilidad, es decir,
dado un espacio topolégico encontrar una métrica tal que la topologia generada por dicha métrica
coincida con la topologia del espacio. En el contexto de Algebra Topolégica, especificamente con
grupos topologicos, resulta relevante conocer condiciones necesarias y suficientes para determinar la
metrizabilidad de los mismos, hecho que esta caracterizado por el Teorema de Birkhoff-Kakutani, el
cual nos dice que todo grupo topologico (Tp) es metrizable si y solo si es primero numerable.

Naturalmente, surge la siguiente pregunta: ;es posible debilitar la condiciéon de primero numerabi-
lidad? Una forma de debilitar la condicién de primero numerabilidad es con la propiedad de Fréchet-
Urysohn (o simplemente Fréchet) e imponer la condicion de separabilidad, con lo cual Malykhin en
1978 se planteo la siguiente pregunta: ;Existe un grupo topolégico Tj Fréchet-Urysohn y separable que
no sea metrizable?

En esta tesis construimos un grupo topolégico de Fréchet-Urysohn numerable que no es metrizable
en dos modelos de ZFC distintos.
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CONVENCIONES Y NOTACION

A lo largo del texto, adoptaremos la siguiente notacion: w denotara a wy = Ny, el primer ordinal
infinito (o la cardinalidad de un conjunto numerable) y ¢ seré el cardinal del conjunto potencia de w,
denotado por P(w).

Sea X un conjunto, definimos los subconjuntos de P(X), el conjunto potencia de X:

MV:{Aemxﬂmpw},Lm@:{Aemem<w}

Si A es un conjunto y F es una familia de conjuntos, entonces F | A denota a la familia:
ffA:{FmﬂFef}

Si f: X — Y es una funciéon con A C X, entonces f | A denota a la restriccion de f al conjunto
A. Ademss, f[A] v f7'[A] denotan a la imagen e imagen inversa del conjunto A bajo la funcién f,
respectivamente. En caso de que A cuente con un solo elemento, digamos A = {a}, denotaremos a la
imagen inversa de este conjunto simplemente por f~![a].

Dados A, B conjuntos, 4B denota al conjunto de todas las funciones de A en B, esto es:
AB = {f:A—>B’f esfunci()n}.

Se denotara de forma usual a un espacio topologico como la dupla (X, 7). Dado el subespacio (X, 7),
la notacion Z y ZY denotaran la cerradura e interior de Z en el subespacio topolégico (Y, 7y) de
. . . =X - ° °
(X, 1), respectivamente. En caso de que no haya confusion convenimos en que 2~ =Zy Z X=7.

Por M denotaremos al cuantificador para casi todo salvo una cantidad finita. El simbolo #. denota
que se ha llegado a una contradiccion.

Si X es un conjunto tal que | X| < w, diremos que X es a lo sumo numerable. Si es tal que | X| = w,
diremos que es numerable.

Sia,b < w, entonces [a, b] denotara al conjunto {n < w‘a <n < b}. En este contexto y mas adelante

en el texto convendremos en que N = w \ {0}.






INTRODUCCION

En Topologia General el problema de metrizabilidad es uno de los problemas més estudiados del
siglo XX. Uno de los resultados fundamentales en la teoria es el Teorema de Metrizacién de Urysohn,
que nos da condiciones suficientes para garantizar la metrizabilidad de un espacio topolégico. Més
adelante, J. Nagata e Y. Smirnov encontraron (de forma independiente) condiciones necesarias para
que un espacio sea metrizable, en el llamado Teorema de Metrizacion de Nagata-Smirnov.

En el contexto de Algebra Topolégica v en especifico, en Grupos Topolégicos resulta natural hacernos
la misma pregunta, tomando en cuenta la estructura adicional de grupo que tiene el espacio, si es
posible debilitar las condiciones para garantizar la metrizabilidad del grupo. Justamente el Teorema
de Birkhoff-Kakutani nos proporciona condiciones necesarias y suficientes para que un grupo topolégico
(To) sea metrizable, y es que basta con el que el grupo sea primero numerable.

A inicios del siglo XX, posterior al desarrollo de la topologia de los nimeros reales por Cantor,
hubo varios intentos de generalizar la nocion de topologia (usando lo conocido en el espacio euclidiano
R"™). M. R. Fréchet en 1904 en su articulo Généralisation d’un théoréeme de Weierstrass, en uno de
los intentos de formalizar esta nocion desarrolla lo que él llama los L-espacios, que son basicamente
espacios construidos a partir de sucesiones.

La nocién actual que uno tendria de este espacio consiste en lo siguiente: un L-espacio es una dupla
(E,F), donde E es un conjunto y F' : § — E es una funcion, siendo S el conjunto de todas las
sucesiones de F, que cumple lo siguiente:

(e 9]

(1) Si z es un punto del espacio F, entonces F (()32,) =z .

entonces F ((Tagm)) ) = F ((zn)ie,).

(2) Si (l‘a(n))zo:l es una subsucesion de la sucesion (z,,)): 1 o

n=1’

Si ()., es un elemento de S, entonces F ((x,),— ) es llamado el limite de la sucesion (x,) ;.

Por notacion lo anterior se denota simplemente por lim,,_,,, z,. Lo interesante de estos espacios es lo
siguiente: si A C E'y (a,),-, es una sucesion de elementos de A, entonces decimos que F ((a,),-,) es
punto limite de A. Se denomina por A, al conjunto de puntos limite de A (el cual cumple que
A C A,) y decimos que A es cerrado si A = A,. Lo que Fréchet pretendia era generalizar la nocion de
conjunto cerrado que se tenia en el espacio euclidiano. Con el paso del tiempo el mismo Fréchet se dio
cuenta de que esto no bastaba para generalizar la nocién de topologia. Como dato interesante, en su
trabajo Sur quelques points du Calcul fonctionnel introduce el concepto de espacio métrico. Kuratowski
més adelante en 1920 en su articulo Sur Uopération A de I’Analysis Situs introduce formalmente el
concepto conocido hoy en dia de espacio topologico mediante la operaciéon cerradura.

A pesar de que los L-espacios no fueron de gran impacto en su momento, con el desarrollo de la
Topologia General el concepto se rescaté y actualmente se denomina como propiedad de Fréchet-
Urysohn en espacios topolégicos: un espacio topologico (X, 7) es de Fréchet-Urysohn (a veces



simplemente Fréchet) si para cada A C X se tiene que para todo z € A existe una sucesion de
elementos de A que converge a x. Resulta que todo espacio primero numerable es de Fréchet-Urysohn,
por lo que es natural preguntarnos si en el Teorema de Birkhoff-Kakutani es posible debilitar la primera
numerabilidad por la propiedad de ser Fréchet-Urysohn.

Desafortunadamente, la respuesta es negativa, ya que existen grupos topologicos (Ty) de Fréchet-
Urysohn que no son metrizables. Malykhin en 1978 se hizo la pregunta de si es posible, dando més
control a las sucesiones (esto por medio del concepto de separabilidad), mostrar la existencia (o no) de
un grupo topologico (Tp) de Fréchet-Urysohn y separable que no sea metrizable. Esta fue la pregunta
planteada por Malykhin:

¢ Eziste un grupo topoldgico Ty Fréchet-Urysohn y separable (equivalentemente, numerable) que no sea
metrizable?

El propio Malykhin tenia conocimiento que, asumiendo w; < p, todo subgrupo numerable y denso
de {0,1}*" es Fréchet-Urysohn y no metrizable, como lo menciona A.V. Arkhangel’skii en Classes of
topological groups. En 1992 P. J. Nyikos en su articulo Subsets of “w and the Fréchet-Urysohn and
a;-properties asumiendo que wy; < p o p = b construye un espacio vectorial topologico (en particular,
grupo topologico) que es Fréchet-Urysohn y separable, pero no es metrizable. No surgieron muchos
avances significativos en la direccion negativa hasta que en 2014 M. Hrusak y U. A. Ramos-Garcia
probaron en el articulo Malykhin’s Problem que es consistente con ZFC que todo grupo topoldgico Ty
Fréchet-Urysohn numerable es metrizable.

Un problema que tal vez un estudiante con nociones béasicas de Topologia General que haya tomado
algunos cursos de Algebra Abstracta puede plantearse resulta ser increiblemente complicado de res-
ponder. Lo maés increible de dicho problema es que en ZFC no podemos dar respuesta a la pregunta
anterior. En esta tesis se da una respuesta positiva al problema de Malykhin en dos modelos de ZFC.

El primer capitulo esta dedicado a probar propiedades basicas de grupos topologicos. En particular,
en la ultima seccion se prueba el Teorema de Birkhoff-Kakutani.

En el segundo capitulo se abordan cuestiones de Topologia General, como lo son filtros, ideales y
ultrafiltros. En la parte de ideales se habla sobre la cofinalidad de un ideal y el ideal ortogonal, esto
con el objetivo de probar varias caracterizaciones de los espacios de Fréchet, entre ellas, a partir de
ideales.

El tercer capitulo es por mucho el més extenso de los cuatro. En él se desarrolla parte de la Teoria
de Conjuntos con el objetivo de construir los nimeros ordinales y cardinales. Seguido de ello se hace
una introduccion de los cardinales regulares y singulares, que resultaran relevantes en el problema de
Malykhin, y el Lema de Fodor el cual es un lema importante en Teoria de Conjuntos y nos sera tutil
en el ultimo capitulo. Finalmente, se habla de los cardinales p y b.

En el cuarto capitulo se habla sobre el Problema de Malykhin, se construye una topologia, a partir
de un ideal Z, sobre el grupo ([w]<“,A) y con ella se da una respuesta asumiendo w; < p y otra
asumiendo p = b. Con ambas respuestas se hace una discusién sobre la relevancia de dicho problema
y se dan conclusiones.

En el primer anexo se habla sobre recursion transfinita y en el segundo de la relacion entre los
conjuntos bien ordenados y los ordinales para finalizar con una consecuencia del axioma de eleccion.



CAPITULO 1

GRUPOS TOPOLOGICOS

Se desarrollardn en este capitulo resultados sobre la teoria de grupos topologicos. Gran parte de
ellos fueron obtenidos de [Tka97| y [Tka98|. El primer objetivo de esta seccion es dar una introduccion

a esta estructura algebraica para luego analizar algunas de sus propiedades y finalizar con una forma
de construir grupos topolégicos dado un grupo.

§1.1 PRELIMINARES

DEFINICION 1.1 (Grupo Topolégico)

Sea G un conjunto no vacio dotado de una operacion binaria (denotada por -) y una familia 7 de
subconjuntos de G. La tripleta (G, -, 7) es llamada grupo topolégico si:

(1) (G,-) es un grupo.

(2) (G, T) es un espacio topologico.

(3) Las funciones g1 : G x G — Gy ¢go : G — G dadas por (v,y) — z-yy x — x
respectivamente, son continuas, siendo z~! el inverso de z en G.

)

OBSERVACION 1.1

En el caso de la funciéon g, : G x G — G dada en el inciso (3), consideramos que el espacio G x G
esta dotado de la topologia producto.

Se denotara a la operacion - por yuxtaposicion, es decir -y = xy. En caso de que no haya confusion
se denotaréd a un grupo topologico simplemente por G en vez de (G, -, 7).

OBSERVACION 1.2

Sea G un grupo topologico. Denotamos por N(x) a la familia de todas las vecindades de
z € G. Una equivalencia de la condicion (3) en la definicién anterior es la siguiente:

(4) Siz,y € G, entonces para cada U € N(zy) existen vecindades V € N(z) y W € N(y) tales
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que V- W C U, donde:
V-W={weGveVyweW}

y, para cada U € N(z™!) existe V € N(x) tal que V~! C U, siendo:
V= {’U_l € G}v € V} .
En ocasiones, si no hay confusiéon con la operacion del grupo, se denotara simplemente por VW en

vez de V - W al conjunto de la observaciéon anterior.

La equivalencia de la observaciéon anterior se sigue de la definicién de continuidad de una funcién en
un espacio topologico.

OBSERVACION 1.3
El simbolo es denotaré a la identidad de un grupo G.

Resulta que en el inciso (3) de la definicién de grupo topologico es equivalente a pedir que la funcion
(z,y) — zy~! sea continua, como lo muestra el siguiente resultado:

LEMA 1.4
Sean (G, -) un grupo, y 7 una topologia sobre GG. Entonces, (G,-,7) es un grupo topolégico si y
solo si la funcion:

ggiGXG%G

(z,y) — zy ",

es continua.

Demostracion:
Probaremos la doble implicacion:

=) : Supongamos que G es un grupo topolégico. Entonces, las funciones ¢g; y g» son continuas (por
la condicion (3) de la definicién anterior). Notemos que:

93(1‘7?/) :gl(m7g2(y))7 vxvyeGa

por ende, g3 es continua por ser la composicion de las funciones continuas ¢; y (x,y) — (z, g2(v)).

<) : Supongamos que la funcién gs es continua. Se tiene que:
g2(x) = gs(eg, ), Vred.
Como g3 y « — (eg, ) son continuas, se sigue que g también lo es. Ademas:

gz, y) = gs(z, 92(y)), Vr,y€G,

al ser gy continua se sigue que la funcion (z,y) — (z, g2(y)) también lo es, luego, g3 compuesta con
esta funcién también es continua. Asi que g; es continua. Por tanto, G es grupo topolégico. [

EjeEMPLO 1.5 (R es Grupo Topolégico)
Consideremos al grupo (R, +) dotado de la suma usual. Afirmamos que (R, +,7,) es grupo topo-
logico, siendo 7, la topologia usual de R. En efecto, se cumple que:

(1) (R,-) es grupo.
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1.1. PRELIMINARES

(2) (R, T,) es espacio topolégico.
Veamos que:

(8) La funcion g3 : R x R — R tal que (z,y) — = — y es continua. En efecto, sea U C R abierto
no vacio. Si (2o, y0) € g5 '[U], se tiene que:

xo — Yo € U.

Dado que 7, tiene como una base a la familia de bolas abiertas {B(x,s)‘x ERye> O},
donde:
B(x,e) = {y € IR‘ |z —y| < 5}, Vx € R,Ve > 0,

entonces, existe ¢ > 0 tal que B(zo—yo,€) € U. El conjunto V' = B(zo, 5) X B(y, 5) € RxR
es abierto en R x R tal que (zg,y0) € V' y, para todo (z,y) € V se cumple que:

wo—zl <= ¥ lyo—yl <<,
2 9

por lo cual:

(o —yo) — (z —y)| < |z — 20| + [y — w0| <,
asi que x—y € B(xg—1yo,c) C U. Se sigue asi que (g, y0) € V C g3 '[U]. Como este punto fue
arbitrario y V' es abierto en R x IR, se sigue que g5 '[U] es abierto. Por tanto, g3 es continua.

Por los tres incisos anteriores se tiene que (R, +,7,) es grupo topologico. Este grupo topologico
serd denotado simplemente por R siempre que no haya confusion.

EJEMPLO 1.6 (Grupo Discreto)
Sea (@G, -) grupo. Podemos dotar de G a la topologia discreta 7, = P (G), con la cual se cumple
que:

(1) (G,-) es grupo.
(2) (G,7p) es espacio topologico.

(3) La funcién g3 : G x G — G dada por (z,y) — zy~' es continua, pues, para todo abierto

U C G se tiene que g3 '[U] € G x G es abierto, ya que este espacio es discreto por ser
producto de dos espacios discretos.

Por los tres incisos anteriores se tiene que (G, -, 7p) es grupo topologico, el cual no necesariamente
es abeliano, a diferencia del dado en el ejemplo anterior.

Una de las primeras ventajas que surgen en el estudio de los grupos topologicos es que ciertas
propiedades locales se vuelven globales desde el punto de vista de la topologia.

TEOREMA 1.7 (Traslaciones por la Derecha e Izquierda, e Inversion)
Sea G un grupo topolodgico. Si g € G es un elemento arbitrario fijo, entonces, las funciones ¢, y

19



1. GrRUPOS TOPOLOGICOS

o4 de G en si mismo dadas por:

po(v) =zg v o4(x) =gz,

para todo x € G, son homeomorfismos. Ademas, la inversion f : G — G definida por f(z) = 27!,

para todo x € G, también es un homeomorfismo.

Las funciones ¢4 y 04 son llamadas traslaciones por la derecha e izquierda, respectivamente.

Demostracion:
Por la definicién de grupo topoldgico, las funciones ¢4, o, y f son continuas. Veamos que son
homeomorfismos de G en G:

(1) La funcién ¢, tiene como inversa izquierda y derecha a ¢ -1, pues:

pgopgi(@) = (zgTg=a ¥ pri0p(r) = (2g)g =,

para todo x € G. Por tanto, ¢, es biyeccion con inversa ¢,-1, la cual es continua, luego es
homeomorfismo.

(2) Para o, el caso es analogo a ¢, cambiando el orden del producto.

(8) Para f el resultado es inmediato, pues es biyectiva y su inversa es ella misma.

Los resultados siguientes nos permitiran estudiar las propiedades topologicas locales de un grupo
topologico G en un solo punto, que por simplificar siempre tomaremos la identidad es del grupo. Para
ello, introducimos la siguiente definicion:

DEFINICION 1.2 (Espacio homogéneo)
Sea (X, 7) un espacio topolégico. Decimos que el espacio es homogéneo si para todo x,y € X
existe un homeomorfismo f: X — X tal que f(z) = v.

EsEMPLO 1.8 (Todo Espacio Discreto es Homogéneo)
Sea (X, 7p) espacio topolégico con 7p la topologia discreta. Entonces, toda funcion de X en X es
continua, por lo que si z,y € X, se tiene que la funcién f : X — X dada por:

r si z=1q
f(z)=< vy si z=x , VzeX,
z en otro caso

es continua, ademés, su inversa también es continua, con lo cual f es homeomorfismo. Se tiene asi
que (X, 7p) es un espacio homogéneo.

COROLARIO 1.9 (Grupo Topolégico es Espacio Homogéneo)
Todo grupo topoldgico G es un espacio homogéneo.

20



1.1. PRELIMINARES

Demostracion:
Sean g, h € G. Entonces, el homeomorfismo ¢g-1;, : G — G es tal que:

pg-11(9) = g(g™'h) = h.
Por tanto, G es un espacio homogéneo. [ |

EJEMPLO 1.10 (R es Espacio Homogéneo)
R es espacio homogéneo por ser grupo topologico y por el corolario anterior.

Este corolario resulta importante, ya que si una propiedad topologica P es valida en algiin punto
de un grupo topologico, por ser el espacio homogéneo se deduce que también debe cumplirse para
cualquier otro punto del espacio. De esta forma, solo basta que P sea valida en la identidad del grupo.

Como en grupos y en espacios topoldgicos, nos interesan las funciones que preservan las propiedades
entre estos, por lo cual resultara relevante estudiar tales funciones:

DEFINICION 1.3 (Isomorfismo Topoldgico y Automorfismo Topologico)
Sean GGy y G5 dos grupos topologicos.

(1) Decimos que una funcion biyectiva f : G; — G9 es un isomorfismo topoloégico si f y
/1 son homomorfismos continuos. En tal caso decimos que G| y G5 son topologicamente
isomorfos y lo denotamos por G; = Gs.

(2) Sien (1) se tiene que G; = G9, decimos que f es un automorfismo topologico.

EJEmMPLO 1.11

Consideremos la funcion identidad 1gr del grupo topologico (R, +,7,) en (R, +,7p) siendo 7p la
topologia discreta sobre R. Se tiene que esta funcién es un isomorfismo que no es continuo, por lo
cual no es isomorfismo topoldgico.

Asi que los grupos topolégicos (R, +,7,) v (R, +, 7p) no son topologicamente isomorfos.

TEOREMA 1.12 (Familia de Automorfismos Topoldgicos)
Sea G es un grupo topolégico y a € G fijo. Entonces, la funcién g : G — G tal que z — aza™! es
un automorfismo topologico.

Demostracion:

Observemos que g(x) = 0, 0 ¢, (), para todo x € G, siendo las funciones p,-1 y o, las trasla-
ciones del Teorema , las cuales son homeomorfismos, por tanto g también lo es. Ademas, g es
homomorfismo, ya que:

g(zy) = arya™" = (aza™) (aya™") = g(x)g(y).
Por ende, g es automorfismo topoléogico. [ |

EjEMPLO 1.13 (Grupo Lineal General de Orden n)
Consideremos el grupo GL(n,R) formado por las matrices no singulares (o invertibles) de orden
n € N, con elementos en el campo R y como operacion de grupo la multiplicacion usual de matrices,
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esto es, si A = (a;j)1<ij<n ¥ B = (bij)1<ij<n, €ntonces:
A . B = AB = (Ci,j)lgi,jgna

donde ¢; ; = > 7 _, a; xby;, para todo i, j € [1,n]. Dotamos a GL(n,R) de la métrica:

d(A,B)= | ) (ai; —bi;)°, VA BeGL(n,R).

i=1 j=1

No es complicado probar que esta es una métrica sobre GL(n, R). Con esta métrica d podemos
inducir una topologia 7,4 sobre GL(n, R) que tiene como una base a las bolas abiertas.

Afirmamos que GL(n,R) es grupo topolégico con la topologia 74. En efecto, veamos que las
funciones ¢; : GL(n,R) x GL(n,R) — GL(n,R) y g2 : GL(n,R) — GL(n,R) dadas por:

gi(A,B)=AB y go(A)=A"",

para todo A, B € GL(n,R), son continuas. Esto se tiene de forma inmediata haciendo la identifi-
cacion de GL(n,R) como subespacio de R™"*" mediante el homeomorfismo f : GL(n,R) — R™"
dado por:

AHf(A) - (a1,17a1,27'"7a1,n7a2,17"'7a2,n7'"7an,n)7 VA = (a’i,j) € GL(?’L,]R,)

1<i,5<n

Si A € GL(n,R), tenemos del Teorema ([1.12)) el automorfismo topologico g4 : GL(n,R) —
GL(n,R) dado por:
X AXA™Y, VX € GL(n,R),

el cual es diferente de la identidad, pues en general el producto de matrices no conmuta.

OBSERVACION 1.14
En el caso de que el grupo G sea abeliano, el automorfismo topolégico G definido en el teorema
anterior es trivial.

El siguiente resultado tiene como objetivo describir la topologia del grupo topologico, que en este caso
resulta mas sencillo que describir la topologia de un espacio topologico. Antes de ello una definicion:

DEFINICION 1.4 (Sistema Fundamental de Vecindades y Base Local)
Sean (X, 7) un espacio topologico y = € X.

(1) Una familia V, de subconjuntos de X es un sistema fundamental de vecindades para
zen X siV, CV(z) (donde V() denota al conjunto de todas las vecindades de z) y para
toda vecindad V' € V(x) existe W € V, tal que x € W C V.

(2) Una familia B, de subconjuntos de X es una base local para x en X si B, C 7 es una
familia de abiertos que contienen a x y, para todo V' € V(x) existe B € B, talquez € B C V.

Siempre que sea claro el espacio en el que se esta trabajando, se omitirda el mismo al mencionar
alguno de los conceptos anteriores.
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OBSERVACION 1.15 (Diferencia entre Sistema Fundamental de Vecindades y Base Lo-
cal)

Toda base local es un sistema fundamental de vecindades (ambos en el mismo punto), pero no al
revés, pues puede que tengamos un sistema fundamental de vecindades que no esté formado por
conjuntos abiertos.

Para que un sistema fundamental de vecindades sea base local, es necesario que todos los con-
juntos de la familia sean abiertos.

De un sistema fundamental de vecindades se puede obtener una base local tomando los interiores
de cada elemento de la familia, por lo que en esencia el concepto es casi el mismo que el de base
local.

EJEMPLO 1.16 (Sistema Fundamental de Vecindades que no es Base Local)
En el espacio topologico (R, 7,) un sistema fundamental de vecindades para 0 es:

{[—5,5] - R‘E > 0} :

pero no es base local para 0.

Resulta que es posible caracterizar la topologia del grupo dada una base local para la identidad del
mismo:

LEMA 1.17 (Caracterizacién de Topologia con Base Local en la Identidad)
Sean GG un grupo topolégico y B, una base local para es. Entonces, las familias:

{BcGlrecynes,} v {Bicdrcaypes.,},

son bases para la topologia de G, donde B = {xb’b € B} y Bx = {bx‘b € B} son las traslaciones
izquierda y derecha, respectivamente, de B.

Demostracion:
Sea U un abierto no vacio de G 'y a € U. Probaremos que existe B € B, tal que:

a€aB CU

Consideremos la funcién o,-1 : G — G tal que  — a'z. Por el Teorema (|1.7) esta funcién es un
homeomorfismo, el cual transforma al conjunto abierto U en el abierto a='U. Notemos que e € a~'U,
pues eg = a 'a € a~'U. Como B, es una base local para eg, entonces existe B € B, tal que:

eq € BC a_lU,

por lo cual:
a€aB Caa U =U.

Se tiene asi el resultado para la primera familia. Para la segunda se procede de forma anéloga usando
ahora la funcion ¢,-1. |
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La notacion de traslaciones izquierda y derecha de un conjunto usada en el lema anterior seré usada
a lo largo de todo el texto.

El siguiente lema nos proporciona sistema fundamental de vecindades para la identidad formada por
vecindades tales que V! = V.

DEFINICION 1.5 (Vecindades Simétricas)
Sea G grupo topoldgico. Una vecindad V de eg es llamada simétrica si V = VL.

EJEMPLO 1.18 (Vecindades Simétricas en R)

Consideremos el grupo topolégico (R, +,7,). Las vecindades [—1,1], y | — 1/n,1/n[, para todo
n € N, son vecindades simétricas de 0. En cambio, [—1,2] y [—7, e] no son vecindades simétricas
de 0.

LEMA 1.19 (Vecindades Simétricas forman un Sistema Fundamental de Vecindades)
Sean G un grupo topolégico y U € N(eg). Entonces, existe V € N(eg) tal que V-1 =V C U.

Por tanto, las vecindades simétricas de la identidad forman un sistema fundamental de vecinda-
des para eg.

Demostracion:

Sean U € N(eg) y f: G — G tal que z — 2. Como f es un homeomorfismo de G en G por el
Teorema (1.7]), entonces f[U] = U~! es una vecindad de eg, por lo cual V. = U NU"! es una vecindad
de e¢ tal que V = V! la cual cumple que V C U.

La dltima parte se tiene de la definicién de sistema fundamental de vecindades. [ |

Otra propiedad importante de la identidad de un grupo topoldgico eg es que admite un sistema
fundamental de vecindades formado por conjuntos cerrados.

LEMA 1.20
Sean G grupo topologico y U € N(eg). Entonces:

(1) Para cada n € N existe V' € N(eg) tal que V" C U, donde:

Vi=V...V.
——

n-veces

(2) Existe V € N(eg) tal que V C U. En particular, las vecindades cerradas de eg constituyen
un sistema fundamental de vecindades para es cuyos elementos son subconjuntos cerrados.

Demostracion:
De (1): Procederemos por induccion sobre n:

= Para n =1 el resultado es inmediato, pues tomando V' = U se tiene lo deseado.

» Supongamos el resultado cierto para algin n € N. Entonces, para U existe W € N(eg) tal
que W™ C U. Por la Observacion (1.2)) se tiene que para W existen Vi, Vs € N(eg) tales que
ViVe C W. Tomemos V' = V; N V4, entonces eq € V', por lo cual V' € N(eg). Ademas:

Vn-l—l:‘/.V.Vn—lg%.%.wn—lgw‘wn—lzwng(].
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Aplicando induccion se sigue el resultado.

De (2): Por (1) existe W € N(eg) tal que W? C U. Como W es vecindad de eg, tomemos V =
W N WL Se tiene que V es una vecindad simétrica de e tal que:

VZCW?CU. (1.1)

Si z € V, entonces como zV es una vecindad de x (ya que la traslacion por la izquierda o, del
Teorema es un homeomorfismo y eg € V'), por lo que interseccion zV NV es no vacia, luego
existen vy, vy € V tales que:

Iv; = Vg,

por lo cual, usando 1' se sigue que x = vyv; ' € V-V~ = V2 C U. Por tanto, V C U. [ |

OBSERVACION 1.21
En el caso en que n — 1 =0 en el inciso (1) de la parte anterior, definimos:

VO = {eG}7
para todo V' € N(eq).
DEFINICION 1.6 (Bases Locales de Vecindades N(z) y N*(z))

Sea GG grupo topologico y x € G. Se denotara por N(x) y N* () a la base local de vecindades
para x que son abiertas y a las que son abiertas y simétricas, respectivamente.

LEMA 1.22 )
Sean GG grupo topologico y U € N(eg). Entonces, para cada n € N existe V € N*(eq) tal que:

VvrCcu

En particular, las vecindades abiertas y simétricas de e forman una base local para eg.

Demostracion:
Sea n € N. Por (1) del Lema ([1.20)) se tiene que para U existe una vecindad W de eg tal que:

wicvu,
y para Wi por el Lema (1.19) existe una vecindad W5 de eg simétrica tal que:
W2 g W17

lo cual implica que:

Wy C W CU.

Por ser W, vecindad existe un abierto W3 C G tal que Wi C Ws. Sea V. = Wy N Wy ', se tiene que V
es una vecindad abierta simétrica de eg que cumple:

VS W C Wy C U,

lo que prueba el resultado. [
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TEOREMA 1.23
Sean G un grupo topolégico, a € Gy A, B,C,U subconjuntos de G. Entonces:

(1) Si U es abierto, entonces los conjuntos alU, Ua, U™', CU y UC son abiertos.
(2) Si A es cerrado, entonces aA, Aa y A~! son conjuntos cerrados.
(3) Si Ay B son compactos, también lo son ABy A~

(4) Se cumple que:
A= (] Aw= [ WA

WeN(eq) WeN(ea)

Demostracion:

De (1): Por el Teorema las funciones: ¢4, 0, y f : G — G tal que f(x) = z~!, son homeo-
morfismos, para todo a € GG. Por lo tanto, si U es abierto, entonces la imagen directa de U bajo estas
funciones (es decir, los conjuntos alU, Ua,U~') son abiertos, para todo a € G. Para los dos tltimos
conjuntos basta con observar lo siguiente:

cu=|Jev
ceC

ve=|JUe
ceC

luego, por ser uniones arbitrarias de abiertos, los conjuntos C'U y UC son abiertos.

De (2): Es analogo a la primera parte de (1), usando el hecho de que todo homeomorfismo es una
funcion cerrada.

De (3): Como Ay B son compactos, entonces A x B es compacto en el espacio topologico producto
G x G, por lo cual al ser g; : G x G — G funcion tal que (z,y) — xy una funciéon continua, se sigue que
la imagen de este compacto f[A x B] = AB es compacta. De forma similar para A~! con la funcion f
se obtiene que A~! es compacto.

De (4): Caracterizaremos a los conjuntos AW y W A (donde W € N(e¢)) antes de ver los elementos
de la interseccion. Sea W € N(eg), por el Lema (1.22) existe un abierto V € N*(eg) tal que V C W.
Por (1) el producto AV es abierto y A C AV (pues eg € V).

Ademas, A C AW, pues si z € A, por (1) se sigue que xV es una vecindad de z, luego xV N A # (),
asi que existen v € V y a € A tales que xv = a, por tanto:

r=av e AVl = AV C AW.
Como la vecindad W fue arbitraria, se sigue que:

AcC ﬂ AW,

WGN(GG)

Ahora, sean & € (Vyyey(e) AW ¥ V € N(2). Debemos probar que VA # {). Se tiene que 'V € Neg)
por (1), por ende V'z € N(eg) (usando el homeomorfismo f).
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Por tanto, como x € ﬂWeN(eG) AW en particular z € AV ™1z, asf existen a € Ay v € V tales que
r=av 'x,esdecira=v €V yac€ A, porlocual a € ANV. Por tanto, ANV # (). Se sigue asi que:

(| AwcCA
WEN(GG)

De ambas desigualdades se sigue la igualdad.
Para la otra igualdad se procede de forma anéloga a la hecha anteriormente. [

OBSERVACION 1.24
Por el teorema anterior inciso (1) se tiene que si U C G es abierto, entonces U™ es abierto. Esto

se tiene aplicando induccién sobre n.

Resulta que todo grupo topolégico es un espacio T3, como lo muestra el siguiente resultado:

TEOREMA 1.25 (Grupos Topologicos son Espacios T3)
Todo grupo topoldgico G es un espacio T3.

Demostracion:
Sea GG un grupo topoldgico. Tomemos x € G y U un abierto no vacio tal que x € U, por el inciso

(1) del teorema anterior se tiene que 2~ 'U € N(eg) por cual, del Lema (1.20) inciso (2) se tiene que
existe una vecindad V' € N(eg) tal que V C 27'U, entonces:

xexV CU.

Por lo cual:
xezV C U,

por la pertenencia y contencién anterior y el hecho de que 2V C zV (ya que 2V es un cerrado que
contiene a xV por el inciso (2) del teorema anterior). Al ser x € G arbitrario se sigue que G es un
espacio T3. [ |

Un resultado interesante es que los grupos topologicos Ty son T, como se muestra a continuacion:

TEOREMA 1.26 (Grupo Topolégico Ty es 1)
Sea G un grupo topolégico que es Ty, entonces es 77.

Demostracion:
Sean x1,z9 € G elementos distintos. Como G es Ty existe U C G abierto que contiene uno y solo

uno de los siguientes dos elementos: eg 6 125 ! Analicemos ambos casos:

= Si eq € U, por el Lema 1) existe V € Jo\f*(eg) tal que V' C U, en particular e € V' y

riw,t ¢ V. Al ser V simétrica se sigue que:

T1wyt ¢V oy wext ¢V
=z ¢ Vry y x9¢ Vay.

Por tanto, Vs es un abierto (por el Teorema ((1.23)) inciso (1)) que contiene a x5 y no a xy vy,
Vx1 es un abierto que contiene a x; pero no a T.
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» Sixr,' € U, entonces W = Uzox;' € N(eg) (por el teorema antes mencionado), como eg ¢ U
se tiene que myx; ' ¢ W, nuevamente por el lema mencionado en el inciso anterior, existe V €
N*(e¢) tal que V. C W, en particular eg € V y 227" ¢ V. Como en el inciso anterior, al ser V
simétrica se sigue que:

v, ¢V oy xea ¢V
=01 ¢ Ve, y x9¢ V.

Ahora, Vz, es un abierto que contiene a x5 y no a x; y, Vx; es un abierto que contiene a
pero no a s.

Por ambos incisos se sigue que G es un espacio 77. [ |

Como todo espacio 717 en automatico es un espacio Tj, se sigue del teorema anterior que ambas
propiedades son equivalentes en grupos topologicos. De forma inmediata de este teorema y del lema
anterior se sigue el siguiente corolario:

COROLARIO 1.27 (Grupos Topolégicos T son Regulares)
Sea G un grupo topoldgico Ty. Entonces, G es un espacio regular (es decir, es T3 y T} ), en particular
es Hausdorff.

EjEMPLO 1.28 (Grupo Topolégico Indiscreto no es Tj)
Sea GG un grupo no trivial dotado de la topologia indiscreta. Entonces G es un grupo topologico
que no es ni 7y ni 77 si tiene més de un elemento.

EseEMPLO 1.29 (R es Regular)
(R, +, 7,) es espacio regular por el Corolario (1.27)), ya que (R, 7,) es Hausdorff, en particular es
1.

OBSERVACION 1.30
De ahora en adelante solo se consideraran grupos topologicos Ty (en automatico, estos seran espa-
cios regulares por el Corolario (1.27))) a menos que se mencione lo contrario.

OBSERVACION 1.31
En todo grupo topologico G' que sea un espacio Ty se tiene que el conjunto {eq} es cerrado.

El siguiente teorema tiene como objetivo resumir varias de las propiedades obtenidas anteriormente
para la familia N(eg). Ademas, este teorema nos proporciona un método para construir topologias
sobre un grupo que lo conviertan en grupo topolégico. Antes, veamos una definicién que usaremos
para el teorema:

DEFINICION 1.7 (Base de Filtro)
Sea X un conjunto. Una familia B no vacia de subconjuntos no vacios de X es una base de filtro
sobre X si para todo A, B € B existe C' € B tal que C C AN B.
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TEOREMA 1.32
Sea G un grupo topologico. Entonces, la familia N(eg) es un sistema fundamental de vecindades
para eg que satisface:

(1) Para cada U € N(eg) existe V' € N(eg) tal que V-V C U.
(2) Para cada U € N(eg) existe V' € N(eg) tal que V-1 C U.

(3) Para cada U € N(eg) y para todo a € G existe V € N(eg) tal que aVa™! C U.

Ademas, N(eq) es base de filtro sobre G. Reciprocamente, si V es una base de filtro sobre G tal que
todo elemento de la familia contiene a e y se cumplen las condiciones (1) a (8) (intercambiando
a N(eg) por V) entonces, la familia:

T:{UQG‘VCLEUexisteVGVtalqueaVQU}

:{UgG

VaeUexisteVEVtalqueVagU},

es una topologia sobre GG que hace de GG un grupo topologico y tal que V es un sistema fundamental
de vecindades para e.

Demostracion:
Primero veamos que N(eq) satisface las condiciones anteriores. En efecto, satisface (1) y (2) de
forma inmediata por el Lema ((1.22]).

Para la tercera condicion, sean a € G y U € N(eg). Dado que la funcion g : G — G tal que
g(z) = axa™ es un automorfismo topologico por el Teorema (1.12)), se sigue que para U existe una
vecindad V' € N(eg) tal que:

aVa 'l =glV]CU
Con lo cual, N(eq) satisface las condiciones (1) a (3). Es inmediato que es base de filtro para G, ya

que G € N(eg), todo elemento de N(eq) contiene a eq y la interseccion de dos vecindades de eg sigue
siendo vecindad de eg.

Para la otra parte, sea V una base de filtro sobre G tal que todo elemento de la familia contiene a
e y cumple las condiciones (1) a (3) (intercambiando a N(eg) por V). Primero, probaremos que las
familias:

7':{UQG‘VaEUEIVEVtanueaVQU},

T’:{Ug(;)v@eUﬂVthalqueVagU},
son tales que 7 = 7. En efecto, sea U € 7, entonces para todo a € U existe V, € V tal que aV, C U.

Por el inciso (3) se tiene que para V, existe W, € V tal que a " ‘Wya C V,, es decir que Woa C aV,.
Por tanto, U € 7'. Se sigue asi que 7 C 7’. La otra contencion se hace de forma analoga.

Veamos ahora que 7 es una topologia sobre GG. En efecto:

(a) Por vacuidad, ) € Ty, por definicion G € .
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(b) Sean Uy, U, € 7, tomemos:
U == U1 N U2.

Si a € U; N Uy, se tiene que existen Vi, Vy € V tales que:
aVi CU; y aVy CUs.
Dado que V es base de filtro, existe V € V tal que V' C V; N V4, por lo cual:
aV Ca(VinVy) =aVyNnaVy CU NUs.

Por tanto, Uy NU, € 7.

(c) Sea {Ua

o € ]} C 7. Tomemos:
U=|]JU..
acl

Si a € U, entonces existe a € I tal que a € U,, como U, € 7, entonces existe V, € V tal que
aV, C U,, luego aV, C U. Por tanto, U € T.

De los incisos (a) a (c) se sigue que T es una topologia sobre G. Veamos que V es un sistema fundamental
de vecindades para e¢, para ello hay que probar dos cosas:

(d) Sia € G, entonces aV es vecindad de a, para todo V € V. Seana € Gy V € V. Afirmamos
que el conjunto:

U, = {x € aV’eXiste V. € V tal que 2V, C aV} ,

es un abierto tal que a € U, C aV. En efecto, se tiene que a € U,, pues aV, C aV, tomando
Vo=V, pues V € V. Sea ahora = € U,, entonces, existe V, € V tal que zV,, C aV. Por el inciso
(1), existe V; € V tal que:

Vi-ViCV,.

Por lo cual, si y € V] se tiene que:
yVi C (aVh) - Vi=2(Vi- V1) CaV, CaV,

es decir que y € U,. Se sigue asi que xV) C U,. De la definicién de abierto tenemos que U, es
abierto, por lo que alW es vecindad de a.

(e) Para toda vecindad W de e; existe V € V tal que V C W. Sea W vecindad de eg.
Entonces, existe U C G abierto tal que e € U C W. De la definiciéon de abierto se sigue que
existe V € V tal que eV C U. Como eg € V, entonces:

e €EV=egVCUCW

Por el inciso (d) se tiene (tomando a = eg) que V es una familia formada por vecindades de eg (ya
que egV =V para todo V € V). Esto junto con el inciso (e) implica que V es un sistema fundamental
de vecindades para eg.
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Finalmente, para ver que esta topologia hace que G sea grupo topologico, debemos verificar que
la funcion (a,b) — ab™! es continua. En efecto, sean a,b € G y U € 7 abierto que contiene a ab™?.
Entonces, existe V € V tal que ab™'V C U. Por el inciso (3) existe V; € V tal que:

bVib~t C Y,
y por el inciso (1) existe V5 € V tal que:
V- Vo C VA,
ademaés, por el inciso (2) existe V3 € V tal que:
Vi C Ve
Finalmente, como V es base de filtro sobre GG, existe W € V tal que:
WCvsnb,
Dado que W C Vj, entonces W, ' C Vi !, por lo que:
Wt C vyt C Vs
Por eleccion de V3. Con lo cual:
W-W= T, Vs

Ahora, por el inciso (d) se tiene que aWW y bW son vecindades de a y b, respectivamente. Estas son
tales que:

(aW)- (W) ' =aW - W p?
CaVy-Vob™?
C aVib !
= ab Vb !
Cab™ 'V
cU
= aW x bW C f[U],

siendo f la funcion (a,b) — ab™!. De lo anterior se sigue que f~![U] es abierto en G x G, con lo que
f es continua.

Se sigue asi que G es grupo topologico con la topologia 7. [ |

En particular, el teorema anterior nos dice como construir topologias sobre grupos para hacer del
grupo un grupo topologico. Este fuerte resultado serd usado mas adelante en el Capitulo [4]

Nuestro objetivo ahora mejorar este resultado para generar topologias que sean al menos Tj, cosa
que hacemos con el siguiente resultado:

COROLARIO 1.33
Sean GG un grupo topologico y V un sistema fundamental de vecindades para eq. Entonces, G es

un espacio Ty si y solo si:
ﬂ V= {6@} .
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Demostracion:

=): Supongamos que G es un espacio Ty. Por el Corolario ((1.27)), es un espacio regular, en particular
es Hausdorff.

Sea x € GG con = # eq. Por ser el espacio Hausdorff existen abiertos U,V C G con x € U, eq € V
tales que U NV = (). Dado que V es un sistema fundamental de vecindades para eg, existe W € V tal
que e € W C V, asi que:

WNU=0=z¢W,
luego, = ¢ (V. Por tanto:
ﬂ V= {6(;} .
<): Supongamos que:
m V = {6@} .

Probaremos que {eg} es un conjunto cerrado, para lo cual veremos que G \ {e¢} es abierto. En efecto,
sea © € G\ {eq}, entonces = ¢ {ec} por lo que existe V,, € V tal que:

¢ V,.
En particular:
eq ¢ xV,.
Se sigue que el conjunto:
G\ eat= |J ot
z€G\{eg}

es abierto, ya que xV; es vecindad de = por el Teorema ((1.23)) inciso (1). Por tanto, el conjunto {eg}
es cerrado. Como todo grupo topolégico es un espacio homogéneo, se sigue que {z} es cerrado, para
todo = € (G. Asi que G es un espacio 17, en particular es Tj. [ |

§1.2 HOMOMORFISMOS E ISOMORFISMOS

DEFINICION 1.8 (Funcién Abierta)

Sean (X1,71) y (X2, 72) espacios topologicos. Una funcion f : X; — X5 es abierta si f[U] C X,
es abierto en X, para todo U C X; abierto en X;.

A continuacion se enunciaran y demostraran propiedades importantes de los homomorfismos conti-
nuos.

LEMA 1.34

Sea ¢ : G — H un homomorfismo entre grupos topologicos G y H. El homomorfismo ¢ es continuo
(respectivamente, abierto) si lo es en la identidad del grupo eg, es decir, si ¢ satisface la condiciéon
(1) (respectivamente, (2)) siguiente:

(1) Para toda vecindad W de ey en H, existe U vecindad de e en G tal que p[U] C W.

(2) Para toda vecindad U de eg en G, existe W vecindad de ey en H tal que W C p[U].
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Demostracion:

Supongamos que se cumple la condicion (1), debemos probar que ¢ es continua en todo punto de G.
Para ello, basta con ver que si g € G es arbitrario y W C H es una vecindad de ¢(g) en H, entonces
existe una vecindad U de g en G tal que p[U] C W.

Sean g € G y W C H una vecindad de h = ¢(g) en H. Por el Teorema inciso (1) podemos
hacer W = hWj, siendo W7 C H una vecindad de ey. Por (1) existe una vecindad U; C G de eg tal
que ¢[U;] C ;. Entonces, por el teorema antes mencionado, U = gU; es una vecindad de g en G que
cumple:

plU] = ¢lgUi] = p(9)plU1] = hep[Ui] € hWy =W,
por tanto, ¢ es continua en g.

Supongamos ahora que se cumple la condicion (2), debemos probar que dado un abierto U en G, su
imagen respecto a ¢ es abierta en H.

Sea U C @ abierto en G y h € ¢[U], entonces h = ¢(g) para alguna g € G. Nuevamente, por el
teorema antes mencionado, se tiene que ¢~'U es una vecindad de eg, aunado con la condiciéon (2) se
sigue que existe una vecindad W; de ey tal que:

Wl - gp[g_lUL

pero, como g U] = ¢(g N [U] = h™1|U], se sigue que hW; C p[U], siendo hW; vecindad de h.
Tomando W = hW; se sigue que:

W C U],
por tanto, ¢[U] es abierto en H. Se sigue asi que ¢ es funcion abierta. [ |

El lema anterior caracteriza a los homomorfismos continuos entre dos grupos topologicos, ya que
solo basta que se cumpla la continuidad en la identidad del grupo.

En particular, esto caracteriza a los isomorfismos topologicos como lo muestra el siguiente resultado:

COROLARIO 1.35
Sea ¢ : G; — G5 un homomorfismo biyectivo entre dos grupos topologicos. Entonces, ¢ es isomor-
fismo topologico si y solo si f es continua y abierta en la identidad del grupo.

L Existen homomorfismos entre grupos topolégicos que no sean abiertos? La respuesta a esta pregunta
es que si, como lo muestra el siguiente ejemplo:

EJEMPLO 1.36 (Isomorfismo Continuo y no Abierto)

Sea (G, T) un grupo topolédgico no discreto. Consideremos los grupos (G, 7) y (G, 1p), donde 7p
es la topologia discreta sobre GG. Entonces, la funcién identidad 14 : G — G entre los espacios
topologicos (G, 7p) y (G, 7) es un homomorfismo de G sobre si mismo el cual es continuo, pero no
es abierto.

§1.3 SUBGRUPOS TOPOLOGICOS Y GRUPO TOPOLOGICO COCIENTE

Una forma de producir grupos topoloégicos es mediante los subgrupos de un grupo topolégico y
mediante el grupo topoldgico cociente. En esta seccion estudiaremos la construccion de estas estruc-
turas con el objetivo de construir mas grupos topolégicos y dar una version del Primer Teorema de
[somorfismos en grupos topolégicos.
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DEFINICION 1.9 (Subgrupo Topoldgico)
Sea G un grupo topologico. Un subconjunto no vacio H de G es un subgrupo topolégico de G
si:

(1) H es subgrupo de G.

(2) H es subespacio topologico con la topologia inducida por G.

El siguiente resultado justifica la definicion de subgrupo topolégico en el sentido de que este tltimo
es por si mismo un grupo topolégico.

PROPOSICION 1.37 (Subgrupo Topolégico es Grupo Topoldgico)
Sean G un grupo topolégico y H un subgrupo topologico de GG. Entonces, H es un grupo topolégico
con la topologia que hereda de G.

Demostracion:
Se sigue de aplicar el Lema (|1.4)) a la funcién (z,y) — zy~!, la cual es continua restringida a H x H
y es tal que su rango es H, ya que H es subgrupo de G. [ |

EJEMPLO 1.38 (Subgrupos Topolégicos de R)
Sea r € R, se tiene que el conjunto r7Z dado por:

rd, = {rm’m € Z} ,

dotado por la suma usual, es un subgrupo de (R, +), luego, rZ es subgrupo topologico de (R, +, 7,),
dotandolo de la topologia como subespacio de R, esto es con la topologia:

Trg = {UHTZ‘U € Tu}.

Resulta que esta topologia coincide con la topologia discreta, con lo cual (rZ, +, 7,7) es subgrupo
topologico de (R, 4+, 7,), el cual es discreto.

Ahora, (Q,+) es subgrupo de (R, +), asi que dotado de la topologia como subespacio de R:
TQ = {UﬂQ‘UETu},
hace de (Q, +, 7q) subgrupo topologico de (R, +,7,), el cual no es discreto.

EseEmpPLO 1.39 (El Subgrupo Topolégico SL(n,R))
Consideremos al grupo GL(n,R). Un subgrupo de este grupo es:

SL(n,R) = {A € GL(n,R)( Idet (A)] = 1},

por ser GL(n,R) grupo topologico, podemos dotar a este subespacio con la topologia de subespacio,
digamos:

TSL(n.R) = {U nSL(n, R)’U € Taunm},
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donde 7L (m,w) es la topologia inducida por la métrica d del Ejemplo (1.13) en GL(n,R).

Para continuar, veamos ahora algunas propiedades de la cerradura de conjuntos en grupos topol6-
gicos.

PROPOSICION 1.40
Sea GG grupo topologico. Si A y B son subconjuntos de GG, entonces:

(1) A-B C AB.
(2) (@)1 = AT
(3) vAy = xAy, para todo z,y € G.

(4) Si ab = ba para todo a € Ay b € B, entonces ab = ba para todoa € Ay b€ B.

Demostracion:
Sean A y B subconjuntos de G.

De (1): Sean x € A, y € B y W un abierto tal que 2y € W. Debemos probar que W N (AB) # (.
En efecto, como (z,y) — zy es continua, existen Vj y V5 vecindades de = y y, respectivamente, tales
que V1Vo C W. Por como se eligieron x y y, existen a € ViN Ay b€ VoN B, luego ab € W N (AB),
asi que zy € AB. Por tanto, A- B C AB.

De (2) y (3): Son inmediatas del hecho de que para cualquier homeomorfismo f : G — G se tiene
que f m = m, siendo A C @ arbitrario, en particular tomamos como f a las funciones z — 27!y
z +— xzy, siendo x,y € G, las cuales son homeomorfismos como consecuencia del Teorema (|1.7]).

De (4): Consideremos h : G x G — G tal que (a,b) — aba='b~!. Esta funcién es continua, por lo
cual el subconjunto de G x G:

H="h""[eg]
{(a,b) € G x G|h(a,b) = eg}
{(a,0)

:{(a,b)EGxGab:ba},

€ G x Glaba b7 = eg}

es cerrado. Ademas, AXB C H, porlocual Ax B C H. Como A x B = Ax B se sigue que AxB C H,
es decir que ab = ba, para todoa € Ay b € B. [ |

DEFINICION 1.10 (Subgrupo Normal)
Sea G grupo y N un subgrupo de H. Decimos que N es subgrupo normal de G, sia *Na C N,
para todo a € G.

OBSERVACION 1.41
Lo anterior es equivalente a que a*Na = N, para todo a € G.
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PROPOSICION 1.42 (Propiedades Subgrupos Topolégicos de G)
Sean GG grupo topologico y H, N subgrupos de GG. Entonces:

(1) H es subgrupo de G.
(2) Si N es subgrupo normal de G, entonces N también es subgrupo normal de G.
(8) H es abierto si y solo si su interior es no vacio.

(4) Si H es abierto, entonces H = H.

Demostracion:

De (1): Veamos que H es un subgrupo de G. En efecto, es no vacio, ya que H # (). Como H es un
subgrupo de G, entonces H> = H - H C H, luego H2 C H. Por (1) de la Proposicion (1.40) se tiene
que:

(H) =7 -7 C %,

luego, (F)z C H, es decir que H es cerrado bajo el producto. Ademas, H~' C H vy, por (2) de la
proposicién mencionada anteriormente:

——1

O '=H1CTH,

es decir que H es cerrado bajo inversos. Luego, H es un subgrupo de G.

De (2): Como N es subgrupo normal de G, en particular es subgrupo de G, luego N es subgrupo
de G por el inciso (1). Para ver que es subgrupo normal de G hay que verificar que:

aNa™ ' C N, VaedG.
Por hipétesis y usando (3) de la proposicion antes mencionada, se tiene que:

aNa™' C N, VaeG
= aNa'C N, VaeG
=aNa 'C N, Vaegq,

por tanto, N es subgrupo normal de G.
De (3): Probaremos la doble implicacion:

=): Supongamos que H es abierto, entonces H coincide con su interior, en particular, H es no vacio
por ser subgrupo de G, luego su interior es no vacio.

<): Supongamos que H tiene interior no vacio. Sea * € H un punto interior, entonces, por el
Teorema ([1.23]) inciso (1), debe de existir U C G abierto que contiene a eg tal que = € zU C H.
Ahora, si y € H se tiene que:

yU = y(x'2)U = (yz HaU Cyz 'H = H,

por tanto, yU es un abierto que contiene a y tal que yU C H, luego y es un punto interior de H. Asi
que H esta contenido en su interior, por tanto, H es abierto.
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De (4): Supongamos que H es abierto. Se tiene que el conjunto:

G\ H= U Hz,

z€G\H

es abierto, pues Hz es abierto, para cada = € G\ H, por el teorema antes mencionado. Luego H es

cerrado, es decir que H = H. [ |

EJEMPLO 1.43
Consideremos a (3 como subgrupo topolégico de R. Por (1) de la proposicion anterior debe suceder

que: -
Q =R,

es subgrupo de R. Por ser R abeliano se sigue que Q) es abeliano, luego es subgrupo normal de R,
con lo cual Q = R por (2) es normal en R.

Ahora, se tiene por (3) que Q no es abierto, ya que:
Q=0

lo cual también se podia deducir usando el hecho de que @ # @, esta vez usando el inciso (4).

El siguiente resultado muestra como generar subgrupos topologicos de un grupo topologico G dada
una vecindad abierta y simétrica de eq:

TEOREMA 1.44 .
Sean G un grupo topologico y U € N*(eg). Entonces, el conjunto:

n=1

es un subgrupo abierto y cerrado de G.

Demostracion:
Se tiene que L # (), ya que eg € L. Sean ahora x,y € G, entonces existen k,[ € N tales que z € U*

y y € U' luego, vy € U, Ademas, 27! € (U’“)_1 = (UH* = U*, por ser U simétrica. Por tanto,
xy, v~ € L. Se tiene entonces que L es subgrupo de G.

Ademés, L es abierto por ser unién arbitraria de abiertos por la Observacion (1.24)), y cerrado por
el inciso (4) de la proposicion anterior. [ |

Para finalizar, un resultado sobre subgrupos topolégicos discretos.

DEFINICION 1.11 (Espacio Topolégico Discreto)
Un espacio topologico es discreto si todos los puntos del espacio son aislados. Lo anterior es

equivalente a decir que esta dotado de la topologia discreta.

PROPOSICION 1.45
Un subgrupo H de un grupo topolégico G es discreto si y solo si tiene un punto aislado.
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Demostracion:

=): Supongamos que H es un subgrupo topolégico discreto, es decir que esta dotado de la topologia
discreta, luego el conjunto {eg} es una vecindad abierta de e para la cual se cumple que {eg} N H =
{eg}, es decir que es un punto aislado de H.

<): Supongamos que H tiene un punto aislado, digamos = € H, luego, existe una vecindad abierta
U C G de eg tal que 2U N H = {x}. Si ahora y € H, se tiene que:

yUNH =yUNys 'H = yx_l(xUﬂ H) = yr {z} ={y},

es decir, que todos los puntos de H son aislados. Por tanto, H es discreto. [ |

§1.4 GRUPOS COCIENTES

En esta seccion se estudiara el grupo topoldgico cociente de un grupo topolégico con un subgrupo
topologico normal de este.

OBSERVACION 1.46 (Normalidad)

En esta seccion y lo que resta del texto, hablaremos de normalidad en el sentido algebraico (sub-
grupo normal) y no en el topolégico. En este texto no se hablara de espacios topologicos normales,
por lo que no habré confusion al usar dicho término.

Recordemos que si G es un grupo y H un subgrupo de G, entonces se define una relaciéon de
equivalencia en G como sigue:
a~bsiysolosiab™ € H.

Las clases de equivalencia de esta relacion reciben el nombre de clases laterales derechas de H.
Denotaremos por GG/pH al conjunto formado por las clases laterales derechas, es decir:

G/pH = {Ha

aeG } )
De manera similar se definen las clases laterales izquierdas de H. Se denota por G/;H al conjunto:

G/1H = {aH

aGG}.

En caso de que el subgrupo H sea normal en G, se sabe que G//H = G/pH = G/H. Los siguientes
resultados se establecen para clases laterales derechas y, de forma analoga, se cumplen para clases
laterales izquierdas.

Introducimos ahora en G/ p H una topologia de la siguiente manera. Sea B una base para la topologia
de G. Para cada B € B definimos:

B = {Hx’m e B} =r[B],

B*:{B*

BEB},

siendo 7 : G — G/pH la funcién canonica, es decir, aquella tal que g — Hg.
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ProPOSICION 1.47 (Existencia de Topologia sobre G/pH)

Sean G grupo topoldgico, H un subgrupo de G y B una base para la topologia de G. Entonces,
B* es base de una topologia sobre G/pH. Si H es cerrado, entonces esta topologia sobre G/pH lo
hace un espacio T7.

Demostracion:
Para la primera parte se deben verificar dos condiciones:

(1) Sea Ha € G/pH. Como B es base para G, entonces existe B € B3 tal que a € B, luego Ha € B*.
Asi que:
G/pHC| B
Dado que B* C G/pH, para todo B* € B*, entonces | JB* C G/pH. De ambas contenciones se
sigue la igualdad.

(2) Sean B}, Bj € B*. Si Ha € Bf N By debemos encontrar B € B* tal que Ha € B} C B} N Bj.
Como By, By € B*, entonces existen by € By y by € B, tales que:

Ha = Hb, = Hb,, (1.2)

por lo cual, Ha C HB;N HBy. Ademéas, HB; N H B, es un conjunto abierto (por ser interseccion
de dos abiertos, los cuales lo son por el Teorema ((1.23)) inciso (1)). Se tiene que a € HB; N H B,
por (1.2)), luego existe Bs € B tal que:

CLEB3 gHBlﬂHBQ

Se sigue asi que Ha = Hby € B;. Veamos que B; C By N Bj. En efecto, sea Hbs € B; con
bs € Bs. Por la contencion anterior b3 € HBy N H By, es decir que existen hy,he € H, V] € By y
b, € By tales que:
by = hyby = hyb,
luego:
Hby = Hhib, = HV, € B] 'y Hbs = Hhyl, = Hb, € B;.

Por lo cual, Hbs € By N Bj. Se sigue que B; C Bf N B;.

Por ambos incisos se sigue que B* es base de una topologia sobre G/pH.

Para la otra parte, supongamos que H es cerrado. Sean Ha, Hb € G/pH dos elementos distintos.
Como Ha es cerrado por el teorema mencionado anteriormente inciso (2) y b ¢ Ha, entonces existe
ByeBtalquebe By y ByN Ha =0 (pues G es regular). Entonces, Hb € B} y Ha ¢ B;. De forma
analoga se obtiene un abierto By C G tal que Ha € By y Hb ¢ Bj.

Por tanto, G/pH es un espacio Tj. [

OBSERVACION 1.48 (Distintas Bases de G Generan Misma Topologia sobre G/pH)
Sean G grupo topoloégico y H un subgrupo de G. Si By y By son dos bases de la topologia de
G, entonces las topologias generadas por B y Bj son las mismas. En efecto, si Hx € B € Bf,
entonces existe a € By € B; tal que Hr = Ha. Como B; es abierto en G, al ser By base de la
topologia de G se sigue que existe B, tal que a € By C By, luego Hx € B; C Bj.

Por ende, para todo B} € B} se tiene que Bj es un abierto en G/pH, dotando este espacio de
al topologia generada por Bj. Haciendo lo analogo cambiando los papeles de By y Bs, se sigue que
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para todo Bj € B} se tiene que Bj es un abierto en G/pH, dotando este espacio de al topologia
generada por Bj. Por tanto, las topologias generadas por estas dos bases deben ser la misma.

En resumen, lo que nos dice la observacién anterior es que no importa que base de la topologia de
G tomemos, pues la topologia de G/pH es independiente de la base de la topologia de G elegida.

Ahora estudiaremos las propiedades de la funcion canénica 7 : G — G/pH, es decir aquella tal que
x — Hx. Antes, una observacion:

OBSERVACION 1.49 (Abiertos en G/pH)
Sean G grupo topologico, H un subgrupo de G y B una base de la topologia de G. Consideremos al
espacio G/pH dotado de al topologia generada por B*. Si U* C G/pH es abierto, entonces existe

{Bi 1€l } C B subfamilia tal que:
=B,

el

por lo cual:

U*:UBZ‘:UW[Bi]ZW

el il

Us.

il

Tomemos U = |J,.; B;. Este conjunto es abierto en G y es tal que U* = w[U]. Por ende, los abiertos
en G/pU son imégenes de abiertos bajo la funciéon candnica .

PROPOSICION 1.50
Sean G un grupo topologico, H un subgrupo de G y m : G — G/pH la funciéon canonica tal que
x +— Hx. Entonces, 7 es continua y abierta.

Demostracion:
Veamos primero que es abierta. Sea U C (G abierto y tomemos B una base de la topologia de G,

entonces:
U=|JB
iel
donde {B;},.; C B es una subfamilia. Tenemos que:

UBi| =U~=lB]=JB;

iel il el

U] ==

donde B} € B*, para todo i € I. Luego, w[U] es abierto. Se sigue asi que 7 es funcion abierta.

Para probar que 7 es continua, sean U* C G/pH abierto y Hxz € U*. Por la Observacion ((1.49)) se
tiene que existe U C G abierto tal que U* = w[U]. Para probar que 7 es continua, hay que encontrar
un abierto V' C G que contenga a z y tal que:

V] CU*

tomemos V' = HU, el cual es abierto en G por el Teorema ([1.23)) inciso (1), ademés, © € V, ya que
como Hx € U* = w[U], entonces existe u € U tal que Hxr = Hu, es decir que x = hu para algin
h € H, por definiciéon de V se sigue que x € V. Se tiene asi que:

V] =7n[HU| =n[U] =U"
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por tanto, m es continua. |

El hecho de que la funcién canoénica 7 : G — G/pH sea continua y abierta es un hecho muy
importante, el cual sera de utilidad para probar los siguientes resultados.

El siguiente resultado muestra que las propiedades topologicas locales del espacio cociente G/pH
también se pueden estudiar en un solo punto.

PROPOSICION 1.51 (G/pH es Espacio Homogéneo)
Sean GG un grupo topolégico y H un subgrupo de G. Entonces, G/pH es un espacio homogéneo.

Demostracion:

Para cada a € G definimos la funcion ¥, : Gp/H — Gp/H dada por: Hx — Hzxa. Se tiene lo
siguiente:

» U, esta bien definida. Sean Hzxy, Hxy € G/pH tales que Hxy = Hzxo, luego existe h € H tal
que x1 = hxo. Se tiene asi que:

U, (Hz) = Hria = Hhrya = Hrga = ¥, (Hxs) ,
con lo cual V¥, esta bien definida.

» U, es inyectiva. Si V,(Hz) = ¥,(Hy), entonces Hra = Hya, lo cual implica (za)(ya)™' =
raa 'y ' =xy~t € H, luego Hx = Hy. Con lo cual ¥, es inyectiva.

» U, es suprayectiva. Para todo = € G existe Hra™' € G/pH tal que v,(Hxa™') = Hz. Con lo
cual ¥, es suprayectiva.

Ademas, tiene como inversa a (V,)"! = ¥,-1. Veamos que es un homeomorfismo, para ello, basta

con ver que ella y su inversa son abiertas, pero, por como esta dada la funcién inversa es suficiente con
mostrar que ¥, es abierta.

Consideremos 7 : G — G/pH la funcion canonica y sea U* C G/pH abierto, entonces, por la
Observacion ((1.49)) existe U C G abierto en G tal que U* = w[U]. Se tiene asi que:

xGU}

como U es abierto en G se tiene que Ua también lo es por el Teorema (|1.23]) inciso (1) y, al ser m un
mapeo abierto por la proposicion anterior se sigue que ¥, [U*] es abierta.

Por tanto, ¥, es homeomorfismo, para todo a € G. Si Ha, Hb € G/pH, entonces:
U,-1,(Ha) = H(aa 'b) = Hb.

Se sigue que G/pH es un espacio homogéneo. [ |

El siguiente resultado nos permitiré enunciar mas propiedades del espacio G/pH.

41



1. GrRUPOS TOPOLOGICOS

LEMA 1.52 )
Sean G un grupo topolégico, H un subgrupo de G y U,V € N(eg) en G tales que VV~! C U.
Entonces, si 7 : G — G/pH es la funcion canonica, tenemos que:

V] Cn[U].

Demostracion:

Sea Hx € 7[V], se tiene que w[2V] es un abierto en G/pH (por ser 2V abierto por el Teorema, (1.23)
inciso (1)) el cual contiene a Hzx, luego:

nlzV] N x[V] # 0,

por tanto, existen vy, vy € V tales que:
Hzxzvy = Huo,

lo cual implica que Hx = Huvovy' € H(VV™Y) C HU = #[U]. Se sigue asi que 7[V] C 7[U]. |

TEOREMA 1.53 (G/pH es Regular si H es Cerrado)
Sean GG un grupo topologico y H un subgrupo cerrado de G. Entonces G/pH es un espacio regular,
en particular es Hausdorff.

Demostracion:

Por la Proposiciéon se tiene que G/pH es un espacio homogéneo, y por la Proposicion ((1.47))
al ser H cerrado se sigue que G/pH es un espacio T;. Por lo cual, para probar que es regular basta
con ver que es T3.

Como el espacio G/pH es homogéneo, es suficiente probar que para todo U* C G/pH abierto tal
que H € U* existe V* C G/pH abierto que contiene a H tal que V* C U*.
Sea U* C G/pH abierto tal que H € U*. Como 7 es continua, entonces U = 7! [U*] es un abierto

en G. Como w(eg) = Heg = H € U*, entonces e € U. Por el Lema ([1.22) existe V € N*(e¢) vecindad
abierta y simétrica de eq tal que:

ViCcU
en particular, VV =1 C U. Por el Lema (1.52) se sigue que 7[V] C #[U]. Tomando V* = 7[V] abierto
en G/pH se tiene que V* C U*.

Asi que el espacio G/pH es T, junto con el hecho de que este espacio es Tj, se sigue que G/pH es
regular. [ |

Para terminar de hablar de cocientes, terminaremos hablando del grupo topolégico cociente, pro-
bando primero el siguiente resultado:

TEOREMA 1.54
Sea GG grupo topolégico y N un subgrupo normal de G. Entonces, G/N es grupo topologico.

Demostracion:
Por la Proposicion (|1.47)) se tiene que si B es base de la topologia de GG, entonces B* es base de una
topologia sobre GG/H. Sea 7* la topologia generada por esta base, es decir:

= {u C G/H‘VHx € U existe B € B tal que Hz € B* C u} .
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Afirmamos que la funcion (Hz, Hy) — Hzy ' de G/H x G/H en G/H es continua. En efecto, basta
con probar la continuidad de la funcion con los elementos de la base. Sea By € B tal que Hxy ™! € B}
con ry~! € B;. Como la funcién (x,y) — zy~! de G X G en G es continua, entonces por ser B; abierto
en (G se sigue que existen By, B3 € B con x € By y y € Bjs tales que:

By - By' C By, (1.3)
en particular, Hx € By y Hy € B;. Ademas, para todo by € By y b3 € B3 se cumple que:

(Hby) - (Hb3)™* = Hby - Hb3"
= Hbyby ",

con Hbybs' € B, ya que byby' € By por (1.3)). Asi que:
B;- (By)™' € B,

Por tanto, la funciéon (Hz, Hy) — Hxy ' de G/H x G/H en G/H es continua. Asi que G/H es grupo
topologico por el Lema ([1.4)). [
La segunda parte de la Proposicion ((1.47)) y el Teorema ((1.54) nos dan pie a dar la siguiente definicion.

DEFINICION 1.12 (Grupo Topolégico Cociente)
El espacio topologico G/N construido en el teorema anterior es llamado grupo topolégico co-
ciente de GG entre N o grupo cociente entre G y N, si N es cerrado y normal en G.

La definicion la hacemos de esta manera ya que de forma inmediata se tiene que por si N es
normal, entonces G/N serd un grupo topolégico por el Teorema (1.54)). Ademas, por el Teorema
se tiene que G/N es regular siempre que N sea cerrado en (. Al definir de esta manera el grupo
topologico cociente garantizamos que siempre que /N sea normal el espacio tendra propiedades fuertes
de separabilidad.

En el siguiente teorema hacemos un resumen de las propiedades enunciadas anteriormente:

TEOREMA 1.55 (Propiedades del Grupo Topolégico Cociente)
Sean GG un grupo topolégico y N un subgrupo cerrado y normal de G. Entonces:

(1) G/N con la topologia cociente es un grupo topologico.
(2) La funcion 7 : G — G/N es un homomorfismo continuo y abierto.

(3) El grupo G//N es un espacio T} y, por tanto, regular.

Con todas las herramientas desarrolladas en esta parte podemos ahora establecer teoremas clasicos
de grupos en el contexto de grupos topologicos, como lo es el siguiente resultado:

TEOREMA 1.56 (Primer Teorema de Isomorfismo en Grupos Topologicos)
Sean (7 y G5 dos grupos topoldgicos y sea f : G; — G5 un epimorfismo continuo y abierto con
kernel N = ker (f). Entonces, N es un subgrupo normal y cerrado de G; y el isomorfismo h de
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G1/N en G, dado por:
h(Nz) = f(x), Vze Gy,

es un isomorfismo topologico entre G1/N y Gs.

Demostracion:
Como f es epimorfismo, entonces N es subgrupo normal de GG;. Recordemos que:

N = {x € Gl}f(:v) :eGQ}
= [ le)

como f es continua se sigue que N es cerrado en G; (ya que Gy es regular y, por ende {eg,} C G es
cerrado).

Por el Primer Teorema de Isomorfismos (en Teoria de Grupos) se tiene que la funcion h : G1 /N — Gy

dada por:
h(Nzx) = f(z), Vze Gy,

es un isomorfismo entre GG;/N y Gs. Para probar que es isomorfismo topologico basta con ver que h
es abierta y continua. En efecto:

= h es continua. En efecto, sea V' C (G5 abierto. Veamos que:
V)= [ (14)
Para ello, notemos que se cumple lo siguiente:
frVI= (hom) V] ==~ [n7V]].
Al ser 7 suprayectiva se sigue que:
m[r R V]]] =R V],

con lo cual, de ambas igualdades obtenemos que 7 [f~'[V]] = h™'[V]. Como f es continua,
entonces f~![V] es abierto en G; luego, al ser m un mapeo abierto, se tiene que 7 [f~1[V]] es
abierto en G /N, esto es que h™[V] es abierto en G;/N. Por ende, h es continua.

= h es abierta. En efecto, sea U* C GG;/N abierto en G1/N, entonces por la Observacion ([1.49))
existe U C G abierto tal que 7[U] = U*. Por ende:

h[U*] = h[x[U]] = fIU],
donde el miembro de la izquierda es abierto ya que f es funciéon abierta. Por tanto, h es abierta.

Por los dos incisos anteriores se sigue que h es isomorfismo topolégico. [

Para continuar, daremos un ejemplo de todo lo visto en esta seccion.

DEFINICION 1.13 (Grupo del Circulo)
El grupo del circulo se define como el grupo cociente:

T = R/Z,

donde Z es un subgrupo normal de R.
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OBSERVACION 1.57 (R/Z y $' son Topolégicamente Isomorfos)
Como Z es cerrado en R, entonces podemos hacer de T un grupo topolégico. Un conjunto completo
de representantes es R = [0, 1], es decir:

TZ{T‘FZ‘TGR},

donde 7+ 7Z = [r] es la clase de equivalencia con representante r. Consideremos ahora a la circun-
ferencia unitaria:

5t = {e e Clo e 0,11}

Ya se sabe que $! es grupo con la operacion producto. Ademas, es grupo topologico con la topologia,
la misma que la inducida por la topologia usual de C. Sea f : R — $! tal que x — 2™, Més
adelante se prueba que f es un epimorfismo continuo y abierto. Por tanto, como ker (f) = 7Z, se
sigue que T y $' son topolégicamente isomorfos.

Ademas, dado que 7 : R — T es continua, al ser [0, 1] compacto se sigue que 7[[0,1]] = T
también es compacto.

Demostracion:

Como la operacion (z,y) — zy~' de C\ {0} x C\ {0} en €\ {0} es continua, se sigue que lo es
restringida al subespacio $' x $! también lo es y es tal que es cerrada (alegbraicamente). Por tanto,
por el Lema se tiene que 3! es grupo topolégico.

Veamos que f es epimorfismo continuo y abierto. Ya se sabe que esta funcion es continua, ademas,
es homomorfismo pues:

f(x + y> _ e27ri(2?+y)

_ 627rzac X e27rzy

= f(z)- f(y),
y es epimorfismo, pues para todo z € $* existe 6 € [0, 27| tal que:
z=e".
Tomando = = £ € [0, 1] se sigue que f(z) = z.
Veamos ahora que f es abierta. Para ello, notemos que una familia de bésicos de la topologia de $*
es de la forma:

B]a,b[ = {GQWW S @‘a <z < b} ,

con a,b € R. Por lo cual, si |a,b[C R es un elemento bésico de la topologia usual de R, entonces
f (Ja,b[) = By es abierto, asi que f es abierta. [ |

§1.5 PRODUCTOS DIRECTOS

Sea {G},.; una familia no vacia de grupos. Podemos dotar de estructura de grupo al conjunto

G = [1,¢; Gi definiendo:

(@i)ier - Widier = @ili)ier s YV (@i)ier> Wi)ier € HGz’-

iel
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Si para cada i € I, e¢; € G es el elemento identidad, entonces eg = (e;) ;1 s el elemento identidad de
G, y:

(951')1‘_611 = (xi_l)l'el7
para cada (2;),.; € G.

Si tenemos ahora una familia no vacia de espacios topologicos (X;);es, podemos dotar al producto de
estos espacios X = [[..; X; de una topologia, la llamada topologia producto cuyos elementos béasicos

son de la forma:
v=]]v

el

i€l

donde U; es abiertoen X; y U; = X;, Wi € I.
En este contexto, para cada j € I se define la j-ésima proyeccién natural 7; : [[,.; X; — X;
dada por:

(@i)ier 7 g V(Ti)ses € HXl

iel
Esta funcion es suprayectiva y continua. De forma similar si (y;),.; € [[;c; Xi, para cada j € I podemos
construir la funcion ¢; : X; — [[,; Xi dada por:

(60); = { v sioid

r;, sl 1=

Independientemente de la eleccion de (y;),.; se sigue que g; es una funcién inyectiva continua, para
todo 5 € I.

LEMA 1.58
Sea {X;},.; una familia no vacia de espacios topologicos. Entonces los espacios dotados de la

X; x X; dada por:

son homeomorfos.

Demostracion:
Sea X = []..; X;. Consideremos la funcion ¥ : X x X — []

iel icl
((xi)iel ) (yi)iel) = (fciayz’)iep v(xi)iel ) (yi)iel € X.

Se tiene que V¥ esta bien definida. Ademas, no es dificil ver que es biyeccion. Para ver que es homeo-
morfismo basta con ver que es continua y abierta:

X, x X; basico de la topologia producto, entonces:

Uy = [[(©2)s,

il

= U es continua. Sea U, C [],.;

donde (Us); € X; x X; es abierto para todoi € I 'y (Uy); = X; x X; i € I. Sea J C [ tal que:

(Up); = X x X;, Vje
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y (Us); # X; x X, para todo i € I\ J. Entonces, para todo ¢ € I'\ J existen (Us); 1, (Uz)i2 € X;
abiertos en X; tales que:
(Uz)z’ = (UZ)i,l X (UQ)i,Z-
Para ¢ € J tomemos:
(Us)ir = (U2)i2 = X;.

Se tiene que:

el

((‘Ti)iel , (yl)zel) c X x X (xz;yz) € (Ug)iJ X <U2>Z'72 para todoi el \ J

{

= {((I@)'LEI ) (%)iel) € X x X‘ (Ii’yi)iel © H(UQ)Z}
{
{

((xi)iel , (yi)iel) c X xX T; € (U2)7;71 Y Y € (Ug)i,g para todoi e [ \ J}

— (H(UQ)M> X (H(UQ)Z',Q ;

el el

donde (TT,c;(U2)i1), (ITic;(U2)i2) C X son abiertos en X por la eleccion de los (Us);; con
j = 1,2 y dado que I\ J es finito. Se sigue asi que W' [U,] es abierto y, por ser U, bésico
arbitrario se tiene que V¥ es funcién continua.

U es abierta. Sea U; C X x X un basico de la topologia producto, es decir que:
Uy =U1 x Uy,

donde U, j, son abiertos en X para todo k = 1,2. Por ser abiertos en X se tiene que:
Ui = [ [(U10)s;
iel
siendo (U x); abierto en X; para todo i € I con (Uyy); = X; Mi € I y para todo k = 1,2. Sean

J1, Jo C I tales que:
(Ul,k)j — Xj VJ E Jk,

para todo k = 1,2, y:
(Ul,k)i 7& Xi, Viel \ Jk,

para todo k = 1,2. Se tiene asi que:

<(‘Ti>iel ) (yz')z'ez) € Ul}

((@)ier Wi)ier) € (H(UI’I)Z) g (H(U12)1>}

icl iel

VU] = {\Ij ((xi)iel ) (%’)iel) S HXz‘ x X

icl

= {(xivyi)ie[ € HXz x X;

i€l

= {(xi,y,-)iel € HXZ- x X;|lx; € (Urq1)i v yi € (Ur2); para todo i € [}
iel
= H(Ul,l)z‘ X (U1,2>i7

el
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Como (Uy1); x (Uiz); es abierto para todo ¢ € Iy (Uy1); x (Ui2); = X; x X; para todo
i€ JinNJy C 1y, es diferente de X; x X; paratodoi e I\ (JiNJy) = (I\J)U(I\ J2), al ser
Uiy Uy abiertos en X se tiene que los conjuntos:

I\Jl y I\JQ,

son finitos, luego I\ (J; N J) es finito. Por tanto, el conjunto [[,.,;(U1,1); X (U12); es basico de la
topologia producto del espacio [],.; X; x X, en particular es abierto. Se sigue al ser U; elemento
bésico arbitrario que la funcién ¥ es abierta.

;Podemos dotar al grupo GG de una estructura de grupo topologico? La respuesta la da la siguiente
proposicion:

PrROPOSICION 1.59 (Producto Directo de Grupos Topologicos es Grupo Topoldgico)
Sea {G;},.; una familia de grupos topologicos. Entonces el grupo G = [[,.; G; es grupo topologico
con la topologia producto.

Demostracion:
Hay que probar que la funcion h : G x G — G dada por:

—1
(@icr» Wi)ier) = @icr - Wiliers Y (@)ier Wi)ies € G,
es continua. Para ello, notemos que:

(xi)iel ) (yi);elf = ($i)iel ‘ (yi_l)iel
= (xiyfl)iel’ V(@i)ier» Wi)ier € G,

asi que la funcién h esta dada por:

((@)ier» Widier) = (Iiyi_l)iep V(2i)ier» (Yi)ier € G-

Por el Lema ((1.58) podemos suponer, dado que G x G'y []
hvade ][, .; Gi x G; en G, esto es:

,e1 Gi x G son homeomorfos, que la funcién

el
(i, Yi)ier — (2ay; ier-

Las funciones componentes de h, es decir las funciones h; : Hie G x G — Gy
(74, Yi)ier — xjyj_la V(%‘,%)ie[ € HGz‘ x Gy,

i€l

para todo j € I, son continuas, ya que son la composicion de la j-ésima funcion proyeccion de [ [, G; x
G en Gj x G, y de la funcién (z;,y,) — xjyj_l de G x G; en G}, las cuales son continuas, para todo
J € 1, siendo la ultima continua ya que G es grupo topoldgico. Por tanto, i es continua. Se sigue asi
del Lema (1.4) que [],.; G; es grupo topolégico con la topologia producto. [ |
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DEFINICION 1.14 (Producto Directo de Grupos Topologicos)
Sea {G},.; una familia no vacia de grupos topologicos. El producto directo de la esta familia
de grupos topologicos se obtiene al dotar al grupo:

¢=1]¢:
i€l

de la topologia producto.

TEOREMA 1.60

Sean {G;}, ., una familia no vacia de grupos topologicos y sea N el subconjunto de G = [[,., G;
que consta de todos los x = (z;) ser tales que z; es el elemento identidad de G;, Mi € I. Entonces,
N es un subgrupo normal denso en G.

Demostracion:
Sea

N ={(zi)ie; € G

$i:€i,>v<i€[}.
Ya se sabe que N es subgrupo normal de G. Veamos que es denso. Sea U C G basico de la topologia

producto, entonces:
U=]]v

iel
donde U; es abierto en G;, para todoi € I,y U; = X; Mi € I. Sea J C I tal que:

Ui=X, Yiel\lJ,

U, #X;, Vjeld

Se tiene que J es un conjunto finito, tomemos asi para cada j € J a x; € X; tal que x; € U; y hacemos
7; = ¢; para todo 7 € I\ J. Se tiene asi que = = (z;),.; € IV, pues J es un conjunto finito, ademés:

$i€Ui, \V/iEI,

por lo que z € U. Se sigue asi que N NU # (), por lo cual N es denso en G. [ |

OBSERVACION 1.61 (Suma Directa de Grupos Topologicos)
En el teorema anterior, si G; es abeliano para todo ¢ € I, el grupo [[,.; G; sera también abeliano.
En tal caso denotamos por:

De:

i€l

al subgrupo normal N, el cual lo denominaremos como la Suma Directa de Grupos Topol6-

gicos, es decir:
@Gz = {(mi)ig S HGz‘xz =e;, M1 E I} ,

1€l i€l

el cual es por sf mismo un grupo topoldgico por el teorema anterior, el cual es denso en [, ; G;.
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§1.6 METRIZABILIDAD

DEFINICION 1.15 (Grupo Topologico Metrizable)
Sea (G, -, T) grupo topolégico. Decimos que (G, -, 7) es metrizable si existe una métrica d : G X

G — R tal que la topologia generada por esta métrica 7; sobre G coincide con la topologia T,
esto es que 74 = T.

En esta definicion, R+, denota a los ntimeros en R mayores o iguales a 0.

OBSERVACION 1.62
Para que un grupo topologico (G, -, 7) sea metrizable basta con que el espacio (G, 7) sea metrizable.

Veamos algunos ejemplos de grupos topologicos metrizables:

EJEMPLO 1.63 (R es Metrizable)
El espacio topologico (R, 7,) es metrizable, luego el grupo topologico (R, +,7,) es metrizable.
Si H < R es un subgrupo de R, entonces H es grupo topolégico metrizable, restringiendo la

métrica a H x H. Luego, los grupos topologicos Z y Q son subgrupos topologicos de R que son
metrizables.

Podemos generalizar lo hecho con los subgrupos topologicos de R ahora con cualquier grupo topo-
logico, como lo muestra la siguiente observacion:

OBSERVACION 1.64

Si G es grupo topologico metrizable y H es un subgrupo de G, entonces H es un grupo topolégico
metrizable, restringiendo la métrica sobre G a H x H.

Esta observacion nos permite hacer lo siguiente:

EjEMPLO 1.65 (T es Metrizable)
Consideremos el grupo del circulo:
T =R/Z,

por la Observacion ([1.57)) los grupos topologicos T y $' son topologicamente isomorfos. Se tiene
que (C\0,-,7,) con 7, la topologia usual sobre C es un grupo topolégico el cual es metrizable.
Como C es metrizable dada la métrica d : C x C — R definida como:

d(z1 + iy1, o + iy2) = \/(1'1 = 332)2 + (y1 — y2)%, Vi +iyr, e +iys € C,

al ser $' un subgrupo topologico de C\{0}, entonces $' es metrizable. Luego, al ser topolégicamente
isomorfo a T se sigue que este ltimo también es metrizable.

Para continuar con el estudio de metrizabilidad en grupos topolégicos, primero debemos hablar de
pseudonormas, mismas que nos permitirdn bajo ciertas condiciones, definir una métrica sobre un grupo
topologico.
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DEFINICION 1.16 (Pseudonorma)
Sea GG un grupo. Una pseudonorma en G es una funcion N : G — R que cumple las siguientes
condiciones:

(1) N(z) > 0, para todo = € G.
(2) N(eg) =0, con ez € G la identidad del grupo.
(3) N(z-y=*) < N(z) + N(y), para todo x,y € G.

OBSERVACION 1.66
El inciso (3) de la definicién anterior es equivalente al siguiente:

(4) N(z-y) < N(z)+ N(y) y N(z) = N(z™'), para todo z,y € G.

PROPOSICION 1.67 (Pseudonormas y sus Propiedades)
Sean GG un grupo y N una pseudonorma en G. Entonces:

(1) r- N es una pseudonorma en G, para todo r > 0.
(2) Para cada g € G, la funcién N, en G dada por:
N,(z) = N(gzg™'), VreG
es una pseudonorma en G.

(3) La suma de dos pseudonormas en G es una pseudonorma en G.

(4) Para cualquier funciéon f : G — R acotada, la funcién Ny : G — R dada por:

Ny(z) =sup|f(y-z)— fy)|, Ve el

yeG

es una pseudonorma en G.

Demostracion:
De (1): Sea r > 0. Veamos que r - N es una pseudonorma en G. En efecto:

(a) Six € G entonces N(x) > 0 luego r - N(x) =rN(z) > 0.
(b) Se tiene que N(eg) =0, con lo cual r - N(eg) = 0.
(¢) Siz,y € G, entonces:
reN(z-y™) <r- (N(@) + N(y))
=r-N(z)+r-N(y)

Por los tres incisos anteriores se sigue que r - N es una pseudonorma en G.

De (2): Sea g € G. Veamos que N, es pseudonorma en G. En efecto:

51



1. GrRUPOS TOPOLOGICOS

(a) Siz € G, entonces Ny(z) = N(gzg™') = 0.
(b) Se tiene que N,(eq) = N(gegg™") = N(g99~') = N(eg) = 0.
(c) Siz,y € G, entonces:

Ny(z-y~") = N(gzy 'g™")
= N(gzg ' gy 'g7")
=N (ga:g‘l : (gyg‘l)A)

< N(gzg™) 4+ Nlgyg™")
= Ny(z) + Ny(y).

Por los tres incisos anteriores se sigue que N, es una pseudonorma en G.

De (8): Sean Ny, Ny pseudonormas en . Veamos que Nj + Nj es pseudonorma en G. En efecto:
(a) Siz € G, entonces (Ny + No)(z) = Ny(x) + No(z) > 0.

(b) Se tiene que (N7 + No)(eq) = Ni(eg) + Na(eg) = 0.

(¢) Siz,y € G, entonces:

(N +No)(z-y™) =Ny (z-y") + Ny (z-y7")
< Ni(z) + Ni(y) + Na(z) + Na(y)
= (N1 + No)(z) + (N1 + N2)(y).

Por los tres incisos anteriores se sigue que N; + N, es una pseudonorma en G.

De (4): Sea f : G — R una funcion acotada. Veamos que Ny es pseudonorma. En efecto:

(a) Sea x € G, entonces:

Ny(x) =sup|f(y-z) — f(y)]

yeqG
> 0.

(b) Sea eg € G la identidad del grupo. Entonces:

Ny(eg) = sup |f(y-ea) — f(y)]

= sup |f(y) — f(y)|

yeG

=0.
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(c) Sean x,x2 € G, entonces:

Ny(zq - 23") = sup ‘f(yxlscgl) - f(y)|

= ; [flyarzy") = f(y) + Flawy) = f(2wy)]
==§22\Lf(xly)—-f(yﬂ-+[f(yx1x51)—-f(xlyﬂ\
Séigg\f(rly)—-f(yﬂ-+zgg}f(yx1x51)—-f(xlyﬂ
< sup (@) = f@)| +sup |/ (z23") = (=)

= N(z1) + N(z31).

Por los tres incisos anteriores se sigue que Ny es una pseudonorma en G. [ |

Trabajando con grupos topolégicos, uno esta interesado en las pseudonormas continuas. Debido a
que todo grupo topologico es un espacio homogéneo, se verifica la siguiente proposiciéon. Antes, una
observacion sobre la notacion.

OBSERVACION 1.68 (Notacion Aditiva de Traslaciones de Subconjuntos de R)
Si A C R, entonces, se denota por A + z a la traslacion de A por z, esto es:

A+x={a+x’aeA}§R

PROPOSICION 1.69
Sea G un grupo topolégico y N una pseudonorma. Entonces N es continua si y solo si es continua
en la identidad del grupo.

Demostracion:
Se probara la doble implicacion:

=): Supongamos que N es continua, en particular es continua en eg € G la identidad del grupo.

<): Supongamos que N es continua en la identidad del grupo eq. Sea U C R abierto y z € G tal
que N(x) € U. Debemos probar que existe V' C G abierto tal que:

N(z) € N[V] C U.

Como U — N(x) es un abierto que contiene a la identidad del grupo R (visto como grupo aditivo) por

o

el Teorema ([1.23) inciso (1), pues U es abierto, entonces U — N(z) € N(0). Al ser N continua en eg,
existe un abierto V; € N(eg) tal que:

0e NV}] CU — N(z),
luego:
N(z) e N\Vi]+ N(z) C U, (1.5)

donde:
NI+ N(z) = {N(v) + N(z)

vevl}.
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Por la Observacion ((1.66) se tiene la siguiente contencion:

N[Via] = {N(v : m)‘v c \/1} - {N(v) + N(m)‘v e Vl} — N[Vi] + N(a).

De (|1.5)) se sigue que:

N(z)e N[V]| CU,
donde V' = Vjx es abierto que contiene a x, el cual lo es nuevamente por el teorema antes mencionado
inciso (1).

Por tanto, N es continua en G.

TEOREMA 1.70
Sean G un grupo topolégico, (U,), -, una sucesion decreciente de vecindades abiertas simétricas

de eq tales que:
U, CU,, VneNU{0}.

Entonces, existe una pseudonorma continua N en G tal que:

{x e G|N() < 2%} cU,cC {x e 6|N ) < 2:1 } , (1.6)

para todo n € N.

Demostracion:
Para la prueba, construiremos inductivamente una sucesiéon de vecindades abiertas simétricas de

eq, luego, construiremos una funcién continua a partir de estas vecindades con la que se definira la
pseudonorma continua deseada en G que satisfaga (|1.6)).

» Sea U(1) = Uy vecindad abierta simétrica de eg.

Supongamos que para algin n € N U {0} se han definido vecindades abiertas simétricas de eg,

U(m/2"), donde m = 1,2,...,2". Definimos recursivamente:
U/2") =Upn y U((2m+1)/2"7) = U(m/2") - Upya, (1.7)
para todo m =1,2,...,2" — 1. Adicionalmente, hacemos:

Ulm/2") =G, V¥m > 2"

Aplicando induccion tenemos construida, para cada r = g+, con m € Ny n € NU {0}, una
vecindad abierta de eq, a saber, U(r).

= Afirmamos que:
U(m/2")-U(1/2") S U((m +1)/2"),

para todo m,n € N. En efecto, sean m,n € N, veamos que:
U(m/2")-U(1/2") = U(m/2") - U,.
Se tienen dos casos:
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1.6. METRIZABILIDAD

e Sim = 2k para algtin k € N, entonces:

U(m/2") - U(1/2") = U(k/2"") - U,
_ { U((2k+1)/27) si k<2t -1

G- U, si k>onlo1
[ U(2k+1)/2") si k<2mi—1
1 G si k>omlo1

— U((m +1)/2),

pues, en el segundo caso al tenerse que & > 2"! — 1 entonces, 2k > 2" — 2 por lo que
m+1>2" asi que 2 > 1, luego U((m + 1)/2") = G.

e Sim =2k — 1 para algin k£ € N, entonces:

U(m/2")-U(1/2") = U((2k — 1)/2") - Uy,
ahora, si k = 1, se tiene que:

Ulm/2")-U(1/2") =U(1/2") - U,
=U,- U,
=U?
C Uy
=U(1/2")
=U(2/2")
=U((1+1)/2")
=U((m+1)/2").

Si k > 1, podemos escribir m = 2] + 1, con lo cual:

U(m/2") - U(1/2") = U

(20+1)/2")- U,

(
=U(l/2" YU, U,
CUl/2" Y U,
=U(l/2" " -u@/2"
CU((l+1)/2"h
=U((m+1)/2").
De los dos incisos anteriores se sigue que:
U(m/2")-U(1/2") CU((m+1)/2"), ¥n,m €N, (1.8)
en particular:
Um/2") CU((m+1)/2"), Vn,m &€ N. (1.9)

= Definimos una funcién f : G — R dada por:
f(z) = inf {7‘ > O‘x € U(r) y r es racional 2—édico} , Vred.
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Se tiene que f esta bien definida, pues z € U(2) = G, para todo z € G, y es tal que f > 0. Como
U(2) = G, entonces el valor de f esta acotado por 2. Asi que:

Esta funcién cumple lo siguiente:

(1) f(ec) = 0.

[f(z)] <2, Vzed.

(2) Sir,s son racionales 2-adicos tales que 0 < r < s, entonces U(r) C U(s). En particular, si
x € G es tal que f(x) < s, entonces x € U(s).

En efecto, la parte (1) se cumple de forma inmediata, pues U(r) es vecindad de eg, para todo r
racional 2-adico. Para (2), si r y s son racionales 2-adicos con 0 < r < s, digamos:

po_ 4 _

T Son T %

Tenemos dos casos: si alguno de ellos es mayor que 1, el resultado se tiene de forma inmediata.
Supongamos pues que 0 < r < s < 1, entonces:

r<s <—

—

<~

P4
AL 2n2

2" p 2" q
AL on '
2" p L 2"q

< siendo n = n, + n.
<

si se tiene la igualdad, entonces es inmediato que se tiene la contencion. Si son desiguales, existe

k € N tal que:

2" p+ k= 2"q,

por ([1.9) aplicada k-veces (dado que n > 1), tenemos que:

s

wm:U(

2%p 2mp+1 2" p+ k 2" q
- -~ " Jc...cC - )= =
w)ev () e (F5H) v (5

U(s),

con lo cual U(r) C U(s). Si ahora z € G es tal que f(x) < s, se tiene que:

nf {7‘ > O‘x € U(r) y r es racional 2—édico} < s.

En particular, existe r > 0 racional 2-adico tal que 0 < r < sy para el cual x € U(r). Por lo
probado anteriormente se sigue que z € U(s).

Finalmente, por el inciso (4) de la Proposicion ((1.67) podemos definir una pseudonorma en G

dada por:

N(x) =sup|f(y-z)— f(y)].

= Afirmamos que N satisface 1) En efecto, sean € Ny z € G tal que N(z) <
flx) =1f(z)]

56

yeG

L

5w veamos que:

= |f(eq-z) = f(ea)|
< N(z)
1

<2_n’



1.6. METRIZABILIDAD

luego, por el inciso (2) se sigue que x € U(zin) = U,, y la igualdad es por (1.7)). Por tanto:

{x e G‘N(x) < 2%} c U, (1.10)

Ahora, sea x € U, = U(1/2") con n € N y tomemos y € G arbitrario. Existe k € N tal que:

k—1 k
< —.

Se sigue del inciso (2) que y € U(Q%) Por ende:
y-xeU(k/2")-U(1/2").

También:
y-z e UKk/2")- Ut =Uk/2") - U, = U(k/2™) - U(1/2"),
pues U, = U, !. De (1.8)) sucede que:
y-reU((k+1)/2") v y-2teU((k+1)/2"),

asi que:
k+1

2n

E+1

y fly-eT) < 4

fly-z) <
Con lo cual se tienen las desigualdades:

k+1 k-1 2 1

. — < = — =
k+1 k-1 2 1
) — < — = _— =
f (y x ) f(y> ~ on on on 2n_1

Como la segunda desigualdad es vélida para todo y € G, en particular lo es para y - z (tomando
y € G arbitrario), con lo que tenemos las siguientes desigualdades:

Fy-2) — ) < 5oy
FW)~ f o) < oy
Se sigue entonces que:
Fy-o) ~ )l < g VW EG
Por ende N(z) < 5. Se tiene asf la contencion:
U, C {x e ¢|NG) < in_l } | (1.11)

De ((1.10)) y (1.11)) se sigue que se cumple (|1.6)).
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» Veamos ahora que N es una pseudonorma continua en G. Por la Proposicion ((1.69)) basta probar
que es continua en eq. Sea € > 0, existe n € N tal que:

L <
- £.
2n

Se tiene que para todo = € U, 41 que N(z) < 2%, por lo cual:
IN@) - N(eg)| = IN@)| = Nz) € = <.
Por tanto, N es continua en eg.

Con esto ya tenemos las herramientas necesarias para probar el teorema clasico de metrizabilidad
de grupos topologicos.

TEOREMA 1.71 (Teorema de Birkhoff-Kakutani)
Todo grupo topologico T es metrizable si y solo si posee una base local numerable en la identidad.

Demostracion:
Sea GG un grupo topologico Tj.

=): Supongamos que G es metrizable, entonces posee una base local numerable en todo punto del
grupo, en particular en la identidad.

<): Supongamos que GG posee una base local numerable en la identidad eq, digamos:
u:{mgerNqu.

Por el Lema (1.22) existe una vecindad abierta simétrica V; de eg tal que Vo C Uj. Supongamos
construidas vecindades Vj, ..., V,, de eq tales que:

V2, CVinU, Vielo,n].

Nuevamente, por el Lema (|1.22]) para la vecindad V,, N U,, existe una vecindad abierta simétrica V,, 1
de eg tal que:
V2, CV,NU,.

Aplicando inducciéon tenemos construida la familia V = {Vi € f\f*(eg)’i eNU {O}} de vecindades
abiertas simétricas de eq tales que:

Vi, CVinU;, YieNuU{0}.
Afirmamos que V es una base local de eq. Esto se tiene, pues para todo ¢ € N:
ViCVECUNV, CU;,

siendo U una base local de eg, se sigue que V también lo es. Ademés, por construccion se tiene que V
es una sucesion decreciente de vecindades abiertas simétricas de eg para las cuales:

Vi, CVinU;, Vie NU{0},
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luego, por el Teorema (|1.70]) se tiene que existe una pseudonorma continua N en G tal que:

{wEG‘N(m)<%} v C {xEG‘N(Q:)g } Vi e N. (1.12)

2i—1

Definimos:
d([E,y):N([E'y_l)7 V%?JGG-

Afirmamos que d es una métrica en GG que genera su topologia.
(1) Sean z,y € G, entonces d(x,y) = N(xz -y~ ') > 0, pues N es una funciéon no negativa.

(2) Sean z,y € G, veamos que:

por la Observacion (|1.66]).

(3) Ya se tiene que d(x,z) = 0 para todo z € G, pues al ser N pseudonorma se tiene que d(z,x) =
N(x-27') = N(eg) = 0. Sean ahora z,y € G tales que d(x,y) = 0, esto es que:

N(z-y™ ') =0,

entonces, por (|1.12):
z-y ' eV, Vie NU{0}

Dado que G es un grupo topolégico Ty, se sigue del Corolario ((1.33) que:

ﬂ‘/i:{eG}7

1

asi que, x -y~ = eq, se sigue que T = y.

(4) Sean z,y,z € G, entonces:

(@27 (z-y7h)
-2z )+ N(z-yh)
,2) +d(z,y),

nuevamente, por la Observacion ((1.66]).
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Por los cuatro incisos anteriores se sigue que d es una métrica sobre GG, la cual es continua, ya que es
composicion de funciones continuas.

Veamos que genera la topologia de G. Sea U un abierto no vacio en GG y tomemos z € G. Se tiene
que el conjunto Uz ™! es una vecindad abierta de eg, por ser V base local de eq existe ig € N tal que:

Viy CUz ' = Vo CU.

Afirmamos que:

1 1
By (x,%> = {z € G‘d(x,z) < %} CcU.

1
2t0 7

En efecto, si y € G es tal que d(z,y) < se tiene que:

N(x'y71> < 2707

por (1.12)) y, como d(z,y) = d(y,x), se tiene que y - x~* € V,,, esto es que y € V;;o C U. Con lo que
se tiene la contencién deseada.

Por lo tanto, d es una métrica que genera la topologia de GG. Se sigue asi que G es metrizable.

[ |
Como corolario tenemos el siguiente resultado:
COROLARIO 1.72
Todo grupo topolodgico Ty es metrizable si y solo si es primero numerable.
Demostracion:
Es inmediata del teorema anterior y del hecho que todo grupo topolégico es un espacio homogéneo.
|
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CAPITULO 2

ESPACIOS TOPOLOGICOS

Todos los espacios topologicos a considerar en este capitulo seran 7;. Primero se hablara de funciones
cardinales sobre espacios topologicos, ya que una funciéon cardinal sera usada frecuentemente en el resto
del capitulo y algunos de los que siguen.

Después de ello, se procederéd a hablar sobre filtros e ideales en el contexto de conjuntos para
después aterrizar las ideas desarrolladas a espacios topolégicos. Una vez hecho eso se pasara a hablar
de ultrafiltros, existencia y algunas caracterizaciones.

Luego, se hablara de cofinalidad, un cardinal asociado a un ideal, junto con algunas propiedades del
mismo y su relaciéon con espacios topologicos. Para terminar se hablaré de ortogonalidad y espacios de
Fréchet, obteniendo al final una relaciéon entre ambos.

§2.1 FUNCIONES CARDINALES

El objetivo de las funciones cardinales es aquel de extender conceptos conocidos en topologia general,
como la propiedad de ser primero o segundo numerable. Estas funciones permiten realizar compara-
ciones cuantitativas entre algunas propiedades topologicas.

DEFINICION 2.1 (Funcién Cardinal)
Una funcién cardinal es una funcion tal que a cada espacio topolégico (X, 7) le asigna un niimero

cardinal f(X, 7). Esta asignacion cumple lo siguiente:

» Si (X, 7) es homeomorfo a (Y, o) entonces f(X,7) = f(Y,0).

Para simplificar notacion, en la definicion anterior se escribira f(X) en vez de f(X, 7).

EjeEMPLO 2.1 (Cardinalidad es Funciéon Cardinal)
Sea (X, 7) un espacio topologico. La funcion que a este espacio le asigna su cardinalidad |X| es
una funcién cardinal, ya que siempre que dos espacios sean homeomorfos estos tendran la misma

cardinalidad.

A continuacién, se presentan algunas funciones cardinales que traducen propiedades topologicas del
espacio en términos de cardinales.
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DEFINICION 2.2 (Peso)
Sea (X, 7) un espacio topologico. El peso de (X, 7) se define como:

w(X) = min {\B\ ’B es una base de la topologia de X} :

OBSERVACION 2.2
Como todo conjunto de ordinales es bien ordenado se sigue que siempre que tomemos el minimo de
una familia, el minimo debe estar dentro de la familia. En particular, esto es valido para cardinales,
ya que son ordinales. Esto se estudia mas a fondo en el Capitulo 3. Con lo cual, de la definicion
anterior, si (X, 7) es espacio topologico entonces existe al menos una base B de la topologia de X
tal que w(X) = |B|.

Frecuentemente usaremos en los ejemplos que siguen de esta seccion este procedimiento sin
mencionarlo explicitamente.

EjEMPLO 2.3 (Peso y Segundo Numerabilidad)
Sea (X, T) un espacio topologico. Si el espacio es segundo numerable, entonces posee una base BB
para la topologia 7 a lo sumo numerable, es decir:

w(X) < |B] < Ry.
Reciprocamente, si w(X) < Ny, entonces existe una base B para la topologia 7 tal que:
|B] = w(X) < R,

en particular, B es a lo sumo numerable, es decir que (X, 7) es segundo numerable.

El ejemplo anterior nos dice por qué las funciones cardinales resultan tan importantes y es que ellas
nos ayudan a caracterizar propiedades del espacio en términos de cardinales. El ejemplo anterior nos
dice que el espacio X es segundo numerable si y solo si w(X) < Ny.

DEFINICION 2.3 (Densidad)
Sea (X, 7) espacio topologico. La densidad de (X, 7) se define como:

d(X) = min {|D| ’D es un subconjunto denso en X} :

EJEMPLO 2.4 (Densidad y Separabilidad)
Sea (X, T) espacio topoldgico. Si el espacio es separable entonces posee un subconjunto denso
D C X a lo sumo numerable, por tanto:

d(X) < |D| < Ry,
Reciprocamente, si d(X) < Ng, entonces existe D C X denso tal que:

|D| = d(X) < Ro,
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es decir que D es un subconjunto denso en X a lo sumo numerable, luego X es separable.

Asi que X es separable si y solo si d(X) < N,.
Hasta ahora se ha definido funciones cardinales globales, es decir, que nos dan informacién de todo

el espacio. A continuacion definiremos funciones cardinales que nos dan informacién de propiedades
locales de un espacio.

DEFINICION 2.4 (Caracter)
Sean (X, 7) espacio topologico y p € X. Se define el caracter de (X, 7) en p como:

X(X,p) = min {W! )V es una base local para p en X} ,

y se define el caracter de (X, 7) como:

X(X) = sup {x(p,X)‘p € X}'

OBSERVACION 2.5 (Caracter y Sistema Fundamental de Vecindades)
Sea (X, T) espacio topologico y p € X. Afirmamos que:

X (X, p) = min {|V\ ‘V es un sistema fundamental de vecindades para p en X} : (2.1)
En efecto, toda base local es un sistema fundamental de vecindades, por lo que:
min {|V| ‘V es un sistema fundamental de vecindades para p en X} < x(X,p). (2.2)

Si V es un sistema fundamental de vecindades, entonces tomando los interiores de los elementos
de la familia V obtenemos una base local B para p, por lo cual:

x(X,p) < [B| < V],
es decir que:

X(X,p) < min {\V| ’V es un sistema fundamental de vecindades para p en X } . (2.3)
Por (2.2)) y (2.3]) obtenemos la igualdad ([2.1)).

OBSERVACION 2.6

Sean (X, 7) espacio topologico y p € X. Formalmente, el caracter de X en p no es una funcion
cardinal, ya que estamos tomando como entrada un espacio topologico y un punto del espacio. Sin
embargo, nosotros podemos hacer la misma definicién en un espacio topolégico puntuado, es
decir una terna (X, 7, p) donde (X, 7) es espacio topologico y p € X es un punto del espacio.

EJEMPLO 2.7 (Caracter y Primero Numerabilidad)
Sea (X, 7) un espacio topolégico. Si (X, 7) es primero numerable, entonces, para todo = € X existe
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una base local V, para x en X que es a lo sumo numerable. Por tanto:

X(X,2) < Vo <Ny, Vr€ X,
por lo cual, al tomar supremo respecto a x se sigue que:

X(X) < No.
Reciprocamente, si y(X) < Ry, entonces:
X(X,x) <Ng, VrelX,

luego, para cada x € X existe )V, base local para z en X tal que:

Vel = x(X,2) <Ny, Ve X,

asi que (X, 7) es primero numerable.

Se sigue por lo anterior que un espacio topologico (X, 7) es primero numerable si y solo si

LEMA 2.8
Sea GG grupo topologico. Entonces:

X(G,eq) = x(G, 9)

para todo g € G, siendo e la identidad de GG. En particular, G es primero numerable si y solo si
X(G, eg) < No.

Demostracion:
Sean z,y € G. Tomemos V base local para x en GG. Afirmamos que la familia:

Vo ty = {V:L"ly

vevy,
es base local para y en GG. En efecto, sea U C (G abierto tal que y € U, entonces:
v e Uy 'z,

siendo Uy~ 'z C G abierto por el Teorema ((1.23)) inciso (1), asi que al ser V base local para z en G se
tiene que existe V' € V tal que:

reV CUy ',

luego,
Y= a:x_ly € Vx_ly cUuU,

con Vax~ly € Vo~ 'y, siendo este nuevamente abierto por el teorema mencionado anteriormente. Asf
que Vx 1y es base local para y en G. Ademas, se cumple que:

V| = ‘Vx_ly‘ )
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Sea ahora g € G. Tomando x = e y y = g en lo hecho anteriormente se tiene que si V es base local
para eg en G tal que:

X(G,eq) =V,
entonces, la familia Vg es base local para g en GG, luego:
X(G,g) < Vgl = V] = x(G, eq). (2.4)
De forma anéloga tomando x = g y y = e obtenemos que:
X(G,eq) < x(G,9), (2.5)

por (2.4) y (2.5) se sigue que (G, ec) = x(G, g)-

La ultima parte se sigue del Ejemplo (2.7)) y de la siguiente igualdad:

X(G) = sup {X(G, :c)’x € G} = x(G, eq).

Usando el caracter se verifica rapidamente el siguiente resultado:

TEOREMA 2.9 (Caracterizacion de Metrizabilidad en Grupos Topologicos)
Sea G un grupo topoldgico Ty. Entonces, G' es metrizable si y solo si x(G, eq) < No.

Demostracion:
Por el Teorema de Birkhoff-Kakutani, GG es metrizable si y solo si pose una base local numerable en
la identidad, es decir que:
X(G, €G) < No.

§2.2 FILTROS E IDEALES

En esta secciéon se introducen las ideas de filtros e ideales sobre un conjunto, asi como conceptos
adicionales asociados y algunos ejemplos particulares. Gran parte de los resultados en esta secciéon y
algunas de las siguientes fueron extraidos de [Schll]

DEFINICION 2.5 (Filtro)
Sea X un conjunto no vacio y F una familia no vacia de subconjuntos de X. Decimos que F es
un filtro sobre X, si:

(1) Para todo A, B C X, si A, B € F entonces AN B € F.

(2) Paratodo A,BC X, A€ Fy AC B implica que B € F.
Y decimos que es propio si:
(3) 0 ¢ F.

La propiedad (2) usualmente es denominada propiedad de absorcion.
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En particular, la condicion (1) de la definicién anterior se puede generalizar (usando induccion) a
intersecciones finitas.
OBSERVACION 2.10

Si F es un filtro sobre X en particular es no vacio, luego existe F' C X tal que F' € F. De (2) se
sigue que X € F.

EsEmpPLO 2.11 (Filtro que no es Propio)
Sea X un conjunto no vacio. Entonces la familia P(X) de subconjuntos de X es un filtro sobre X

que no es propio. En efecto, de la definicion es inmediato que cumple (1) y (2), pero no cumple
(3), ya que ) € P(X).

El ejemplo anterior nos dice que hay una diferencia fundamental entre los filtros y filtros propios,
por lo cual es necesario hacer su distincion de antemano. Més adelante se veran mas ejemplos de filtros
sobre conjuntos.

DEFINICION 2.6 (Ideal)

Sea X un conjunto no vacio e Z una familia no vacia de subconjuntos de X. Decimos que Z es un
ideal sobre X, si:

(1) Para todo A,B C X, si A,B € T entonces AUB € Z.

(2) Paratodo A,BC X, BeZy AC B implica que A € Z.
Y decimos que es propio, si:

(3) X ¢ 1.

Al igual que con filtros, la condiciéon (1) de la definicion anterior se puede generalizar a uniones
finitas.

OBSERVACION 2.12

Si Z es un ideal propio sobre X en particular es no vacio, luego existe I C X tal que I € Z. De
(2) se sigue que () € Z.

El siguiente lema nos da una relacion entre filtros e ideales, siendo ambos objetos duales uno del
otro.

LEMA 2.13 (Filtros e Ideales son Objetos Duales)
Sea X un conjunto no vacio. Si F es un filtro (respectivamente, propio) sobre X, entonces:

.P:{X\quf}

es un ideal (respectivamente, propio) sobre X llamado ideal dual de F. Similarmente, si Z es un
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ideal (respectivamente, propio) sobre X, entonces:
T:{X\AA@I}

es un filtro (respectivamente, propio) sobre X llamado filtro dual de Z.

Demostracion:
Sea F un filtro sobre X. Veamos que:

.P:{X\ﬂAeF}

es un ideal sobre X. En efecto al ser F filtro se sigue que F* es una familia no vacia. Se deben verificar
dos condiciones:

(1) Si 11,15 C X son elementos de F*, entonces existen Fy, Fy € F tales que:
IlZX\Fl y Isz\FQ,
por tanto,

LUL=(X\F)U(X\F)
:X\(FlﬂFg),

donde Fy N Fy € F, por ser F filtro. Asi que I; U I, € F*.

(2) Si I, I C X son tales que I; C I, e I, € F*, entonces existe Fy € F tal que:
L =X\ F,
por ende:
Ing\FgéFggX\Il
Al ser F filtro se sigue que X \ I} € F, luego I, = X \ (X' \ [) € F*.

Por los dos incisos anteriores se sigue que F* es un ideal sobre X. Si F es propio, entonces () ¢ F,
luego no puede suceder que X € F*, esto es que F* es un ideal propio.

El inciso (2) es andlogo a lo hecho en el inciso anterior usando ideales. |

En particular, un filtro es propio si y solo si su ideal dual es propio, lo mismo con ideales. Como
corolario a este lema tenemos el siguiente resultado:

COROLARIO 2.14

Sean F e Z un filtro e ideal sobre un conjunto X no vacio, respectivamente. Entonces, F = F** e
=1

Para continuar con las propiedades béasicas de filtros e ideales, algunos resultados tutiles que nos
dicen como construir este tipo de familias en un conjunto son los siguientes:

67



2. Espracios TOPOLOGICOS

PROPOSICION 2.15
Sea f: X — Y una funcién biyectiva con X no vacio.

(a) Si F es un filtro (respectivamente, propio) sobre X, entonces la familia f[F]| dada por:
117 = {fIFI|F € F}

es un filtro (respectivamente, propio) sobre Y.

(b) SiZ es un ideal (respectivamente, propio) sobre X, entonces la familia f[Z] dada por:

sz ={su|rez},

es un ideal (respectivamente, propio) sobre Y.

Demostracion:
De (a): Sea F un filtro sobre X. Probaremos que la familia:

117 = {s1F)|F e F},
es un filtro sobre Y. En efecto:
(1) Sean Ay, Ay € f[F], entonces existen Iy, F;, € F tales que:
A; = fIF)], i=1,2,
al ser f biyeccion se sigue que:

A1 N Ay = fIF] N fF]
:f[FlmFQ]a

donde F} N F; € F, pues F es filtro. Se sigue asi que A; N Ay € f[F].

(2) Sean A € f[F]y B CY tal que A C B. Como A € f[F], entonces existe F' € F tal que
A = f[F], por lo cual:
fIF] € B,

lo cual implica que F' C f~![B]. Dado que F es filtro, se tiene que f~![B] € F, asi que B =
FUB] € fIF]-

Por los dos incisos anteriores se sigue que f[F] es filtro sobre Y.

Si F es propio, entonces no puede suceder que f[F] no sea propio, ya que en caso contrario se tendria
que existiria F' € F tal que:

0= f[F].

Al ser f biyeccion y Y no vacio (por ser X no vacio) debe suceder que F' = (), es decir que F no es
propio, lo cual es una contradiccion#.. Por tanto, f[F] es propio.
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De (b): Sea Z un ideal sobre X, entonces Z* es un filtro sobre X por el Lema (2.13)), luego, por el
inciso anterior f [Z*] es un filtro sobre Y, con lo que f[Z*]* es un ideal sobre Y. Afirmamos que:

fiZl =1z
En efecto:

» Sea A € f[Z], entonces existe [ € T tal que A = f[I], luego Y\ A=Y\ f[I] = f[X \ I] (por ser
f biyectiva), con X \ I € Z*, asi que:

Y\ Ae fI7],

lo cual implica que:

Ae T
» Sea B € f[Z*]*, entonces existe F' € Z* tal que:
B =Y\ f[F] = fIX\F],
como F € T* entonces X \ F' € Z, por lo cual B € f[Z].

De los dos incisos anteriores se sigue la igualdad. Por tanto, f[Z] es un ideal sobre Y, el cual ademas
serd propio si Z es propio por el lema mencionado anteriormente. [ |

PROPOSICION 2.16
Sean JFi y F filtros sobre un conjunto no vacio X. Entonces:

Demostracion:
Se tiene que:

FI1CF <= F ek, VFekh
— X\ eF, VFeFR
— LeF, V6LelF
— F; CF;.

DEFINICION 2.7 (Familia de Subconjuntos Finitos)
Sea X un conjunto no vacio. Se denotara por Fin (X) a la familia de todos los subconjuntos finitos

de X.

ProPOSICION 2.17 (Ideal Fin (X))
Sea X un conjunto no vacio. Entonces, Fin (X) es un ideal sobre X el cual es propio si X es un

conjunto infinito.
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Demostracion:
Veamos que Fin (X) es un ideal sobre X, para ello debemos verificar dos condiciones:

(1) Sean A, B € Fin (X), entonces ambos conjuntos son finitos, luego A U B es un conjunto finito,
asi que AU B € Fin (X).

(2) Sean A,B C X con A C B tales que B € Fin(X), entonces B es finito, luego, como A esta
contenido en B se tiene que A también es finito, es decir que A € Fin (X).

Por los dos incisos anteriores se sigue que Fin (X) es un ideal sobre X.
Si X es infinito, entonces X ¢ Fin (X), por lo que Fin (X) es ideal propio. [

El ideal de la proposicion anterior nos ayudard mas adelante para caracterizar los ideales de la
siguiente definicion.

OBSERVACION 2.18
En ocasiones Fin (X) es llamado ideal de Fréchet sobre X.

DEFINICION 2.8 (Filtros e Ideales Libres)
Sea X un conjunto no vacio. Un filtro F sobre X es llamado libre, si

(F=0.

Ademaés, un ideal Z sobre X es libre si:

Uz=x

LEMA 2.19
Sea f : X — Y una biyeccion entre los conjuntos X y Y, con X no vacio. Si Z es un ideal libre
sobre X, entonces el ideal sobre Y:

s ={sufrez},

es libre.

Demostracion:
Sea Z un ideal libre sobre X. Por la Proposicion (2.15)) inciso (2) se tiene que la familia de subcon-
juntos de Y:

i ={rmn|r ez},
es un ideal sobre Y. Se tiene que:

sz == [U f] -1 |Uz] = rix1 =

IeT IeT

con lo que f[Z] es ideal libre sobre Y. |

70



2.2. FILTROS E IDEALES

OBSERVACION 2.20
De la definicién anterior se tiene que un filtro F es libre si y solo si F* es ideal libre.

EjEmpPLO 2.21 (Filtro Dual de Fin (X))
Sea X un conjunto no vacio. Consideremos la familia:

HMXYZ{X\QAGHMXﬁ

= {X \ A‘A es subconjunto finito de X} :

Como Fin (X)) es un ideal sobre X, entonces Fin (X)* es un filtro sobre X por el Lema (2.13). Dado
que Fin (X) libre, pues:

X =J =} c|Fin(X) C X,

rzeX

se sigue de la observacion anterior que Fin (X)" debe ser un filtro libre.

DEFINICION 2.9 (Filtro de Fréchet)
El filtro Fin (X)* del ejemplo anterior se denota por CoFin (X) y es llamado filtro de Fréchet
sobre X.

PROPOSICION 2.22 (Caracterizacion Filtros Libres)
Sea X un conjunto no vacio y F un filtro sobre X. Las siguientes son equivalentes:

(1) F es un filtro libre.
(2) CoFin(X) C F.

Demostracion:
(1) = (2): Supongamos que F es un filtro libre. Sea x € X. Como:

F=0,

entonces existe F, € F tal que x ¢ F,, luego F, C X \ {z}. Por ser F filtro se sigue que X \ {z} € F.

Sea ahora X \ A € CoFin(X), es decir que A C X es finito. Podemos escribir A = {x1, 9, ..., 2,},
con lo cual:

X\A= X \{z )N 0 (X \{zn}),
donde la interseccion es finita y todos los elementos de la derecha estan en F por lo probado al inicio,
luego, X \ A € F por ser F filtro. Se sigue asi que CoFin (X) C F.

(2) = (1): Supongamos que CoFin (X) C F, entonces:
()F <) CoFin (X).

Afirmamos que [ CoFin (X) = 0. En efecto, sea © € X, entonces X \ {z} € CoFin(X), luego = ¢
X \ {z}, por lo cual:

x ¢ () CoFin (X)),
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al ser x arbitrario se sigue que [ CoFin (X) = (). Luego F es filtro libre. |

En pocas palabras, la proposicion anterior nos dice dos cosas; primero, que CoFin (X) es el filtro
libre més pequeno sobre un conjunto X; segundo, cualquier otro filtro libre sobre X debe tener como
subfamilia a CoFin (X).

Esta misma proposicion podemos trasladarla al contexto de ideales:

COROLARIO 2.23
Sea X un conjunto no vacio y Z un ideal sobre X. Los siguientes son equivalentes:

(1) T es ideal libre.
(2) Fin(X) C Z.

Demostracion:
Es inmediata de las Proposiciones ([2.22)), (2.16)) y de la Observacion ([2.20)). [

Estos resultados nos dicen que siempre existen filtros e ideales libres sobre cualquier conjunto. Mas
aun, si X fuera un conjunto infinito, obtendriamos la existencia de filtros e ideales propios libres sobre
este conjunto como consecuencia de la Proposicion (2.17)).

Ahora hablaremos un poco sobre de filtros e ideales en el contexto de espacios topologicos.

PROPOSICION 2.24 (Filtro de Vecindades sobre un Punto)
Sean (X, 7) espacio topologico y € X. La familia:

Fp = {V C X‘V es vecindad de x} ,

es un filtro propio sobre X llamado filtro de vecindades en el punto z.

Demostracion:
Veamos que F, es filtro propio. En efecto:

(1) Sean A, B C X tales que A, B € F,, entonces A y B son vecindades de x, luego A N B es
vecindad de x. Asi que ANB € F,.

(2) Sean A, B C X tales que A € F, y A C B. Como A es vecindad de z, existe un abierto U € 7
no vacio tal que:

xrelUCA,

luego,
xeUCB.

Asi que B es vecindad de x, es decir que B € F,.

(3) Se tiene que ) ¢ F,, ya que () no es vecindad de z.

Por los incisos anteriores F, es un filtro propio sobre X. [ |

DEFINICION 2.10 (Ideal de Conjuntos que no se Acumulan en un Punto)
Sean (X, T) espacio topolégico y x € X. Se denota por Z, al ideal dual propio del filtro propio F,
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sobre X, dado por:
Zf;H:{X\ﬂAeﬁJ.

Este ideal es llamado ideal de conjuntos que no se acumulan en .
Por el Lema (2.13)) se tiene que Z, es un ideal sobre X. Este ideal nos servird mas adelante para

caracterizar los espacios de Fréchet. Resulta que podemos caracterizar los elementos de Z,, como lo
muestra la siguiente proposicion:

PROPOSICION 2.25
Sea (X, 7) espacio topologico y = € X. Entonces:

@:{Agxpgz}

Demostracion:
Veamos la doble contencién:

» Sea [ € Z,, entonces existe V' € F, tal que [ = X \ V. Tenemos que:
IT=X\V=X\V,
dado que V' es vecindad de x, entonces x € ‘O/, luego x ¢ 1.

» Sea [ € {A C X’x ¢ Z}, entonces = ¢ I, por lo cual existe un abierto U C X tal que z € U y

UNI={. Por ende, X \ I es una vecindad de =, pues z € U C X \ I, asi que X \ I € F,. Se
sigue entonces que I = X \ (X \ I) € Z,.

Por los dos incisos anteriores se sigue la igualdad. |

Ahora hablaremos sobre las intersecciones de filtros e ideales sobre un conjunto.

LEMA 2.26 (Interseccidon de Familias de Filtros/Ideales)
Sea X conjunto no vacio:

(1) SiF = {.7-" ‘.7—" es filtro sobre X } es no vacia, entonces la familia de subconjuntos de X dada

por:
7

FeF
es un filtro sobre X.

(2) SiJ = {I )I es ideal sobre X } es no vacia, entonces la familia de subconjuntos de X dada

por:
ik

Zed

es un ideal sobre X.
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Demostracion:
De (1): Sea:

Fo=[)F

FeF

Veamos que Fy es filtro sobre X:

(a) Si A, B € Fy, entonces A, B € F, para todo F € F. Como F es filtro, se sigue que AN B € F,
para todo F € F, por lo cual AN B € Fy.

(b) Sean A, B C X tales que A C B con A € Fy, luego A € Fy A C B, para todo F € F. Como F
es filtro, se sigue que B € F, para todo F € JF, por lo cual B € F.

De los dos incisos anteriores se sigue que JFy es un filtro sobre X.
De (2): Es analogo a lo hecho en (1). [

El lema anterior nos permite hacer la siguiente definicion, la cual nos dice de qué forma podemos
generar filtros e ideales dada una familia de subconjuntos de un conjunto:

DEFINICION 2.11 (Filtro e Ideal Generado por una Familia de Conjuntos)
Sean X conjunto no vacio y S C P (X). Se definen el filtro e ideal generado por la familia S
como sigue:

(1) Filtro generado por S:

donde Fg es la familia de todos los filtros sobre X que contienen a la familia S.

(2) Ideal generado por S:

donde Js es la familia de todos los ideales sobre X que contienen a la familia S.

Estas definiciones las podemos hacer, pues Fs y Js son no vacias, ya que contienen a P (X). En el
caso en que S = (), tenemos que F(S) = {X} y Z(S) = {0}, por las Observaciones (2.10)) y ([2.12).

Resulta que, dada una familia de subconjuntos de un conjunto, podemos caracterizar quien seran el
filtro e ideal generado por dicha familia, como lo muestra la siguiente proposicién:

PROPOSICION 2.27 (Caracterizacion Filtro e Ideal Generado por una Familia)
Sean X conjunto no vacio y S C P (X). Entonces:

F(S) = {F - X’existe S’ C S finito tal que ﬂS' C F} , (2.6)

Z(S) = {I C X‘existe S’ C S finito tal que I C US’} ) (2.7)
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Demostracion:
Haremos la prueba por partes:

= Sea:
Fs = {F C X‘existe S’ C & finito tal que ﬂS’ C F} .

Veamos primero que Fs es un filtro sobre X:
(1) Sean Fi, F; € Fg, entonces existen 87, S5 C S finitos tales que:
(\SiCF, vYi=12

por lo cual:

s = (ﬂS{) N (ﬂs;) C FNE,

donde &' = §] US) C S es finito, por tanto Fy N Fy € Fs.

(2) Sean A, B C X tales que A C By A € Fg, entonces existe S’ C S finito tal que:

S <A,

por lo cual, S’ C B, asi que B € Fgs.

De los dos incisos anteriores se sigue que Fs es un filtro sobre X. Por definicion, este filtro
contiene a la familia S, asi que por minimalidad F(S) C Fs. Si ahora F' € Fg, entonces existe

S’ C S finito tal que:
s cF,

como F(8S) es el filtro méas pequeno que contiene a la familia S, entonces &' C F(S), como es
filtro, es cerrado bajo intersecciones finitas, luego (S’ € F(S) y, por propiedad de absorcion, se

tiene que F' € F(S). Se sigue asi que Fs C F(S).
Por tanto, F(S) = Fs, de donde se sigue (2.6).

= Sea:
Is = {] C X’existe S’ C S finito tal que I C US’} )

Veamos primero que Zs es un ideal sobre X:
(1) Sean Iy, I € Ts, entonces existen S7, S5 C S finitos tales que:
ncljs, vi=12

por lo cual:

nunclJs=(Us)u(Us).

donde &' = §] U S, C S es finito, por tanto I U I € Zs.

(2) Sean A, B C X tales que A C By B € Zs, entonces existe S’ C S finito tal que:

Bc(S,

por lo cual A C (&', asi que A € Zs.
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De los dos incisos anteriores se sigue que Zs es ideal sobre X. Por definicion, este ideal contiene
a la familia S, asi que por minimalidad Z(S) C Zs. Si ahora I € Zg, entonces existe S’ C S finito

tal que:
rclys.

como Z(S) es el ideal mas pequeno que contiene a la familia S, entonces S C Z(S), como es
ideal es cerrado bajo uniones finitas, luego | JS’ € Z(S) y por ser ideal se tiene que I € Z(S). Se
sigue asi que Zs C Z(S)

Por tanto, Z(S) = Zs, de donde se sigue (12.7)).

OBSERVACION 2.28 (Unién e Interseccion de Familia Vacia)
Sea X un conjunto y S C P (X). En este texto convendremos en que:

Us=0 vy Ns=x,

en caso de que S = 0.

§2.3 ULTRAFILTROS

En esta seccion hablaremos un poco sobre ultrafiltros, su existencia y algunas caracterizaciones de
los mismos.

DEFINICION 2.12 (Ultrafiltro)
Sea X un conjunto no vacio. Un filtro propio U sobre X es un ultrafiltro si para todo filtro propio
F se tiene que Y C F implica que F =U.

La definicion se tiene que dar en el contexto de filtros propios, ya que por el Ejemplo (2.11]) para
todo conjunto X, la familia P(X) es un filtro sobre X el cual cumple que:

P(X)CF=F=PX),

para todo filtro F sobre X. De esta forma, en la definicion de ultrafiltro estamos descartando la
posibilidad de hablar de P(X) por no ser filtro propio.

Antes de hablar de la existencia de ultrafiltros, hablaremos de algunas de sus propiedades.

LEMA 2.29
Sean X un conjunto no vacio y F un filtro propio sobre X. Si A C X es tal que AN F # (), para
todo F' € F, entonces la familia:

F':{BQX‘ existeFeFtalqueFﬂAgB},

es un filtro propio sobre X.
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Demostracion:
Se tiene que F' es no vacia por ser F filtro propio sobre X. Debemos verificar tres condiciones:

(1) Sean By, By € F', entonces existen Fy, Fy € F tales que:
FlﬂAgBl y FQHAQBQ,
luego,

(FINEF)NA=(FiNA)N(FKNA)
g BlﬂB27

donde Fy N F, € F. Se sigue asi que By N By € F'.

(2) Sean B,C C X tales que B C C'y B € F', entonces existe F' € F tal que FNA C B, en
particular N A C C, lo cual implica que C € F'.

(3) 0 ¢ F', ya que en caso contrario se tendria que existirfa Fy € F tal que AN Fy C 0, lo cual
implica que AN Fy = (), cosa que contradice la eleccion de A#.. Por tanto, ) ¢ F'.

Por los tres incisos anteriores, se sigue que F’ es un filtro propio sobre X. [

PROPOSICION 2.30 (Caracterizacion Ultrafiltros)
Sean X un conjunto no vacio y F un filtro propio sobre X. Entonces, F es un ultrafiltro si y solo
si para todo conjunto A C X se tiene una y solo una de las dos pertenencias: A € F 6 X \ A € F.

Demostracion:
Probaremos la doble implicacion:

=) : Supongamos que F es ultrafiltro. Se tienen dos casos:

» Si para todo F' € F se cumple que F'N A # (), entonces, del lema anterior se tiene que la familia:
]:':{BQX’ existeFE}"talqueFﬂAgB},

es un filtro propio sobre X. Si F' € F, entonces, dado que F'N A C F', se sigue por el hecho de
que AN F € F' y por absorciéon, que F € F', esto es que F C F'. Dado que F es ultrafiltro,
debe tenerse que F = F’, en particular A € F, pues AN X C A, con X € F.

» Supongamos que A N Fy = () para algun F, € F. Se tiene que:
F0ﬁ<X\A) :Fg,

esto es que Fy C X \ A. Como F ultrafiltro, en particular es filtro, se sigue asi por absorcion que
X\AeF.

Al ser F filtro propio, no puede suceder que A € Fy X \ A € F, ya que en tal caso sucederia que
() € F#.. Por tanto, de los dos incisos anteriores se tiene el resultado.

<) : Supongamos que para todo conjunto A C X se tiene una y solo una de las dos pertenencias:
Ae FoX\Ae€F. Sea@ un filtro propio sobre X tal que F C G. Si G € G, como G C X se tiene
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que solo hay una de las dos pertenencias: G € F 6 X \ G € F. No puede suceder que X \ G € F,
ya que como F C G se seguirfa que G € Gy X \G € Gporlocual ) =GN (X \G) € G, lo cual
contradice el hecho de que G es filtro propio#..

Por tanto, G € F, se sigue asi que G C F. De ambas contenciones tenemos que F = G, es decir que
F es ultrafiltro. ]

Finalmente, para terminar esta seccidén, mostraremos la existencia de los ultrafiltros. Este teorema
servird mas adelante en el Capitulo [3]

TEOREMA 2.31 (Existencia Ultrafiltros)

Sean X un conjunto no vacio y F un filtro propio sobre X. Entonces, existe un ultrafiltro ¢ tal
que F CU.

Demostracion:
Consideremos la familia:

§= {Q - P(X))Q es un filtro propio sobre X tal que F C Q} ,

esta familia es no vacia, ya que F € G. Ademas, esta familia estd parcialmente ordenada por C. Sea
C una cadena, es decir que es un conjunto totalmente ordenado por la relacion C. Veamos que C esta
acotada superiormente. En efecto, tomemos:

g=|Jc

cec

Afirmamos que G es un filtro propio sobre X tal que F C G:
(1) Sean A, B € G, entonces existen C;,Cy € C tales que:
AelC y BeC.

Como € es una cadena, sin pérdida de generalidad podemos suponer que C; C Co, luego A, B € Cs.
Por ser este un filtro se sigue que AN B € Cy, lo cual implica que AN B € G.

(2) Sean A, B C X talesque A€ Gy AC B. Como A € G, existe C € C tal que A € C, luego, al ser
C filtro se sigue que B € C, lo cual implica que B € G.

(3) Si 0 € G, entonces existiria C € € tal que () € C, lo cual contradiria el hecho de que C es un filtro
propio sobre X#.. Por tanto, ) ¢ G.

Por los tres incisos anteriores se tiene que G es un filtro propio sobre X. Ademés, este contiene a F,
ya que todos los elementos de € lo contienen. Dado que C esté acotada superiormente por G, por el
Lema de Zorn, se tiene que G posee elementos maximales, digamos U.

Se tiene que U es un elemento de G, por lo que es un filtro propio sobre X que contiene a F, que
ademas cumple al ser elemento maximal que si G es un filtro sobre X que contiene a F, se tiene que:

UCG=U=G.

Por ende, U es un ultrafiltro que contiene a F. [ |

§2.4 COFINALIDAD
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DEFINICION 2.13 (Cofinalidad)
Sean X un conjunto no vacio e Z un ideal sobre X. Se define la cofinalidad de Z como:

cof (Z) = min {|j | ‘j C 7 tal que todo miembro de Z esta contenido en un miembro de J } ;

Todo miembro de la familia sobre la que se toma el minimo es llamada familia cofinal en 7.

Se tiene de forma inmediata que Z es una familia cofinal en Z, por lo que la cofinalidad de Z esta
bien definida.

EjeEmMPLO 2.32 (Cofinalidad de Fin (X))
Sea X un conjunto no vacio finito y consideremos el ideal Fin (X'). Entonces, cof (Fin (X)) = 1.

En efecto, como X € Fin(X), se tiene que una familia cofinal en Fin (X) es {X}, ya que
{X} C Fin(X) (pues X es finito) y, para todo I € Fin(X) se cumple que I C X. Por tanto,
cof (Fin (X)) = 1.

El caso en que X sea infinito es més complicado, con resultados de los Capitulos [3] y [4] no es
muy dificil probar que cof (Fin (X)) = | X|.

LEMA 2.33
Sea f: X — Y una funciéon biyectiva entre dos conjuntos X y Y con X no vacio. Si Z es un ideal
sobre X, entonces:

cof (Z) = cof (f[Z]) .

Demostracion:
Sea Z un ideal sobre X. Por la Proposicion ([2.15)) inciso (2) se tiene que f[Z] es un ideal sobre Y. Para
probar la igualdad de ambas cofinalidades, probaremos que cof (f[Z]) < cof (Z) y cof (Z) < cof (f[Z]):

» Sea J una familia cofinal en Z tal que cof (Z) = |J|. Afirmamos que la familia:

171 ={sn|re 7},
es cofinal en f[Z]. En efecto, sea f[I] € f[Z], entonces existe J € J tal que:
IcJ

por lo que f[I] C f[J] por ser f funcion. Se sigue asi que f[J] es familia cofinal en f[Z], por lo
cual:

cof (f(Z)) < [f1T]| = |T| = cof (T), (2.8)

donde la primera igualdad se tiene por ser f biyeccion.

» Sea J' una familia cofinal en f[Z] tal que cof (f[Z]) = |J’|. Afirmamos que la familia:

= {7

JeJ /} ,
es cofinal en Z. En efecto, sea I € Z, entonces como J' es cofinal en f[Z], existe J' € J' tal que:

e s,
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por lo cual I C f~1[J'] por ser f biyeccion. Se sigue asi que f~1[J’] es familia cofinal en Z, con
lo que:

cof (Z) < [f7HT']| = 1T = cof (IZ]). (2.9)

De las desigualdades (2.8) y (2.9) se sigue el resultado. [

Resulta que en espacios topologicos existe una relacion estrecha entre la cofinalidad del ideal Z,

y x(X,x), siendo (X, 7) espacio topologico y x € X, como lo muestra el siguiente resultado. Este
teorema, al igual que el lema anterior, resultaran extremadamente importantes en el Capitulo [4]

TEOREMA 2.34
Sean (X, 7) espacio topologico y € X. Entonces cof (Z,) = x(X, z).

Demostracion:
Recordemos que por la Proposicion ([2.25)) se tiene que:

@:{Agxp¢2}

X(X,z) = min {|V| ‘V es sistema fundamental de vecindades para a:} :

por la Observacion (2.5)). Veamos la igualdad:
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» Sea J una familia cofinal en Z tal que cof (Z,) = |J|. Consideremos la familia:

]—":{X\J‘JGJ}.

Afirmamos que F es un sistema fundamental de vecindades para x. En efecto, es tiene que
F C F., yaque J C 7, siendo F, el filtro de vecindades en el punto x. Sea U C X una
vecindad de x, entonces X \ U € Z,. Por ser J una familia cofinal, se sigue que existe J € J tal
que:

X\UCJ,

lo cual implica que X \ J C U. En particular, J € Z,, por lo que X \ J € F,, es decir que
X \ J es una vecindad de x. Asi que F es un sistema fundamental de vecindades para z, luego
X(X,z) < |F| = |T| = cof (Zo).

Sea V un sistema fundamental de vecindades para z tal que x(X,z) = |V|. Tomemos:
C— {X\V’VGV}.

Afirmamos que C es una familia cofinal en Z,. En efecto, veamos primero que C C Z,.

Sea C' € C, entonces existe V € V tal que C' = X \ V. Como V es un sistema fundamental de
vecindades para x se sigue que V es vecindad de x, luego = ¢ X\ V = X\ V = C. Asi que
Cel,.

Sea ahora I € Z,, entonces X \ I € F, es una vecindad de z, por lo que al ser V un sistema
fundamental de vecindades para z, existe V € V tal que V' C X \ I, esto es que I C X \ V con
X \V € C. Se sigue entonces que C es familia cofinal en Z,. Por ende cof (Z,) < |C| = |V| =

X(X, ).
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Por los dos incisos anteriores se sigue que cof (Z,) = x (X, x). [

§2.5 ORTOGONALIDAD

Introduciremos un concepto que nos permitiré caracterizar los espacios de Fréchet, mismos que se
veran en la siguiente seccion.

DEFINICION 2.14 (Familia Ortogonal)
Sea A una familia de subconjuntos de un conjunto X. Definimos A"+ como la coleccién de todos
los subconjuntos de X que tienen interseccion finita con todos los elementos de A, esto es:

AL:{BQX‘|AHB|<OO, VAeA}.

Denotaremos por A*+ a la familia (AL)L, y At = (ALL)l.

PROPOSICION 2.35
Sea X un conjunto y A una familia de subconjuntos de X. Entonces:

(a) AC AL,
(b) AL = ALLL

Demostracion:
De (a): Sea A € A, entonces para todo B € A*:

AN B|=|BnA| < o,

de la definicion de A+ se sigue que A € A+, Por tanto, A C A+,

De (b): Ya se tiene una contencién por el inciso anterior, veamos la otra. Sea A € A+ esto es:
|ANB| <00, VBec A,

En particular:
I ANB| < o0, VBEA,

pues, del inciso anterior se tiene que A C A**. Por tanto, A € A*. Se tiene asi que A+ C AL, 1o
cual implica por la contencién inicial que A+ = A+ [ |

Una propiedad importante de la familia ortogonal es que si nuestra familia sobre la que tomamos la
familia ortogonal es un ideal, entonces la familia ortogonal sigue siendo un ideal:

PROPOSICION 2.36
Sea X un conjunto no vacio. Si Z es un ideal sobre X, entonces Z es ideal sobre X.
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Demostracion:
Sea Z un ideal sobre X. Veamos que Z+ es ideal sobre X.

(1) Sean A, B € T+, entonces: |[ANI| < ooy |[BNI| < oo para todo I € Z, luego:
(AuB)NI| < |ANI|+|BNI| <0, VIeET,
por tanto, AU B € 7.
(2) Sean A, B C X tales que A C By B € T+, entonces:
IBNI|<oo, VIET,
al tenerse que A C B, se sigue que:
|ANI| <oo, VIET,
es decir, A € T+.

Por los incisos anteriores se sigue que Z+ es un ideal sobre X. [ |

§2.6 ESPACIOS DE FRECHET

Parte fundamental para enunciar el problema de Malykhin son los espacios de Fréchet, cuyas pro-
piedades principales se mencionan en esta seccion. Antes de darlas, es necesario hablar un poco sobre
sucesiones y convergencia de sucesiones en un espacio topologico.

DEFINICION 2.15 (Sucesiones Convergentes)
Sea (X, 7) un espacio topologico. Decimos que una sucesion (x,) -, de elementos en X converge
ax € X oquex € X es limite de la sucesion si para toda vecindad V' de x existe N € N tal
que:

n=>N=uz, V.

EJEMPLO 2.37
Si X ={a,b,c} y 7 ={0,{a,b,c}}, entonces cualquier sucesion converge a los tres elementos del
espacio: a, by c.

En general, trabajando con sucesiones en espacios topologicos, no es necesario que el limite de
una sucesion sea unico.

DEFINICION 2.16 (Espacio de Fréchet)

Sea (X, 7) un espacio topologico. Decimos que (X, 7) es de Fréchet-Urysohn (también llamado
simplemente Fréchet) si para cada A C X se cumple que para todo 2 € A existe una sucesién de
elementos de A que converge a .

Resulta que todo espacio topolégico primero numerable es Fréchet, como lo muestra la siguiente
proposicion:
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PROPOSICION 2.38 (Primero Numerable implica Fréchet)
Sea (X, 7) un espacio topologico primero numerable, entonces (X, 7) es de Fréchet.

Demostracion:

Sea A C X no vacio y z € A. Debemos probar que existe una sucesiéon de elementos en A que
converge a x. Como el espacio (X, 7) es primero numerable, existe una base local para = que es a lo
sumo numerable, digamos:

B, — {Bm‘m e N}

donde B,, € T es un abierto que contiene a x, para todo m € N. Se tienen dos casos:

(a) x € A, en cuyo caso podemos tomar la sucesion (z,,),, tal que z,, = = para todo n € N, la cual
converge a .

(b) x ¢ A, al ser By un abierto que contiene a x y como x € A, existe 2; € X tal que:
1 € AN B;.
Supongamos elegidos x1,...,z, € X tales que:
e AN(BiN---NBy), Vie[l,n].

Como B;N---N B, N B, es un abierto que contiene a x y x € A, entonces existe Tni1 € X tal
que:
Tn+1 EAﬂ(BlﬂﬂBnﬂBnH)

Aplicando induccion tenemos construida una sucesion (z,,) -, de elementos de A tal que:
T, € AN(B1N---NB,), VneN.

Afirmamos que esta sucesion converge a x. En efecto, sea U € 7 tal que z € U. Como B, es una
base local numerable para x, existe N € N tal que:

r € By CU.
Se tiene que sin > N:
r, € AN(BiN---NByN---NB,) CBy CU,
por tanto, z, € U para todo n > N. Se sigue que (xn)zozl es una sucesion que converge a .

Por los dos incisos anteriores, se sigue que (X, 7) es un espacio de Fréchet. [ |

Esta proposicion nos proporciona varios espacios de Frechét, como lo es (R",7,), todo espacio
topologico discreto y todo espacio métrico. En el siguiente capitulo se presentaré un espacio de Fréchet
que no es primero numerable.

Para continuar con el estudio de los espacios de Fréchet, veamos algunas propiedades de los mismos:
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PROPOSICION 2.39 (Propiedad Fréchet es Hereditaria)
La propiedad de ser espacio de Fréchet es hereditaria.

Demostracion:
Sea (X, 7) un espacio topoléogico de Fréchet y Y C X. Veamos que (Y, 7y) es de Fréchet. En efecto,

consideremos Z C Y no vacio y « € Z". Como:
7' =7ZnYy

en particular, z € Z luego existe una sucesion (z,)°~, en Z C'Y que converge a .
Por tanto, (Y, 7y) es de Fréchet. [

PRrROPOSICION 2.40 (Propiedad Fréchet es Topoldgica)
Sean (Xi,7) y (Xa,7) dos espacios topologicos y f : X; — X5 un homeomorfismo entre ambos
espacios. Si (Xp,7) es de Fréchet, entonces (Xo, 72) también lo es.

Demostracion:
Supongamos que (X;,71) es de Fréchet. Sea Y C X5 no vacio y y € Y. Veamos que existe una
sucesion de elementos en Y que converge a y. En efecto, como f es homeomorfismo se cumple que:

Y=Yl

Dado que f~(y) € f! [ﬂ C X, al ser el espacio (X1, 71) de Fréchet y por la igualdad anterior se
tiene que existe una sucesion (z,,)-, de elementos en f~![Y] que converge a f~!(y). Tomemos:

Yn = f(x,), VYneN.

Sea U C X, abierto tal que y € U. Nuevamente, como f~' es homeomorfismo, entonces f~![U] es
abierto en X, y contiene a f~1(y). Por ser (X, 7;) de Fréchet, existe N € N tal que:

n>N=uz,c f U],

asi que:
n>=N=vy,=f(zx,) €U.

Luego, la sucesion (y,),-, de elementos en Y converge a y. Se sigue asi que el espacio (X», ) es de
Fréchet. |

Anteriormente se hablo sobre el ideal Z,. Resulta que hay una relacion entre este ideal y los espacios
de Fréchet, como veremos en el siguiente resultado. Antes de ello, daremos la siguiente definicion y
probaremos una proposiciéon que nos servira mas adelante:

DEFINICION 2.17 (Conjuntos Z-Positivos)
Sea X un conjunto e Z un ideal sobre X . Se define la familia de todos los conjuntos Z-positivos
por:

I*z{PgX‘PgéI}.
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OBSERVACION 2.41
Notemos que, si (X, 7) es un espacio topologico y = € X, entonces:

Im:{AgX‘a:§Zﬁ},

por lo cual,

Ij:{AgX‘xEZ}.

PROPOSICION 2.42
Sea (X, 7) un espacio topologico. Si (z,,)7-, es una sucesion en X que converge a x € X, entonces
{mn n e IN} €Tt

Demostracion:
Sea:

S:{:L’n

Como la sucesion converge a x, entonces para cada V € F,, siendo F, el filtro de vecindades de =,
existe V € N tal que:

nElN}.

n>N=uz,€V,
por ende,
1SN (X \V)| < 0.

Recordemos que Z, es el ideal dual del filtro de vecindades de x, por lo que V € F, si y solo si
X \V €Z,. Por lo cual:

1SN 1| < oo, VIET,.
Se sigue asf que S € Z+. |

PROPOSICION 2.43 (Caracterizacién Espacios de Fréchet con Conjuntos)
Sea (X, 7) un espacio topolégico. Entonces, (X, 7) es de Fréchet si y solo si para todo z € X y
para todo A € Z;} infinito tal que = ¢ A existe S € [A]* tal que S € Z.

Demostracion:
Probaremos la doble implicacion:

=): Supongamos que (X, 7) es de Fréchet. Sea z € X y A € Z con A infinito tal que x ¢ A. Como
el espacio es de Fréchet, entonces existe una sucesion (z,,), -, de elementos en A que converge a x. Sea:

S:{xneA‘nelN}.

Afirmamos que S es numerable. En efecto, si este conjunto fuese finito, digamos S = {z1,...,x,}, al
tenerse que la sucesion (z,,) -, converge a x, por ser el espacio Ty, el conjunto:

U=X\{z1,...,2m},
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serfa abierto en X y como x ¢ A se tiene en particular, dado que S C A, que = € U, asi que debe
existir N € N tal que:
n>N=uz, €U,

en particular, existiria i € [1,m] tal que x; € U, lo cual es una contradiccion#,.. Por ende, S es
numerable. Por la Proposicion (2.42)) se sigue que S € T

<): Supongamos que para todo r € X y para todo A € Z infinito tal que z ¢ A existe S € [A]*
tal que S € Z-. Veamos que el espacio (X, 7) es de Fréchet. Sea A C X no vacio y x € A. Se tienen
tres casos:

» A es finito, en cuyo caso se sigue que A = A (pues al ser el espacio T}, todo conjunto finito es
cerrado), luego tomando la sucesion constante (z) - en A se sigue que esta es una sucesion en
A que converge a x.

= A es infinito y © € A, entonces nuevamente tomando la sucesiéon constante con valor x, esta
converge a x.

» A es infinito y x ¢ A. Por hipétesis, al tenerse que A € Z;, pues x € A, entonces existe S € [A]¥
tal que S € 7. Enumeremos los elementos de S, digamos:

S:{a:n

nelN},

tal que @, # 2., para todo n,m € N con n # m. Consideremos la sucesion (z,,),- ;. Afirmamos
que esta sucesion converge a x. En efecto, como S € T}, entonces:

|ISNI| <o, VIETL,.
Recordemos que:
F, = {X\[‘IEII},

es el filtro de vecindades, mismo que es el dual de Z,, luego por la desigualdad anterior, al ser
el espacio infinito (ya que contiene un subconjunto infinito) se sigue que el conjunto S NV con
V' € F, debe ser infinito, puesto que |S N (X \ V)| < oo, por lo cual, para todo V' € F, existe
N € N tal que:

n=>N=ux,€V.

Se sigue asi que la sucesion (z,) -, converge a .

Por los tres incisos anteriores se sigue que el espacio (X, 7) es de Fréchet. [ |

Resulta que podemos dar una version de esta proposicion adaptada a grupos topolégicos, que gracias
a que son homogéneos nos permite simplificarla.

Antes de su prueba, recordemos lo siguiente. Si G es grupo topolégico y A C G, entonces:

= Si A es infinito, entonces para todo g € G se tiene que gA es infinito.

s Si U C G es abierto, entonces gU es abierto.

Ya que por el Teorema (1.7)), la funcién x — gz es un automorfismo topologico de G, para todo g € G.
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TEOREMA 2.44 (Caracterizacion Grupos Topologicos Fréchet con Conjuntos)
Sea G un grupo topoldgico Ty. Entonces, G es de Fréchet si y sélo si para todo A € I;LG infinito
tal que eq ¢ A existe S € [A]“ tal que S € T .

Demostracion:
Antes, por el Teorema ((1.26)) se tiene que G es T. Probaremos la doble implicacion:

=): Supongamos que G es de Fréchet, luego, por la Proposicion (2.43)) dado que e € G se cumple
lo deseado.

<): Supongamos que para todo A € Z, infinito tal que eq ¢ A existe S € [A]* tal que S € ch.

Sea g € G'y tomemos A € T infinito tal que g ¢ A, luego eq ¢ g~ ' A. Afirmamos que g~'A € .
En efecto, tomemos U C G abierto tal que e € U, entonces g € gU. Como A € Ig*, se sigue que

g € Ay, dado que gU es un abierto, se sigue que:

gUNAZ#(
=Ung'A+#0,

por lo cual g7!A € ch . Entonces, como ¢g7'A es infinito ya que A es infinito, se sigue que existe
S1 € [g7TA)” tal que Sy € I
Tomemos S = ¢S, entonces S € [A]“. Veamos que S € I;. Si I € Z,, entonces g ¢ I, por lo cual

eq & g1, pero, por la Proposicion ((1.40)) inciso (3) se tiene que:

g =g,
por tanto, e ¢ g~'I, con lo cual g7'I € Z.. Dado que S; € ch, entonces:

’Sl ﬂg’ll‘ < 00.

Como |S; N g | = |gS; N I], se sigue que:

lgS1 N 1| < oo,

es decir, |SNI| < oo. Se sigue asi que S € IgL. Por la Proposicién 1} tenemos que el grupo G es
de Fréchet. [

En esta tesis, nosotros haremos la siguiente definicién:

DEFINICION 2.18 (Espacio de Fréchet en un Punto e Ideal de Fréchet)
Sea (X, 7) un espacio topologico y x € X. Decimos que (X, 7) es de Fréchet en z si para todo
A € T} infinito tal que z ¢ A existe S € [A]* tal que S € Z.

En tal caso, decimos que el ideal Z, es de Fréchet.

Como corolario al resultado anterior y usando esta definiciéon tenemos lo siguiente:

COROLARIO 2.45 (Caracterizacion Grupos Topologicos Fréchet con Ideal de Fréchet)
Sea G un grupo topologico Ty. Entonces, GG es de Fréchet si y s6lo si G es de Fréchet en eg,
equivalentemente, si el ideal Z., es de Fréchet.
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OBSERVACION 2.46 (Ideales de Fréchet en la Literatura)
En la literatura (en particular, en [RG12] y [JTMO7]) se define de otra manera un ideal de Fréchet.
En estos textos, un ideal Z sobre un conjunto X es de Fréchet si Z = Z++.

La razoén para que la definicion se haga diferente en estos textos se debe al siguiente resultado.

LEMA 2.47 (Caracterizacion Ideales Fréchet Conjuntos Positivos)
Sean X un conjunto e Z un ideal libre sobre X. Entonces, Z = Z+ si y solo si para todo A € I+
infinito existe C' € [A]* tal que C' € T+.

Demostracion:
Probaremos la doble implicacion:

=): Supongamos que Z = Z++. Sea A € T infinito, luego A ¢ Z = Z++, por lo cual existe B € Z+
tal que AN B es infinito. Tomemos C' C AN B tal que C' es numerable. Se tiene que C' € [A]¥ y, como
I+ es ideal sobre X por la Proposicién , se tiene de la definicién de ideal que C € Z+, ya que
CCByBeI

<): Supongamos que para todo A € Z* infinito existe C' € [A]“ tal que C' € Z+. Por la Proposicion

(2.35)) se tiene que:
TCIH. (2.10)

Veamos la otra contenciéon. Sea A € T+, Se tienen dos casos:

» A es finito. Como Z es libre se sigue del Corolario (2.23)) que Fin (X) C Z, por lo cual A € 7.

» A es infinito: Supongamos que A ¢ Z, luego A € Z*. Por hipotesis existe C' € [A]¥ tal que
C € I+, por lo cual AN C es un conjunto numerable, con A € Z++ v C € I+, lo cual es una
contradiccion#,.. Por tanto, A € 7.

De los dos incisos anteriores tenemos que A € Z, por tanto:

T+ CT (2.11)

De las contenciones (2.10) y (2.11) se sigue que Z = Z++. |

El problema es que en este resultado pedimos que el ideal Z sea libre y, en general, en espacios
topologicos el ideal Z, no es libre y, por tanto, la caracterizaciéon anterior no se cumple. Esto se puede
ver en el siguiente ejemplo.

EJEMPLO 2.48 (Espacio con Puntos Aislados y el Ideal Z,)
Sea (X, 7) un espacio topoldgico y = € X un punto aislado, luego el conjunto {x} C X es abierto.
Observemos que:
Ix:{AgX‘q:géX}
—{acx|o¢a},

pues, dado que z es aislado se cumple que x ¢ A siy solo si {z} N A =) lo cual ocurre si y solo si
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x ¢ A, para todo A C X. Ahora, se tiene que:
T = {BQX‘ |IBNA| < oo, paratodoAEIl,}
= Fin (X).
La igualdad se tiene pues, en particular X \ {z} € Z,, luego, si B € T se debe tener que:
[B N (X N\ {z})] < oo,

lo cual implica que |B N X| < oco. Por tanto, B debe ser un conjunto finito. Finalmente, tenemos
que:

11
Ix

QX"OQB|<OO, paratodoAEle}

{C
{cc X‘ CNBl<oco, VBeFin(X)}
P (X).

Por lo cual, Z7+ ¢ Z,. Asf que, puede que (X, 7) sea de Fréchet, pero no se cumple que Z, = Z;+
dado que = es punto aislado.

De hecho, todo espacio topologico discreto es de Fréchet, como lo muestra el siguiente ejemplo:

EJEMPLO 2.49 (Todo Espacio Topolégico Discreto es Fréchet)
Sea (X, 7) un espacio topologico discreto. Entonces, (X, 7) es de Fréchet. En efecto, sea A C X
no vacio y € A, entonces, como (X, 7) es discreto, se sigue que el conjunto {x} C X es abierto,
luego {x} N A # (), pues = € A, se sigue asi que z € A.

Asi que, z € A siy solo si € A. Tomando la sucesién de valor constante (z)7, se sigue que
(X, 7) es de Fréchet.

Incluso dejando de lado que el punto sea o no aislado, no siempre se cumple que Z+ C Z,:

EJEMPLO 2.50
Consideremos el espacio topologico (N, 7o), donde 7..f es la topologia de los complementos finitos,
es decir:

A€ siysolosi [N\ A| < oo.

El espacio (N, 7o) es T1, pues {n} es cerrado, para todo n € N. Este espacio es de Fréchet por ser
primero numerable. Ademas, no tiene puntos aislados. En este espacio se cumple que:
A VA CN.

| N si A es infinito
]l A si A es finito ’
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CAPITULO 3

ORDINALES, CARDINALES Y w

Nuestro primer objetivo en este capitulo serd la construccion de los nimeros ordinales, asi como
probar algunas propiedades basicas sobre ellos. Una vez hecho esto, hablaremos sobre cardinales y, al
igual que con los ordinales, probaremos algunas propiedades de los mismos con el objetivo de enunciar
y probar el Lema de Fodor, el cual nos servira para el siguiente capitulo. Para terminar, mostraremos
la existencia y las propiedades de los cardinales p y b, construidos a partir de w, y su relacién con wy

y ¢

§3.1 ORDINALES

Antes de empezar este capitulo, recordemos los axiomas con los que estaremos trabajando:

DEFINICION 3.1 (Axiomas de ZFC)

El Lenguaje de la Teoria de Conjuntos Lrc = {€} consta de una relacion binaria entre
variables que denominamos conjuntos. Si x € y decimos que x es elemento de y o que y
contiene a z.

Tenemos los siguientes axiomas en Lp¢:

(A1) Existencia: Existe un conjunto que no tiene elementos denotado por {).

(A2) Extensionalidad: Si todo elemento de X es elemento de Y y todo elemento de Y es elemento
de X, entonces X =Y.

(A3) Comprension/Separacion: Sea P(x) una propiedad de z. Para cualquier conjunto X existe
un conjunto Y tal que x € Y siy solosi x € X y P(x). Es decir que existe el conjunto:

Y = {:p € X‘P(m)}.

(A4) Par: Para todo par X,Y de conjuntos existe un conjunto Z tal que z € Z si y solo si x = X
o x =Y. Es decir que existe el conjunto:

Z={X,Y}.
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(A5) Unién: Para todo conjunto X existe un conjunto U tal que z € U si y solo si € Y para
algin Y € X. Es decir que existe el conjunto:

v=Jv

YeX

(A6) Potencia: Para todo conjunto X existe un conjunto P tal que A € P siy solosi A C X. Es
decir que existe el conjunto:

P=P(X).
(A7) Infinitud: Existe un conjunto X tal que:

= ) e X.
» Para todoz € X, 22U {z} € X.

(A8) Fundacion/Regularidad: Para todo conjunto X no vacio existe Y € X tal que x € X
implica que x ¢ Y.

(A9) Reemplazo: Para cada propiedad P(z,y) de x y y tal que para todo x existe un tnico y
para el cual P(x,y) se satisface se tiene lo siguiente:

= Para todo conjunto A existe un conjunto B tal que para todo a € A existe b € B tal
que P(a,b).

(A10) Eleccion: Para todo conjunto X de conjuntos no vacios, existe una funcion f: X — [JX
tal que para todo x € X, se cumple que f(z) € =.

Con estos axiomas se pueden construir y probar propiedades bésicas de conjuntos (la relacion de
contencion C, funciones, relaciones, etc. .. ). Todas estas las daremos por hechas e iremos directamente

a la construccion de los ordinales. Recordemos el Axioma de Infinitud: existe un conjunto X tal que:

» e X.

» Para todoz € X, 2 U {z} € X.

En tal caso, X cumpliria que:
{0.40,{0}}.{0,{0,{0}}},...} c X

DEFINICION 3.2 (Conjunto Inductivo)
Decimos que un conjunto A es inductivo si () € A y para todo a € A se tiene que a U {a} € A.

Se tiene de forma inmediata que el conjunto X cumple lo siguiente:

COROLARIO 3.1
El conjunto X del Axioma de Infinitud es un conjunto inductivo.
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DEFINICION 3.3 (El Conjunto w)
Sea X un conjunto inductivo. Se define:

w = {x S X’para todo Y conjunto inductivo se tiene que z € Y}

Este conjunto cumple una propiedad muy importante:

LEMA 3.2 (w es Inductivo)
El conjunto w es inductivo.

Demostracion:
Se tiene lo siguiente:

» ) € w, yaque () €Y para todo Y conjunto inductivo.

» Sia € w entonces a € Y para todo Y conjunto inductivo, se sigue por lo mismo que aU {a} € Y
para todo Y conjunto inductivo, por tanto a U {a} € w.

De los dos incisos anteriores se sigue que w es inductivo. [ |

OBSERVACION 3.3 (w es el Minimo Conjunto Inductivo)
Del Lema (3.2) y de la definicién de w se tiene que este es el minimo conjunto inductivo.

Una propiedad importante de w es la siguiente:

TEOREMA 3.4 (Teorema de Induccién)
Para todo ACwsiz € Ay, Vo € A implica que z U {z} € A, entonces A = w.

Demostracion:
Sea A C w tal que cumple lo anterior. Se tiene que A es inductivo pues:

s e A

= Sea a € A, entonces, por hipotesis a U {a} € A.
De la definicion se sigue que A es inductivo, luego por la Observacion (3.3)) se sigue que w C A, pero
A C w por hipoétesis, asi que A = w. [ |

Ya se sabe que es posible construir a los numeros naturales junto con el cero (con las operaciones
de suma y producto) a partir de los conjuntos inductivos. Por lo que de ahora en adelante para este
capitulo y el siguiente convendremos en que:

N=w\ {0}

Para continuar con nuestro estudio de w introduciremos la siguiente definicion:

DEFINICION 3.4
Definimos los siguientes conjuntos:
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I—O—I

I—l—l {

e =

}

n’ {r07,r17,:.,rn-—1ﬂ}

En légica de primer orden no es posible caracterizar totalmente al conjunto inductivo w, pues
puede haber diversos modelos de ZFC que produzcan diferentes conjuntos inductivos w. En este texto
convendremos en que:

w={"0""17 ... )TnT L )

La razon de tal convenciéon es para poder usar este conjunto como un representante de lo que noso-
tros entendemos como los niimeros naturales junto con el cero en aritmética. De ahora en adelante
denotaremos por n al conjunto "n ', para todo "'n' € w.

DEFINICION 3.5 (Conjunto Transitivo)
Decimos que un conjunto X es transitivo si para todo Y € X, Y es un subconjunto de X, es
decir:

YeX=YCX

EJEMPLO 3.5
Los conjuntos (0, {0}, {0, {0}} son transitivos.

PROPOSICION 3.6 (Caracterizaciones de los Conjuntos Transitivos)
Sea X un conjunto. Los siguientes son equivalentes:

(1) X es transitivo.
(2) Z €Y € X implica que Z € X.
(3) X CP(X).

(4) Uyex Y € X.

Demostracion:
(1) = (2): Supongamos que X es transitivo. Si Z € Y € X, en particular Y € X, luego por ser X
transitivo se tiene que Y C X, con lo cual Z € X.

(2) = (8): Supongamos que Z € Y € X implica que Z € X. Si Y € X entonces:
ZeY=ZeX,

por lo que Y C X, asi que Y € P(X). Se sigue asi que X C P (X).
(8) = (4): Supongamos que X C P(X). Veamos que:

Uygx

YeX
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En efecto, si Z € Jyy Y, entonces Z € Y para algin Y € X, como X C P(X) entonces Y € P(X),
luego Y es un subconjunto de X, asi que Z € X. Se sigue de esta forma la contencion.

(4) = (1): Supongamos que (Jy.yY € X. SiY € X entonces de forma inmediata se tiene que
Y C X. Por tanto, X es transitivo. |

LEMA 3.7 (Unioén e Interseccion de Familia de Conjuntos Transitivos es Transitiva)
Sea X conjunto tal que para todo Y € X se tiene que Y es transitivo, entonces Jycx Y y Nyex Y
son transitivos.

Demostracion:

Sea X tal que todos sus elementos son transitivos. Si A € B € [Jy .y Y entonces existe Y € X tal
que B € Y. Por ser Y transitivo y como A € B € Y, de la Proposicién se sigue que A € Y, luego
A€ UYe + Y. Nuevamente de la proposicién antes mencionada se sigue que UYE Y es transitivo.

Para probar que (1, .y Y es transitivo se procede de forma analoga a lo hecho anteriormente. W

PROPOSICION 3.8
), w y n, para todo n € w son transitivos.

Demostracion:
Veamos uno por uno:

= Como () C P (() se sigue de la Proposicion (3.6)) que () es transitivo.

= Sea n € w, veamos que:

Um=J{0.1,....m-1}

men men

= U {m-1

men\{0}
={0,1,...,m—2}
c{0,1,...,m—1}
=n,

nuevamente, de la Proposicion (3.6)) se sigue que n es transitivo.

= Veamos que:

Un= U {01,....n-1}

new new\{0}

- U -1

new\{0}

- J

new

:w7

nuevamente, de la Proposicion (3.6) se sigue que w es transitivo.

Para continuar, recordemos dos tipos de ordenes:
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DEFINICION 3.6 (Orden Total)
Sea X un conjunto. Un orden total para X es una relaciéon < en el conjunto X que cumple lo
siguiente:

(1) (Reflexiva): Para todo a € X, a =< a.

(2) (Antisimétrica): Para todo a,b € X, a < by b < a implica que a = b.
(3) (Transitiva): Para todo a,b,c € X, a = by b < c implica a < c.

(4) Sia,b € X, entonces se cumple alguna de las siguientes: a < b o b < a.

En tal caso decimos que X es totalmente ordenado por <.

EJEMPLO 3.9
Los nimeros reales R estan totalmente ordenados por la relaciéon menor o igual, <.

DEFINICION 3.7 (Orden Total Estricto)
Sea X un conjunto. Un orden total estricto para X es una relacion < en el conjunto X que
cumple lo siguiente:

(1) (Irreflexiva): Para todo a € X, a £ a.

(2) (Asimétrica): Para todo a,b € X, a < b implica que b £ a.

(3) (Transitiva): Para todo a,b,c € X, a < by b < c implica a < c.
(

(4) (Totalidad): Si a,b € X, entonces se cumple una y solo una de las siguientes: a < b, b < a
oa=>o.

En tal caso se dice que X es totalmente ordenado de forma estricta por <.

EJEMPLO 3.10
Los nimeros reales R con la relacion menor que, < son estrictamente ordenados por esta.

Con todo esto, ya estamos en condiciones de dar la definicién de ordinal:

DEFINICION 3.8 (Ordinal)
Un nimero ordinal o simplemente ordinal es un conjunto transitivo y totalmente ordenado de
forma estricta por €.

OBSERVACION 3.11
Se tiene que « es un ordinal si y solo si se cumple lo siguiente:

= ¢ es transitivo.

s (Irreflexividad): Para todo 5 € a, 8 ¢ f.
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» (Asimetria): Para todo 3,7 € a, § € ~ impica que v ¢ f.
» (Transitividad): Para todo 3,v,¢ € a, § € vy v € € implican ( € e.

» Para todo (3,7 € a se cumple una y solo una de las siguientes: § € v, 5 =7 0 v € .

EJEMPLO 3.12 (() es Ordinal)
() es ordinal por ser transitivo y estar totalmente ordenado de forma estricta por €, ya que lo es
por vacuidad.

DEFINICION 3.9 (Buen Orden)
Un conjunto X es bien ordenado si es no vacio, totalmente ordenado y todo subconjunto no
vacio Y C X tiene elemento minimo bajo la relacién del orden total.

Resulta que los ordinales cumplen que estan bien ordeandos, como lo muestra el siguiente resultado.
Esta propiedad los caracteriza totalmente, como se muestra en el Anexo [B]

LEMA 3.13 (Ordinales son Bien Ordenados)
Si « es ordinal diferente de (), entonces « es bien ordenado por €.

Demostracion:

Sea a ordinal y  C a no vacfo. Por el Axioma de Fundacion existe 3 € x tal que z N 3 = (). Sea
~v € z. Afirmamos que =7y 0 [ € 7.

En efecto, tenemos tres casos, ya que « es totalmente ordenado: 5 € yo =70y € [S.

Siy € 3, como v € x se seguiria que v € x NS = (), lo cual es una contradiccion#.. Por tanto, debe
suceder que =70 8 € 7.

Asi que x tiene como elemento minimo a 5. [ |

Para seguir enunciando propiedades de los ordinales debemos probar los siguientes lemas:

LEMA 3.14
No existen z,y, z conjuntos tales que x € y € z € x.

Demostracion:
Sean z,y, z conjuntos. Consideremos el conjunto {z,y, z}. Por el Axioma de Fundaciéon debe existir
a € {z,y,z} tal que anN{z,y,z} =0, es decir que:

r¢a, y¢a y z¢a

Como a € {x,y,z}, se tienen tres casos: a = xr 0a =y oa = z. Sia=x, entonces z ¢ x, si a = y
entonces z ¢ y vy, si a = z, entonces y ¢ z. En cualquier caso tenemos que no puede suceder que
TEYEZET. |

LEMA 3.15
Sea x conjunto, entonces r ¢ .

97



3. ORDINALES, CARDINALES Y w

Demostracion:
Supongamos que = € x, entonces por el Axioma del Par existe el conjunto {x}, en particular z € {x}.

Dado que x € x se sigue que:
rexn{z} (3.1)

Ahora, por el Axioma de Fundacion existe y € {z} tal que yN{z} = 0. Como y € {z}, entonces y = z,
asi que x N {x} = (), pero por (3.1)) se tiene que x N {x} # 0 lo cual es una contradiccion#.. Por ende
x ¢ . [

TEOREMA 3.16 (Propiedades de los Ordinales)
Se cumple lo siguiente:

(1) Si v es ordinal y x € «, entonces z es ordinal.
(2) Si a es nimero ordinal, entonces « ¢ a.
(8) Sia,B,7 son ordinales, entonces o € fy € v implica que « € .

(4) Para cualesquiera «a, § ordinales se cumple una y solo una de las siguientes: « € 5 0 a = f
of € a.

Demostracion:
De (1): Sea v un ordinal y € a. Veamos que x es transitivo y es totalmente ordenado de manera
estricta por €:

s Es Transitivo. Si z € y € x, como « es ordinal entonces por ser transitivo se tiene que y € «
por la Proposicion ({3.6)), lo cual nuevamente implica por esta proposicion que z € a. Por tanto,
x,y,z € a. Al ser € un orden total en «, se sigue que z €z, 2=z 0T € 2.

e Si z = x se seguiria que z € y € x. Por el Axioma de Fundacion, existiria a € {x,y} tal que
an{z,y} = (. No puede ser que a = x, ya que en tal caso se tendria que y € an{z, y}, pues
y € x. Tampoco puede suceder que a = y, porque en tal caso se seguiria que z € aN{x,y},
pues x € y. En ambos casos se tiene que a € {z,y} y, a # x y a # y, lo cual es una
contradiccion#,.. Por tanto, z # x.

e Si z € z se tendria que:
rezeycrx,

lo cual contradice el Lema (3.14)#.. Por tanto, = ¢ z.

De los dos incisos se sigue que z € x. En consecuencia, x es transitivo por la Proposicion (3.6]).

= Totalmente Ordenado de Forma Estricta. Como = € a, al ser « transitivo por definicién
se sigue que x C «, por lo cual como € es un orden total en « se sigue que también lo es en .

Por los dos incisos anteriores se sigue que x es un namero ordinal.

De (2): Sea a un ordinal, en particular « es un conjunto, luego por el Lema suceder que
a ¢ a.

De (8): Sean «, 3, ntimeros ordinales tales que aw € 8y 3 € v, como 7 en particular es un conjunto
transitivo se sigue de la Proposicion que o € 7.
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De (4): Sean «, 8 ordinales. Tomemos v = « N 3, se tiene que v es un numero ordinal, pues es
transitivo por el Lema (3.7)) y hereda el orden total estricto bajo la relacion € de a.

Afirmamos que si v # «, entonces v € a. Supongamos que y # «, como v = a3, entonces v C a,
asi que '\ v es un subconjunto de a no vacio. Por el Lema (3.13)) este elemento tiene elemento minimo,
digamos:

5:m€in(a\7)€a\fy.

Probaremos que 6 = 7.

= Sea £ € ¢, entonces por minimalidad de § debe suceder que £ ¢ « \ 7, por ende £ € 7. Se sigue
asi que § C 7.

= Sea £ € «. Por la linealidad de € tenemos tres casos: £ € d o0& =9 06 € €. Si:

e { =, esto implica que 6 =& € yN (a\ v) = 0#.. Por tanto, esto no puede suceder.

e § € £, en cuyo caso se sigue que 6 € £ € 7, al ser v ordinal se tiene que § € 7, luego
d € N (a\ v)#.. Por tanto, esto no puede suceder.

Por lo que £ € 4, luego v C 4.
De los dos incisos anteriores se sigue que 6 =+, en particular:
y=d€a\vCa

es decir, v € a. De forma anéloga se prueba que si v # ( entonces v € 5.

En conclusion, si v # a 'y v # 3, entonces v € a N [ = v#.. En consecuencia, v = « o bien v = 3,
es decir que

» f=vy€a,siyF#ayy=/[,o0bien
s a=7v€f,siv#Pyy=a,o bien
ma=y=fsiy=ayy=4

lo cual prueba el resultado. [ |

Como corolario tenemos el siguiente resultado:

COROLARIO 3.17 (Paradoja de Burali-Forti)
No existe un conjunto X que contenga a todos los ordinales.

Demostracion:
Supongamos que tal conjunto X existe, entonces existiria el conjunto:

Q= {x € X‘:c es ordinal} ,

por el Axioma Comprension. Este conjunto seria un ordinal, ya que es transitivo por el Teorema ((3.16)
inciso (3), y es bien ordenado por los restantes incisos del teorema antes mencionado y la Observacion
(3.11)). Luego © € €, lo cual contradice el Lema ({3.15))#.. Asi que X no puede ser un conjunto.

El teorema anterior nos ayuda, ya que nos proporciona un resultado tutil para poder probar mas
propiedades sobre ordinales:
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PROPOSICION 3.18 (Conjuntos de Ordinales son Totalmente Ordenados Estrictamente)
Sea X un conjunto tal que para todo a € X se tiene que « es un ordinal. Entonces X es totalmente
ordenado de forma estricta por €.

Demostracion:
Si X = () se tiene de forma inmediata que X es ordinal, en particular es totalmente ordenado de
forma estricta por €. Supongamos que X # (), veamos que:

(1) Sea o € X, entonces como « es ordinal se sigue por ser conjunto que « ¢ a.

(2) Sean a, 8 € X tales que a € 5. Por el Teorema ({3.16) inciso (4) como « y 8 son ordinales sigue
que 5 ¢ a.

(8) Sean «, 3,7 € X tales que a € fy € 7. Por el teorema mencionado anteriormente inciso (3)
al ser los tres ordinales se sigue que o € 7.

(4) Sean «, 8 € X, nuevamente por el teorema mencionado anteriormente inciso (4) se tiene por ser
ambos ordinales que se cumple una y solo una de las siguientes: « € 5, a = 0 f € a.

Por los incisos (1) a (4) se sigue que X es totalmente ordenado de manera estricta por €. |

DEFINICION 3.10 (Relaciones < y <)
Sean «, # ordinales. Decimos que o es menor a [ y lo denotamos por a < 3, si a € 5. Ademas,
decimos que o es menor o igual a § y lo denotamos por a < 3, sia < o a = f.

OBSERVACION 3.19
Del Teorema ([3.11]) se sigue que < es una relacion, restringida a algin ordinal a, que hace de «
un conjunto totalmente ordenado de forma estricta y bien ordenado.

PROPOSICION 3.20
Sean «, # ordinales. Entonces:
a < [ siysolosiaCp.

Demostracion:
Probaremos la doble implicacion:

=): Si a < 3, entonces @ < f o a = f3, es decir que a € 5 0o a = . Como [ es transitivo se sigue
que a C B o 8 = a, es decir que a C f3.
<): Si a C B por ser a y [ ordinales se tienen tres casos:
= o € 3, en cuyo caso se sigue que « < [ lo cual implica que a < .

» a = [, lo cual implica que a < 5.

» § € a, lo cual implica dado que o C § que 8 € 3, lo cual contradice el Lema (3.15)#.. Por ende

no puede suceder que [ € a.

Por tanto, se tiene que a < f o a = b, es decir que a < 5. [ |

Nuestro objetivo ahora serd construir ordinales mas grandes a partir de ordinales que ya tenemos.
Esto lo hacemos con la siguiente definicion:
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DEFINICION 3.11 (Sucesor de un Ordinal)
Si «v es ordinal se define el sucesor de a por S(a) = a U {a}.

TEOREMA 3.21 (Propiedades del Sucesor de un Ordinal)
Dado un ordinal o se cumple lo siguiente:

(1) S(«) es ordinal.
(2) a < S(a).

(8) No existe un ordinal 5 tal que o < § < S(«).

Demostracion:

De (1): Veamos que S(«) es transitivo y es totalmente ordenado de forma estricta por €:
» Transitividad. Sea 5 € S(a) = a U {a}, se tienen dos casos:
e [ € a, como « es ordinal, entonces f C a, luego f C a U {a} = S(a).
e 3 € {a}, en cuyo caso se sigue que = a C aU{a} = S(a).
Por ambos incisos se sigue que 8 C S(a). Por tanto, S(«a) es transitivo.

» Totalmente Ordenado de Forma Estricta. Notemos que todos los elementos de S(«) son
ordinales. De la Proposicion ((3.18)) se sigue que S(«a) es ordenado de forma estricta por €.

Por los dos incisos anteriores se tiene que S(«) es ordinal.
De (2): Como « € S(«) entonces o < S(a).
De (3): Sea 8 un ordinal. Por tricotomia se tienen tres casos:
» 5 < q, es decir que § € a. Por el inciso (2) a < S(«), luego 5 < a < S(av).

» [ = o, nuevamente del inciso (2) se sigue que = a < S(«).

s o < [, se tiene que a € (. Como [ es ordinal, en particular es transitivo, luego a@ C . Por
tanto:

aU{a} C B,
esto es que S(a) C 3, por la Proposicion ([3.20) se sigue que S(«) < f. Por tanto, a < S(«) < .

Por los tres incisos anteriores se sigue que no existe § ordinal tal que a < § < S(a). [

COROLARIO 3.22
Sean «y (8 ordinales tales que av < 3, entonces S(a) < f.

Demostracion:
Supongamos que 5 < S(«), se tiene asi que:

a< f<Sa),

lo cual es una contradiccion del inciso (3) del Teorema ([3.21))#.. En consecuencia, S(a) < . |
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EsempPLO 3.23 (Elementos de w y w son ordinales)
Sea:

A= {n < w’n es ordinal} .

Se tiene que ) = 0 € A. Ahora, si n € A, entonces n es ordinal, luego S(n) = nU{n} es ordinal por
el Teorema ((3.21]) inciso (1), con lo que S(n) € A. Se sigue asi por el Teorema (3.4) que A = w.

Por tanto, todo elemento de w es ordinal. Ahora, w es un conjunto transitivo y es totalmente
ordenado de manera estricta por € por el Teorema (3.16]), ya que todos los elementos de w son
ordinales. Se sigue asi que w también es ordinal.

TEOREMA 3.24
Sea X un conjunto tal que para todo o € X se tiene que « es un ordinal. Entonces:

(1) U,cx @ es un ordinal que ademas es el supremo de X.

(2) Si X # 0, entonces [,y ¢ es un ordinal el cual es el minimo de X.

Demostracion:

De (1): Sea:

’y:Ua.

Este conjunto es transitivo por el Lema (3.7). Ademaés, todos los elementos de 7 son ordinales, ya
que todos los « son ordinales, para todo a € . Por lo que de la Proposicion ([3.18) se sigue que esta
totalmente ordenado de manera estricta por €. Asi que 7 es ordinal.

Veamos que 7 es el supremo de X. Sea o € X, entonces por como estéd dado 7 se tiene que a C ~,
luego de la Proposicion ([3.20) se sigue que o < 7. Esto es que 7 es cota superior de X.

Si € es otro ordinal tal que @ < € para todo @ € X se sigue por la proposicion mencionada
anteriormente que a C € para todo o € X, asi que:

y=JacCe

es decir que v < €. Se sigue asi que v es el supremo de X.

De (2): Sea:
= o

Procediendo de manera analoga al igual que como se procedi6 con + en el inciso (1), se tiene que € es
un ordinal el cudl es el infimo de X. Para ver que es el minimo basta con probar que ¢ € X.

Al ser € el infimo de X se cumple que:
e<a, VYaelX.

Si € < a para todo a € X se seguiria por el Corolario (3.22) que S(€) < a para todo a € X, luego
S(€) es una cota inferior de X tal que € < S(¢), lo cual contradice el hecho de que € es el infimo de
X#.. Por tanto, debe existir oy € X tal que € = ay, se sigue asi que € € X. [ |
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§3.2 INDUCCION Y RECURSION TRANSFINITA

La ventaja que nos ofrecen los ordinales es que son una extension de los nimeros naturales, y como
en ellos se hacia induccién resulta que también puede hacerse induccion sobre los ordinales, a pesar
de que estos no formen un conjunto (como consecuencia del Corolario (3.17))), como lo muestra el

siguiente resultado:

TEOREMA 3.25 (Principio de Induccién Transfinita)
Dada una propiedad P(x) de z se tiene que:

(Va ordinal) (V8 < a P(B)) = P(«)) = (Va ordinal) P(«).

Demostracion:
Probaremos la contrapositiva. Supongamos que existe un ordinal § tal que =P(). Se tienen dos

Ccasos:
» Para todo ordinal £ tal que & < 8 se cumple P(§). Tomemos o = f.

» Existe un ordinal € tal que & < 8 que cumple = P(§). Sea:
a={e<s-Pe)}cs

tenemos que A es no vacio y, como [ es ordinal entonces A esta bien ordenado por €, se sigue
que A tiene elemento minimo digamos o« = min(A).

En ambos casos hemos tenemos un ordinal « tal que = P(«) y tal que:
Vv < a se cumple P(v),

es decir que Ja ordinal tal que Vy < a se tiene P(v) y =P(«). Lo anterior prueba la contrapositiva.
|

Resulta que podemos clasificar a los ordinales en tres tipos:

DEFINICION 3.12 (Ordinal Sucesor y Limite)
Sea a un ordinal.

» Decimos que « es un ordinal sucesor si existe un ordinal 5 tal que a = S(f3).

= En caso de que a no sea ordinal sucesor, diremos que « es ordinal limite.

EJEMPLO 3.26
Los ordinales: 0 y w son ordinales limite. En cambio, los ordinales: 1,2,3,...,n,... son ordinales

sucesores.

A diferencia de los ordinales sucesores, los ordinales limite tienen propiedades que los diferencian en
gran medida de los mencionados anteriormente, como lo muestra la siguiente proposicion:

103



3. ORDINALES, CARDINALES Y w

PROPOSICION 3.27 (Caracterizacion de Ordinales Limite)
Sea o un ordinal limite no cero. Las siguientes son equivalentes:

(1) « es ordinal limite.

(2) VB < « se tiene que S(f) < a.
(3) a=Use B

Demostracion:
(1) = (2): Supongamos que « es ordinal limite no cero, entonces por definiciéon « no es sucesor de
ningtn ordinal, es decir que para todo ordinal g se tiene que S(f3) es diferente de a.

Sea 8 < «, entonces S(f) es diferente de a. Si a@ < S(f) se seguiria que v < f < S(f) por el
Teorema (3.21)), lo cual contradice el hecho de que § < a#.. Por tanto, debe tenerse que S(f) < a.

(2) = (8): Supongamos que para todo § < « se tiene que S() < «. Por ser « ordinal, en particular
es transitivo, luego de la Proposicion (3.6]) se sigue que:

Uﬁga.

Sea v € a, esto es que v < a, se tiene por hipdtesis que S(v) < a, luego S(v) € Uz, B, asi que
v E U/a <o B- Con lo que se tiene la contencion:

De ambas contenciones se sigue la igualdad.

(3) = (1): Supongamos que:

Sea v un ordinal. Se tienen tres casos:

= 7 < a. Como a =g, B, si S(7) = a se tendrfa que:

S =Jn8

B<a
- U 3
B<S(v)
=,
lo cual contradice el Teorema ({3.21))#.. Por tanto, S(vy) # «a.

» Si a < 7 se sigue nuevamente del teorema antes mencionado que o < S(7v), en particular

a#5(y).

Por los dos incisos anteriores se tiene que « no es sucesor de 7, luego a debe ser ordinal limite. [ |
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OBSERVACION 3.28 (Caracterizacion Alternativa Ordinal Limite)

Sea « ordinal no cero. Entonces, « es limite si y solo si para todo ordinal £ tal que 8 < « existe un
ordinal ~ tal que 8 < v < a. Esta caracterizacion se tiene de forma inmediata por la proposicion
anterior y por el Teorema (13.24) inciso (1).

La proposicion anterior nos permite hacer una distinciéon clara entre tres tipos de ordinales:
= Ordinal cero, a = 0.
» Ordinal sucesor, « = S(f) para algin ordinal f.
= Ordinal limite a no cero.

Esta distincion nos ayudara a probar una segunda version del Principio de Induccién Transfinita:

TEOREMA 3.29 (Segunda Version del Principio de Induccion Transfinita)
Dada una propiedad P(x) de z tal que:

(a) Se cumple P(0).
(b) Para todo ordinal « se tiene que P(«) implica P(S(«)).

(c¢) Para todo ordinal limite a no cero, si P(f) se cumple para todo 5 < «a, entonces P(«).

Entonces P(«) para todo ordinal a.

Demostracion:
Sea « ordinal tal que P(f) se cumple para todo < «. Debemos probar que P(«). Se tienen tres
casos:

» Si & es cero por (a) se sigue que P(0).

» Si a es ordinal sucesor entonces existe un ordinal g tal que a = S(f), luego < «, asi que del
inciso (b) se sigue que P(S(3)), es decir que P(«).

» Si v es ordinal limite no cero, entonces de (¢) se sigue que P(«).
Por los tres incisos se tiene que (V4 < a)P(f) implica P(«). Del Teorema ({3.25)) se sigue que P(«)

para todo ordinal «. [ |

Al igual que con los nimeros naturales nos interesa definir operaciones sobre ordinales. Para ello
usaremos una version del Teorema de Recursion Transfinita que se prueba en el Anexo [A]

Antes, explicaremos algunos elementos del teorema para comprender la forma en que procederemos.
Consideremos una propiedad P(z,y) tal que para todo z existe un tnico y para el cual P(x,y).
Denotemos por F a la funcion que a cada x lo asigna a y, es decir:

F(z) =y,
en otras palabras F(x) denota al tinico y tal que P(z, F(x)). En este caso F es llamada clase funciéon
o funcion (en italica), ya que formalmente no es una funcion, pero a cada conjunto le asigna un tnico
conjunto, con lo cual se comporta como si fuese una. Para comprender mejor esta idea, veamos el
siguiente ejemplo:
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EjemMmpPLO 3.30 (Existencia del Conjunto Potencia)
Sea A conjunto. Considere la propiedad Q(z,y):

Para todo u se tiene que u € y si y solo si u C x.
Esta propiedad cumple que:
(a) Para todo z existe un unico y tal que Q(x,y).

La prueba de esto se hace usando el Axioma de Potencia. Por el Axioma de Reemplazo se tiene
que para un conjunto A existe un conjunto B tal que:

be BsiysolosibC A,

es decir que existe el conjunto potencia P (A). En este caso la clase funcion o funcidn Fy seria
aquella tal que F1(A) =P (A).

En el Anexo [A] se hace un anédlisis de un teorema importante que es el Teorema de Recursion
Transfinita. Para no detenernos en detalles adicionales, simplemente enunciamos el tltimo teorema del
anexo mencionado anteriormente, ya que el mismo nos permitiré definir operaciones entre ordinales:

TEOREMA 3.31

Sean G, Gy v G3 funciones de dos variables, y sea G la funcion de dos variables que define la
propiedad definida en (A.5)). Entonces, la propiedad H formulada en (A.4) define una funcién F
tal que:

(CL) Fz(0> = G1<Z7®>'
(b) F.(S(a)) = Ga (2, F,(a)) para todo ordinal a.

(¢) F.(a) = Gs(z,F, | ) para todo ordinal limite v # 0.

Para todo ordinal « y para cualquier conjunto z.

Demostracion:
Una prueba detallada de este teorema se encuentra al final del Anexo . Las propiedades (A.5]) y
(A.4) pueden ser consultadas en el mismo anexo. |

Con este teorema ya podemos hacer la definicion de suma, multiplicaciéon y exponenciacion de
ordinales:

DEFINICION 3.13 (Suma de Ordinales)
Para todo ordinal 5:

(a) B+0=p0.
(b) B+ S(a) = S5(B + «) para todo ordinal a.
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(c) B+ a=sup {B - ’y"y < Oz} para todo ordinal limite o # 0.

Para ver que esta definicion de suma es conforme al Teorema (3.31)), consideremos las funciones Gy,

G, y G3 dadas por:

Gl(Z,l’) =2z
Go(z,z) = { S(z) si  x es ordinal

1] en otro caso

| sup(ran(z)) si  x es funcién
Ga(2,) = { 0 en otro caso

Entonces, el teorema anterior proporciona una funcion F tal que para todo z:
(a) F(z,0) = Gy(z,0) = 2.
(b) Para todo ordinal a:

F(z,5(a)) = Ga(2,F(z,a))
_ { g(F(Z,oz)) si F(z,a) es ordinal

en otro caso

(¢) Para todo o # 0 ordinal limite:

F(z,a) = G3(z,F, | a)

[ sup(ran(F, [ a)) si F, [« es funcion
- en otro caso

) sup {F(z,v)‘v < a} si  F, | aes funcién
0 en otro caso

Donde F, denota a la funcion tal que a cada x lo mapea a F,(x) = F(z,z). Si o y 8 son ordinales,
escribimos a + 8 en lugar de F(a, ) y rapidamente se verifica que F(«, ) siempre es un ordinal. Con
lo que tenemos formalmente definida la suma de ordinales. La razén de hacer esta definicién de esta

manera es por el Corolario (3.17)), pues tal resultado nos dice que no existe el conjunto de todos los
ordinales.

Con las operaciones de producto y exponenciacién no se hard un analisis tan detallado para mostrar
que estan bien definidas tales operaciones, pues es analogo el procedimiento al hecho aqui con la suma
de ordinales.

PROPOSICION 3.32 (Cero es Elemento Neutro Aditivo)
Sea « ordinal, entonces 0 + o = .

Demostracion:
Procederemos por induccién transfinita sobre a:
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= Si a = 0, entonces:

= Supongamos que el resultado se cumple para algin ordinal «, esto es que 0 + o = . Tenemos
que:

04 S(a) =S50+ «)
= S(a).

= Supongamos que « # 0 es un ordinal limite tal que 0 + 8 = § para todo 8 < a. Entonces:

0+a:8up{0+ﬂ)ﬁ<a}
:sup{5‘5<a}

:Uﬁ

B<a

= 057
por la Proposicion (3.27)), ya que « es ordinal limite no cero.

Se sigue de los tres incisos usando Teorema ((3.29) que 0 + o = « para todo ordinal a. [

OBSERVACION 3.33 (S(a) =a+1)
Si a es un ordinal, entonces:

a+1l=a+5(0)=S(a+0)=S5(a),
por lo que S(a) = a + 1.

EJEMPLO 3.34 (Suma de Ordinales No Conmutativa)
De la definicién de suma de ordinales tenemos lo siguiente:

1+w:sup{1+n’n<w}
:w’

por lo que:
l+w#w+1.

Asi que la suma de ordinales no es conmutativa.

EjEMPLO 3.35 (Suma de Ordinales No Cancelativa por la Derecha)
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Veamos que:

2+w= 2—|—n‘n<w}
= w,
por lo cual, del ejemplo anterior se sigue que:
l+w=2+4+w,

por lo que no se puede cumplir la cancelaciéon por la derecha. ;Se cumpliré la cancelacion por la
izquierda?

Mas adelante se responderé la pregunta planteada en el ejemplo anterior. Antes de ello, tenemos
que usar algunas definiciones como lo es la siguiente:

DEFINICION 3.14 (Producto de Ordinales)
Para todo ordinal g:

(a) 5-0=0.
(b) B-S(a)=p-a+ p para todo ordinal a.

(c) B-a=sup {6 . 7‘7 < a} para todo ordinal limite o # 0.

EJEmMPLO 3.36
Sea 3 ordinal. Se tiene lo siguiente:

(1) B-1=p-(0+1)=5-0+ =0+ p = por la Proposicion (3.32]).
(2) -2=p0(14+1)=p -1+ =+ . En particular, w-2 = w + w.

(3) B-w=sup{B-nln <wh=su{8,6+85, ..}
EJEmMPLO 3.37
Para todo ordinal a se cumple que 1-a = «.

Demostracion:
Procedemos por induccién transfinita sobre a.

= Para 0 se tiene que 1-0 = 0.

= Supongamos que 1 -« = « para algin ordinal «, entonces:

1-Sla)=1-a+1
=a+1
= S(a),

por lo que 1-S(«a) = S(a).

109



3. ORDINALES, CARDINALES Y w

= Supongamos que « # 0 es ordinal limite tal que 1- 8 = (8 para todo § < a. Se tiene que:

1-a:sup{1-ﬂ‘ﬁ<a}
:sup{5‘5<a}

:Oé7

por loque 1 -a=qa.

Se sigue de los tres incisos anteriores usando el Teorema ([3.29)) que 1 -« = «, para todo ordinal «. W
LEMA 3.38
Para todo ordinal o se cumple que 0 - o = 0.

Demostracion:

Procederemos por induccién transfinita sobre a:
= Sia=0setiene que 0-aa=0-0=0.
= Supongamos que 0 - o = 0 para algin ordinal «. Se tiene que:

0-5()=0-a+0
—040
— 0.

= Supongamos que « # 0 es ordinal limite tal que para todo 8 < « se tiene que: 0-3 = 0. Entonces
O-a:sup{0-5‘6<a}
= sup {O‘B < oz}

=0.

Por los tres incisos anteriores usando el Teorema ({3.29) se sigue que 0 - o = 0 para todo ordinal o. W

DEFINICION 3.15 (Exponenciacion de Ordinales)
Para todo ordinal §:

(1) B°=1.
(2) 3% = g . 3 para todo ordinal a.
(3) B* = sup {BV

v < a} para todo ordinal limite o # 0.

EJEMPLO 3.39
Se tiene lo siguiente:

(1) B*=8,8°=B-8,8=p-8-5.
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(2) B = sup { B

n < w}. En particular: 1“ =1, 2¥ = w y, para todo 1 <n < w, n¥ = w.

LEMA 3.40
Sean «y (3 ordinales tales que av < . Entonces S(a) < S(5).

Demostracion:
Se tienen dos casos:

» a = [ en cuyo caso se tiene que S(a) = S(f).

» o < 3. Por el Teorema ([3.21)) se tiene que S(a) < 3, luego S(a) < 8 < S(B).
Por los dos incisos se sigue que S(a) < S(5).

|

PROPOSICION 3.41
Sean «, [ y v ordinales tales que § < ~. Entonces:

(a) f+a<vy+a

(b) B-a<y-a.
Demostracion:
De (a): Procederemos por induccion transfinita sobre a:

= Si a = 0 el resultado se tiene de forma inmediata, ya que §+0= <~v=~v+0.

= Supongamos que el resultado se cumple para algtn ordinal «, es decir:

B+a<y+a, (3.2)
entonces:

B+ S(a) =8B+ a)
< S(y+ )
v+ S(a),
por el Lema y usando ([3.2). Asi que 8+ S(a) < v+ S(a).

= Supongamos que « # 0 es ordinal limite tal que para todo € < « se tiene que:

B+e<v+e
Entonces:

6+a:sup{6+e‘e<a}

c<al

supq 7y +e€

VAS/A

v+ a,
conlo que S+ a < v+ a.

Por los tres incisos y usando el Teorema (3.29) se sigue que 4+ o < 7y + «, para todo ordinal a.
De (b): Es anélogo a lo hecho en el inciso (a).
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PROPOSICION 3.42
Sean «a, f y v ordinales tales que 5 < v, entonces o + 5 < a + 7.

Demostracion:
Procederemos por inducciéon transfinita sobre v, antes notemos que v > 0:

= Supongamos que 7 es un ordinal tal que para todo ordinal 5 se tiene que § < v implica a+ 8 <
a + 7. Sea [ ordinal tal que 8 < S(7), se tienen dos casos:

e 3 =. Si esto sucede, se tiene lo siguiente:
at+f=a+v<Sa+y) =a+S().
e [ < . Si esto sucede, por hipotesis de induccion se tiene que:
a+pB<a+r,

pero, a« + v < S(a+ ) = a+ S(7v), por lo cual a + f < a+ S(7).

En cualquier caso, se tiene que a + < a + S(v).

= Supongamos que 7y # 0 es ordinal limite tal que para todo ordinal [ se tiene que 5 < = implica
que para todo & < v con [ < £ se cumple:

a+pf<a+€.

Sea (8 ordinal tal que 8 < . Por ser v ordinal limite existe ¢ < « tal que 8 < (. Por hipotesis
de induccion se tiene que:

a+p<a+(,

luego, como a + ¢ < sup {04 +f’£ < ”y}, entonces:
a+ﬁ<sup{a—|—§‘§<7} =a+7.

Por los dos incisos y usando el Teorema ([3.29)) se sigue que § < 7 implica que a + 5 < o+ 7 [ |

Este resultado nos permite de forma inmediata probar el siguiente corolario, respondiendo asi a la
pregunta planteada en el Ejemplo (|3.35)):

COROLARIO 3.43 (Propiedad Cancelativa por la Izquierda de Suma de Ordinales)
Sean «a, f y v ordinales tales que o + [ = a + 7y, entonces 3 = 7.

Demostracion:
Si B # 7, entonces < v 6 v < 3, luego por la Proposicion (3.42) se tiene que o« + 8 < a4+ 7 6
a+v < a+ B, es decir que a + 5 # a + 7. Usando la contrapositiva se sigue el resultado. [ |

El objetivo de la siguiente proposicion es de probar un teorema que sera fundamental para la dltima
demostracion del Capitulo [l
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PROPOSICION 3.44
Sean « y (8 ordinales tales que [ es ordinal limite no cero, entonces a+ 3 es ordinal limite no cero.

Demostracion:

Se tiene que como 0 < (3, entonces o < o+ (3 por la Proposicion (3.42)), se sigue que 0 < av+ 3 (pues
0 < a). Asi que a + (3 es ordinal no cero. Veamos que es limite. Sea v < a + 3, se tienen dos casos:

» v <, tomemos 7' = a, este cumple que v < v < a+ (.

= o < . Como f es ordinal limite, entonces:

at+p=Ja+¢
§<B

(ya que sup {oz—l—f’{ < B} = Uepa +€). Por tanto, existe § < 3 tal que v € o + &, es decir
que v < a+&. Seay = a4+ &, se tiene asi que:

<+ <a+p,

la segunda desigualdad se tiene, porque como £ < [ tenemos por la Proposicion (3.42) que
a+ & <a+ (3, es decir que v < a+ 5.

En ambos casos para 7 < o + 8 hemos encontrado un ordinal 7’ tal que v < 7' < a + (. Se sigue asi
que « + [ es ordinal limite. [ |

Para el siguiente teorema, recordemos que si tenemos 0 < n, m < w tales que n > m, entonces existe
un unico 0 < k < w tal que:
n=m-+k,

en tal caso k denota a la diferencia entre los ntimeros naturales n y m, esto es que k = n — m. Esto
nos permite de alguna manera introducir naturalmente la operacion de resta con elementos de w (con

algunas condiciones extras) y uno esperaria que con ordinales suceda lo mismo. El siguiente resultado
es una generalizacion de lo anterior.

TEOREMA 3.45 (Diferencia Ordinal)

Sean « y (8 ordinales tales que o < [, entonces existe un tnico ordinal v con v < 3 tal que
B=a+n1.

Demostracion:
Primero probaremos la existencia y luego la unicidad.

» Existencia. Si o < 3, entonces se tienen dos casos:

e o= f3, en cuyo caso existe y =0 con 7 < 5 (pues 0 < a = f) tal que f = = a + .

e o < (. Consideremos el conjunto:
s={e<plare<s).
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Este conjunto es no vacio, ya que 0 € S. Ademas, es acotado dado que por la Proposicién
(3.42) se tiene que para todo ¥ ordinal tal que 5 < ¥ se cumple que:

a+fp < a+1,

y por las Proposiciones ([3.32)) y (3.41)) se tiene:
f=0+0<a+p,

ya que 0 < «. Por tanto:
b < a-+1,

siempre que [ < 1. Se tiene asi que el conjunto S es acotado. Ademas, S cumple lo siguiente:
si £ € S, entonces para todo ( < & se tiene que:

a+(<a+&<p,
por lo cual, como & < 3 entonces ( < 3, asi que £ € S, esto es que:
EeS=V(<E e s (3.3)

Por ser S acotado no vacio, se sigue que tiene supremo, digamos . Afirmamos que 5 = a+.
En efecto, si no sucede esto, debe suceder alguno de los siguientes dos casos:

o a+ 7y < f, por el Corolario (3.22)) se tiene que:
Sl +7) <8,

como a + S(y) = S(a + ), se sigue que S(vy) € S y es tal que v < S(7) lo cual
contradice la eleccion de v como el supremo de S+#..

o B < a+ 7. No puede suceder que v = 0, ya que a < (3, por lo que v es ordinal sucesor
o es ordinal limite no cero. Afirmamos que en cualquiera de los dos casos existe & < ~
tal que:

b <a-+€.

Se tienen dos casos para 7:

o 7y es ordinal sucesor, entonces existe un ordinal £ tal que v = S(§). Ahora, £ <~y
como:

Sla+& =a+SE)=a+y>0,

entonces a + & > (. Si a + & = B entonces se tendria que £ serfa el maximo de
S por , lo cual contradice el hecho de que 7 es supremo de S#.. Por lo cual
a+&> 0.

¢ 7 es ordinal limite no cero. Por la Proposicion se tiene que a 4 7 es ordinal
limite no cero, luego para § < a + vy existe un ordinal £ < 7 tal que:

B<a+i<a+r.

En cualquier caso, hemos encontrado un ordinal ¢ < ~ tal que f < a+ €. Si & < (,
entonces a + £ < a + (, luego f < a + (, por tanto ¢ ¢ S. Por (3.3) se sigue que & es
cota superior de S, lo cual es una contradiccion ya que & < v y v es el supremo de S#..
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Por los dos incisos anteriores se sigue que S = a + . No puede suceder que 8 < 7, ya que
en tal caso se seguiria que < a + . Por tanto, v < .

Por los dos incisos anteriores se tiene que existe un ordinal v con v <  tal que 8 = a + 7.

» Unicidad. Si v y £ son ordinales tales que:
f=a+y v B=a+§,
entonces, o + v = o + £, luego por el Corolario (3.43) se sigue que v = &.

Mas propiedades de suma, producto y exponenciacion de ordinales pueden ser encontradas en [HHO3).

§3.3 CARDINALES

Continuando con nuestro estudio de ordinales pasamos ahora al estudio de cardinales. Mas adelante
veremos dos cardinales p y b que estdn intimamente ligados con el estudio de los espacios de Fréchet.

El objetivo de esta seccion es formalizar la nocion de cardinalidad | X| de un conjunto X. Para ello,
retomemos la definicién de equipotencia:

DEFINICION 3.16 (Equipotencia)
Sean X y Y conjuntos. Decimos que ambos son equipotentes si existe una funciéon biyectiva
f X — Y. Tal relacion es denotada por X ~ Y.

Reuslta que la relacion de equipotencia tiene varias propiedades, como son las que se enuncian a
continuacion:

PROPOSICION 3.46 (Propiedades de la Relacion Equipotencia)
Se cumple lo siguiente:

(1) Si X es conjunto entonces X ~ X.
(2) Si X y Y son conjuntos, entonces X ~ Y implica que Y ~ X.

(8) Si X, Y y Z son conjuntos, entonces X ~Y y Y ~ Z implica que X ~ Z.

Por lo que, si X es un conjunto entonces la relacion de equipotencia restringida a P (X) es una
relacion de equivalencia.

EJEMPLO 3.47
Los conjuntos R y P (N) son equipotentes.

EJEMPLO 3.48
Los conjuntos X y P (X) no son equipotentes.
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EJEMPLO 3.49
Consideremos los conjuntos w y w + 1. Se tiene que ambos son equipotentes. En efecto, sea f :
w + 1 — w dada por:

0 si T = W
f(x)_{x+1 €.0.C. ) M Ewdl

Se tiene que f esté bien definida y es biyecciéon, por lo cual w y w + 1 son equipotentes.

Un tipo de ordinales que resultan relevantes son los siguientes:

DEFINICION 3.17 (Ordinal Inicial)
Un namero ordinal o es un ordinal inicial si no es equipotente a algin ordinal £ tal que 8 < a.

OBSERVACION 3.50
Si « es ordinal inicial y 8 es un ordinal equipotente a «, entonces o < f3.

EJEMPLO 3.51 (w y n son Ordinales Iniciales)
Cada nimero natural es un ordinal inicial. w es un ordinal inicial, pero los conjuntos w+ 1, w + w
y w - w no son ordinales iniciales.

Una propiedad importante que se discute y prueba en la primera seccion del Anexo [Bes la siguiente:
si (X, =) es un conjunto bien ordenado, entonces (X, <) es isomorfo a un inico nimero ordinal. Este
resultado es muy relevante, ya que nos muestra que los ordinales nos permiten, aparte de ser una
extension de los numeros naturales, clasificar completamente a los conjuntos bien ordenados. Los

Teoremas (B.5)) y (B.7) prueban este resultado.
La segunda seccion del Anexo [Blesta dedicada a probar el Teorema (B.11]), la cual muestra que todo
conjunto puede ser bien ordenado usando el Lema de Zorn.

Estos resultados nos serviran para probar el siguiente teorema, que resultard imprescindible para
formalizar la nocién de cardinalidad:

TEOREMA 3.52
Todo conjunto X es equipotente a un tinico ordinal inicial.

Demostracion:

Sea X un conjunto, por el Teorema ([B.11]) existe un buen orden para X, digamos <. Ahora, por el
Teorema (B.5]) se tiene que (X, <) es isomorfo a algtn tnico ordinal, digamos «, en particular se tiene
que X y « son equipotentes. Sea:

A= {/B < a‘ﬁ es equipotente a X} .

Este conjunto de ordinales es no vacio, luego tiene elemento minimo, ya que o + 1 es bien ordenado
por ser ordinal. Sea aq el minimo de A. Afirmamos que «q es ordinal inicial. Si f < «q es tal que
es equipotente a «q se seguiria que X es equipotente a 3 lo cual contradice la eleccion de agy#.. Por
tanto, ag es ordinal inicial.
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Ahora, si «a; es otro ordinal inicial tal que X es equipotente a aq, se sigue que oy y «a; son equi-
potentes. Como ambos son ordinales iniciales debe suceder por la Observacion (3.50) que ap < oy y
a1 < o, esto es que a; = .

Por ende el ordinal inicial aq es el tinico ordinal inicial equipotente a X. [ |

Con este teorema probado, tenemos las herramientas suficientes para definir la cardinalidad de un
conjunto:

DEFINICION 3.18 (Numero Cardinal)
Sea X un conjunto. El nimero cardinal de X, denotado por |X| se define como el tnico ordinal
inicial equipotente a X.

OBSERVACION 3.53 (Diferencia entre Tipo de Orden y Cardinalidad)

Sea X un conjunto. En el Anexo [B] se prueba que todo conjunto puede ser bien ordenado, luego
existe un buen orden < para X. Como consecuencia del Teorema se tiene que (X, <) es iso-
morfo (como conjunto bien ordenado) a un tnico nimero ordinal, digamos «, que por la Definicion

(B.3) es llamado el tipo de orden de X.

Ahora, por el teorema anterior se tiene que existe un tnico ordinal inicial 5 tal que X y [ son
equipotentes.

Es natural preguntarse: ;o = 87 La respuesta es que no, ya que la cardinalidad de w + 1 es w,
pero su tipo de orden es w + 1. Asi que, en general, el tipo de orden y la cardinalidad no son la
misma para cualquier conjunto.

Como se menciona en la observacion anterior, el tipo de orden y la cardinalidad de un conjunto no
coinciden en general. En el Anexo[A]se hace un analisis méas detallado del tipo de orden de un conjunto
bien ordenado.

EJEMPLO 3.54
Si X es numerable, entonces |X| = w. Si X es finito de n-elementos, entonces |X| = n.

Para seguir, nuestro objetivo ahora serd dar una forma de producir ordinales iniciales ya que de
momento solo tenemos por el Ejemplo (3.51)) como ordinales iniciales a w y n, para todo n < w.

OBSERVACION 3.55
Si vy [ son ordinales tales que o < 3, entonces |a| < ||, pues como « < [ entonces a C 3 (pues
al ser ordinales, en particular son conjuntos transitivos).

Ahora nuestro objetivo sera el de encontrar una forma de construir ordinales iniciales a partir de los
que ya tenemos. Esto lo hacemos usando la siguiente definicion:

DEFINICION 3.19 (Numero de Hartogs de un Conjunto)
Sea A un conjunto. Se define el nimero de Hartogs de A, denotado por h(A) como el minimo
numero ordinal que no es equipotente a algiin subconjunto de A.

ProOPOSICION 3.56 (Existencia del Nuiumero de Hartogs)
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Sea A un conjunto, entonces el numero de Hartogs de A existe.

Demostracion:
Como A es conjunto, entonces A no es equipotente a P (A), mas aun, P (A) no es equipotente a
ningin subconjunto de A. Sea a = |P (A)|. Se tiene que el conjunto:

Q= {6 < a’ﬂ no es equipotente a ningin subconjunto de A} ,

es no vacio. Como a+1 es bien ordenado se sigue que A tiene minimo elemento, digamos ag. Afirmamos
que ag es el minimo ordinal tal que no es equipotente a ningin subconjunto de A. En efecto, si v fuese
otro ordinal tal que v < ag y ¥ no es equipotente a ningin subconjunto de A se seguiria que v € Q lo
cual contradiria la eleccion de ap#.. Por tanto, ag = h(A). [ |

El namero de Hartogs nos ayudara para poder constuir cardinales mas grandes que w como lo
muestra la siguiente proposicion:

PROPOSICION 3.57
Para todo conjunto A, h(A) es un ordinal inicial.

Demostracion:

Si 8 es un ordinal tal que 8 < h(A) entonces [ es equipotente a algin subconjunto de A, luego
no puede ser equipotente a h(A), ya que por definicién de nimero de Hartogs, h(A) no es equipotente
a algin subconjunto de A#.. Por tanto, h(A) es ordinal inicial. [

Con lo que estamos en posicion de definir ordinales iniciales usando recursion transfinita:

DEFINICION 3.20
Se definen por recursion transfinita los siguientes ordinales iniciales:

B Wy = W.

" w1 = M(w,) para todo ordinal a.

= W, = sup {w5’6 < a} si & # 0 es ordinal limite.
OBSERVACION 3.58
Se cumple lo siguiente:

(1) Sean oy [ ordinales. Si a < /3, entonces w, < wpg.

(2) Si o y [ son ordinales tales que a < [ y los ordinales w, y wpg son iniciales, entonces
lwa| < |wg|. En efecto, por (1) y la Observacion se tiene que |wy| < |ws|. No puede
suceder que |w,| = |wg|, ya que se contradiria la definicién anterior por ser ambos ordinales
iniciales y el hecho de que w, < wg. Por tanto, |w,| < |ws|.

Demostracion:
De (1): Procederemos por induccion transfinita sobre 3.

» Si § =0 el resultado se cumple de forma inmediata por vacuidad.
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= Supongamos que 3 es un ordinal tal que para todo ordinal o se cumple que si a < 3, entonces
wa < wg. Por definicion de wgy1 se tiene que wg < wg41, pues si wgy1 < ws, tendriamos que wgyq
es equipotente a un subconjunto de wg, lo cual contradice la definicion de nimero de Hartogs#..

Por tanto:
wg < Wgy1- (34)

Sea o un ordinal tal que oo < 5+ 1. Se tienen dos casos:

e Si a < 3, por hipotesis se tiene que w, < wg, por (3.4) se sigue que wy < Wa41.
e Si a = 3, entonces por (3.4)) se sigue que w, < ws1.

En cualquier caso, w, < wgy1.

= Supongamos que [ es ordinal limite no cero tal que para todo ordinal « se cumple que si o < 3,
entonces w, < wg. Sea o < 3, por definicion de wg se tiene que:

wg = sup {wv‘fy < 5}‘

Como [ es ordinal limite no cero, entonces no es sucesor de ningtn ordinal, por lo cual, dado que
a < B, se sigue del Corolario (3.22)) que oo+ 1 < 3. Por el inciso anterior se tiene que w, < Wai1,
luego:

7<5}:w5.

Wo < Wat1 K SUP {w7

Por los tres incisos anteriores y usando el Teorema ([3.29) se sigue que para todo ordinal /3, si & es un
ordinal tal que oo < f3, entonces w, < wg. |

LEMA 3.59
Para todo ordinal a se tiene que a < wy,.

Demostracion:
Procederemos por induccién transfinita sobre a:

= Se tiene que 0 < wy = w.

= Supongamos que « es un ordinal tal que a < w,, Como w,+1 = h(w,) se sigue del inciso (1) de
la Observacion (3.58) que wy < Was1, luego & < wai1. Si wey1 < a+ 1, tendriamos que:

a < Wer1 <a+1,
lo cual contradice el Teorema ({3.21)) inciso (3)#.. Por tanto, a + 1 < wa41.

» Supongamos que para « ordinal limite no cero se cumple que para todo 8 < «, 8 < ws. Luego:
sup {B‘ﬁ < a} < sup {Lug‘ﬁ < oz} )
por lo cual, de la Proposicion (3.27)) y por definicion de w, tenemos que:

a < Wy.

Por los tres incisos anteriores y usando el Teorema (3.29)) se sigue que @ < w,, para todo ordinal . B
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TEOREMA 3.60 (Caracterizacién de los Ordinales Iniciales Infinitos)
Se cumple lo siguiente:

(a) we es un nimero ordinal inicial infinito para todo ordinal a.

(b) Si €2 es un ordinal inicial infinito, entonces 2 = w, para algin ordinal «.

Demostracion:
De (a): Procederemos por induccion transfinita sobre a.

» Para a = 0 se tiene que w, = wy = w es ordinal inicial infinito.

» Supongamos que w,, es ordinal inicial infinito. Por la Proposicion (3.57)) se tiene que wq1 = A(wy)

es ordinal inicial, el cual es ademas infinito, pues w, C wq11, ya que w, < way1, dicha desigualdad
se tiene por la Observacion (3.58)) inciso (1). Asi que w,41 es ordinal inicial infinito.

Supongamos que o # 0 es ordinal limite tal que para todo 3 < « se tiene que wg es ordinal
inicial infinito.

Veamos que w, es infinito, en efecto esto se tiene, ya que 0 < o y por ende wy C w,. Supongamos
que w, no es ordinal inicial, entonces existe v ordinal tal que v < w, ¥ |wa| = |y|. Como:

We = SUp {Wﬁ‘ﬁ < a} ,
se tiene que existe J < «a tal que 7 < wg < w,. Ademas, como « es ordinal limite se sigue que
£+ 1 < a. Por tanto:
|wa| = 7] < |ws| < |wpia| < |wal,
pues, por definicion de cardinalidad se tiene que wg = |wg| ¥ wp1 = |wst1| y, por las Observa-
ciones y inciso (2). Asf que |w,| < |wa| lo cual es una contradiccion#,.. Por tanto,

we €s ordinal limite.

De los tres incisos anteriores y usando el Teorema ({3.29) se sigue que w,, es ordinal limite infinito, para
todo ordinal a.

De (b): Por el Lema (3.59)) se tiene que existe o ordinal tal que © < w, (por ejemplo, a = Q). Por
lo que, basta probar que para todo ordinal inicial €2 tal que €2 < w, existe un ordinal v < « tal que:

Q= w,.

Procederemos por induccioén sobre a.
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= Si a = 0 el resultado se tiene de forma inmediata, ya que si {2 es ordinal inicial infinito tal que

) < w, = wy = w, forzosamente 2 = w, asi que tomando v = « se tiene el resultado.

Supongamos que existe un ordinal « tal que para todo ordinal inicial infinito 2 < w, existe
v < a tal que 2 = w,.

Sea ahora () ordinal inicial infinito tal que 2 < wqy1. Si Q = w,1, se tiene el resultado tomando
v = a + 1. Supongamos que @ < wy1, es decir que Q < A(w,). Si w, < €2, entonces al ser
Q) ordinal inicial se sigue que no es equipotente a w,, por lo cual por definiciéon de nimero de
Hartogs se tiene que hA(w,) < €, pero esto contradice el hecho de que 2 < h(w,)#.. Por tanto,
2 < w,. Por hipotesis de induccion, existe v < o < a + 1 tal que Q = w,,.
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= Supongamos que « # 0 es un ordinal limite tal que para todo § < « se tiene que si ) es ordinal
inicial infinito tal que 2 < wg, entonces existe v < B tal que 2 = w,. Sea € un ordinal inicial
infinito tal que Q < w,. Si 2 = w, se tiene el resultado. Si 2 < w,, como:

We = SUpP {wﬁ‘ﬁ < a} ,
entonces, existe f < « tal que ) < wg < «, asi que existe 7 < 8 < « tal que Q = w,.

Por los tres incisos anteriores y usando el Teorema ([3.29) se sigue que para todo ordinal inicial infinito
() existe 7y ordinal tal que Q = w,. [ |

Con los resultados de esta seccion se concluye que cualquier conjunto es equipotente a un ordinal
inicial y, si es infinito, es equipotente a algiin w, con a ordinal. Haremos una distinciéon entre los
ordinales iniciales infinitos w, y los demas ordinales con la siguiente definicion:

DEFINICION 3.21 (Alephs)
Para cada ordinal « se define el ordinal inicial infinito:

Na:wa

llamado aleph a.

En esencia los alephs son representantes de clases de equivalencia de conjuntos con la misma cardi-
nalidad, pues estos cumplen que:
|wa| = Nom

es decir que la cardinalidad de N, es N,. Dado que la cardinalidad de todo conjunto coincide con algin
aleph por el Teorema inciso (b), ya que por definicion si X es un conjunto infinito, entonces | X|
es el unico ordinal inicial infinito equipotente a X, luego existe un ordinal « tal que | X| = X,,. Resulta
conveniente estudiar las operaciones entre ordinales pero ahora restringida a alephs.

Antes de ello, recapitulemos algunos resultados obtenidos sobre operaciones con ordinales:

LEMA 3.61
Sean «a, f y v ordinales tales que 5 < ~. Entonces:

(1) a+p<a+yyf+a<<y+a.

(2) a-B<a-yyB-a<y-

Demostracion:

De (1): El resultado se tiene por las Proposiciones ({3.42) y (3.41)) inciso (a).
De (2): La segunda parte se tiene por la Proposicion (3.41)) inciso (b). Probaremos que - 5 < a7,

para ello, procederemos por inducciéon transfinita sobre «, esto es, probaremos que para todo ordinal
B tal que B < 7 se tiene que - f < a - 7.
= Para v = 0 se tiene que si § es un ordinal tal que 8 < 7, entonces § = 0, asi que:

a-f=a-0=a-7.
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= Supongamos que 7y es un ordinal tal que para todo ordinal 8 con § < 7 se tiene que - < « - 7.
Sea (3 ordinal tal que 5 < S(7), se tienen dos casos:

e 3 < 7, en cuyo caso se sigue por el inciso (1) que:
a-fLa-y=a-7+0<a-v+y=a-5(),

pues 0 < 7.

e 3= 5(v), se sigue asi que:
a-f=a-S).

en cualquier caso se tiene que - f < a- S(7).

= Supongamos que ¥ es un ordinal limite no cero tal que para todo ordinal € con € < 7 se cumple
lo siguiente: para todo ordinal § tal que < € se tiene:

a-f<a e
Sea (3 ordinal con [ < 7. Se tienen dos casos:
e Si 8 = v de forma inmediata se tiene que av- 8 < « - 7.
e Si < 7, entonces:
a-ﬁésup{a-e‘e<7} =a-.
de los dos incisos anteriores se sigue que - < « -y

Por los tres incisos anteriores y usando el Teorema ([3.29)) se sigue que para todo ordinal + se tiene que
si B es un ordinal con S < 7, entonces « - § < « - 7, lo cual prueba el resultado. [ |

Sorprendentemente, la suma y producto de alephs difiere enormemente de la suma y producto usual
de ordinales. Para ello, un resultado fundamental es el siguiente teorema, cuya demostracion es un
poco extensa y puede encontrarse en [HHO3|:

TEOREMA 3.62
N, - N, =N, para todo ordinal a.

Como corolario tenemos el siguiente resultado:

COROLARIO 3.63 (Suma y Producto de Alephs)
Sean « y [ ordinales tales que o < 5. Entonces:

(a) Nﬁ'Na:Na'NﬁzNﬁ.
(b) Paratodo 0 <mn <w:n- -V, =V, -n=2N,.
(C) NQ—I—N/QINﬁ—l—NaINﬁ.

(d) Para todon < w: n+ RN, =8, +n=2N,.
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Demostracion:
Por la Observacion (3.58) inciso (1) tenemos que:

R, < Rp.
De (a): Como X, < Ng entonces por el Lema inciso (2) se tiene que:
Ny =Ng-1<Rs Na y Ng=1-Rg< Ry Ry, (3.5)
pues 1 < N, y por el Ejemplo : Ng =1-Ngz. Ademas:
Ny R <Ng Ry =85 v Ro-Rg< Ny Ry = Ry, (3.6)

por el lema antes mencionado inciso (2) dado que X, < Ng. De las desigualdades (3.5)) y (3.6) se sigue
que Ng - R, =Nz y N, - Ng = Ng, esto es que Ng - N, =N, - Ng = Ng.
De (b): Sea 0 < n < w. Se tiene por el lema antes mencionado inciso (2):
No=1-Ro<n-Ro v Na=Ro-1<Ry-1, (3.7)
pues 1 < n, ademas:

NNy KXo Ra=Ra ¥ R 1< Ry Ry = Ry, (3.8)
va que n < X,. De las desigualdades (3.7) y (3.8)) se sigue que: n-R, =X, y X, -n =R, esto es que
n-N, =N, -n=2~N,.

De (¢): Analogo a lo hecho en (a).
De (d): Anélogo a lo hecho en (d). [

§3.4 CARDINALES REGULARES Y SINGULARES

Resulta que podemos hacer una diferenciacion de ordinales en dos tipos: regulares y singulares. La
razon de esta diferenciacion tiene sustento en la construccion de cierto tipo de sucesiones, por lo cual
nuestro primer objetivo sera definirlas y trabajar un poco con ellas:

DEFINICION 3.22 (Sucesion Transfinita)
Sean ¢ un ordinal y X un conjunto.

= Una sucesion transfinita de elementos de X de longitud ¥ es una funcion f : 9 — X.

En este caso la funcion f es denotada por (z,|v < 9) o por (z,),_,-

= En el caso de que X es un conjunto cuyos elementos sean ordinales, diremos que (), , es

una sucesion transfinita de ordinales. En este caso la sucesion sera denotada por (), -

e Diremos que una sucesion transfinita es creciente si v < p < ¥ implica que o, < .

e Si ) es un ordinal limite y la sucesion (a,),., es creciente, definimos el limite de la
sucesioén (a,),_, por:

1/<19},

a = lim «,, = sup {ozl,
v—19

en tal caso « es llamado limite de la sucesion.
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OBSERVACION 3.64 (Cardinal Infinito es Ordinal Limite)
Si « es ordinal infinito, entonces la funciéon f: o+ 1 — o dada por:

0 si B8 =a
fB)=< B+1 si 0K<f<w , VB<a+l,
J5} si w<f<a

es una biyeccion entre o + 1 y a.

Sea k cardinal infinito, entonces k es ordinal limite. En efecto, por ser cardinal es ordinal inicial,
es decir que no tiene ningtin subconjunto equipotente a él mismo, luego de lo anterior no puede
ser ordinal sucesor. Ademés, por ser infinito no puede ser 0, con lo que debe ser ordinal limite.

Un lema que resultara util mas adelante es el siguiente:

LEMA 3.65
Sea (o), ., una sucesion transfinita de ordinales de longitud ¢, siendo este ordinal limite no cero,
tal que:
supa, =k y o, <Kk, Yv<?d, (3.9)
v<?9d
con k cardinal infinito. Entonces, existe una subsucesion creciente (a f(#))u< , de longitud A, siendo
este ordinal limite no cero, con A < ¥ y tal que:

it =
Ml_rg Af(u) = Ky

con f: A — 9 funcién creciente.

Demostracion:
Primero construiremos al ordinal limite no cero \. Sea:

C:{V<19

o, < a, para todo vV < V} :

se tiene que C' C ¥, como 1 es bien ordenado bajo la relacion < se sigue que (C, <) es un conjunto
bien ordenado. Tomemos A como el tipo de orden de (C,<) (la definicién de tipo de orden puede
consultarse en el Anexo . Afirmamos dos cosas:

» A< 9. Como C C 9y alser A el tipo de orden de (C, <) se tiene por el Lema (B.§]) que A < 9.

= )\ es ordinal limite. Dado que 0 € C, se tiene que A no puede ser 0. Si fuese ordinal sucesor,
tendriamos que existe un ordinal 8 < ¥ tal que A = S(3). Sea f : A — C una biyeccion tal que:

7<0= f(7) < f0), (3.10)

para todo 7,5 < A = S(8). Por definicion de C' se cumple para 8 < S(f) que:
au<af(,3)7 VI/<f(B),
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en particular, dado que f(5) es el maximo de C' por (3.10)), se tiene que:
a, < ayppy, Vv <.

Por lo cual sup,_y a, = aps) < K ya que f(5) < 9, lo cual contradice (3.9)#.. Por ende, A debe
ser ordinal limite no cero.

Sea f: A — C con C' C 9 la funcién del segundo punto, esto es que es una biyeccion entre A y C' tal
que:

<6 = fly) < f0), (3.11)

para todo 7, < A. Afirmamos que f es creciente. En efecto, sean 7,0 < A tales que v < 4, por (3.11)
se tiene que f(7v) < f(9), pero al ser f biyeccion debe suceder forzosamente que f(7y) < f(J). Se sigue
asi que f es creciente.

Consideremos la subsucesion (a f(“))u< ,» bor construccion esta sucesion es creciente. Para finalizar

hay que mostrar que:
lim « = K.
e f(w)

En efecto, por definicién de limite y como «, < k para todo v < ¥, en particular ay(,) < k para todo
1< A, se sigue que:

lim « < K.
e flp) X

Supongamos que 3 = lim,_, a¢,) < . Como sup,4 a, = K, entonces existe v < ¥ tal que:

B < a, <k.

Tomemos:

Vozml’n{l/<19‘5<al,}, (3.12)

este minimo existe, pues el conjunto de la derecha es no vacio, ya que contiene a v. Se tiene que vy € C|
porque al ser vy el minimo se tiene que no existe v’ < vq tal que:

6<al/’7

por lo cual:
a, < B<a,, W<y

Se sigue asi que vy € C. Como ran (f) = C, entonces existe pg < A tal que:
f(1o) = o,

luego:
V(o) S Mm@y = 5 <,

es decir que «,,, < [ lo cual contradice la eleccion de vy en (3.12))#.. Por tanto:

lim « =K
prars fp)
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OBSERVACION 3.66
Por el Teorema (3.24) si X es un conjunto de ordinales, entonces:

sup X = U Q.

aeX

La observacion anterior nos ayudara més adelante, ya que la misma nos permite determinar limites de
sucesiones transfinitas crecientes de ordinales. Con todo lo que hemos enunciado hasta ahora estamos
en condiciones de hacer la siguiente definicion:

DEFINICION 3.23 (Cardinales Singulares y Regulares)
Un cardinal infinito s es llamado singular si existe una sucesion transfinita creciente de ordinales
(@), <y con @, < k para todo v < 1, siendo ¥ un ordinal limite menor a , tal que:

k = lim a,,.
v—19

En caso de que no suceda lo anterior para el cardinal x diremos que k es regular.

EJEMPLO 3.67 (X, es Singular)
Se tiene que N, es cardinal singular. En efecto, notemos que por definiciéon de X, y la Observacion

(13.66]):
N, = U N, = sup{Nn

n<w

n<w}.

La sucesion (R,), ., es una sucesion transfinita creciente de ordinales tales que ®,, < 8,,, para todo
n < w < N, que por lo anterior cumple que:

N, = lim N,,.

n—w

Se sigue que N, es cardinal singular.

Nuestro objetivo ahora seré probar algunas propiedades y caracterizar tanto cardinales regulares
como singulares. Para ello, antes enunciamos la siguiente definicion:

DEFINICION 3.24 (Conjunto Acotado y No Acotado de Ordinales)
Un subconjunto X C k con k cardinal infinito es acotado si sup(X) < k y es no acotado si
sup(X) = k.

TEOREMA 3.68 (Propiedades de los Cardinales Regulares)
Sea k un cardinal regular.

(a) Si X C k es tal que | X| < k entonces X es acotado. Por ende, todo subconjunto no acotado
de & tiene cardinalidad k.

(b) SiA<kKy f:\— K, entonces ran (f) es acotado.
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Demostracion:
De (a): Si X es vacio es claro que X es acotad. Supongamos que X es no vacio, si tiene elemento

maximo, entonces es acotado, por lo que supongamos que X no tiene elemento maximo. En tal caso
se sigue que el tipo de orden de (X, <) es un ordinal limite (la definicion de tipo de orden se hace en

el Anexo [B]), digamos ¥. Sea:
{oz,, € X‘I/ < 19}

una enumeracion creciente de X. Como |J| = |X| < &, entonces ¥ < k, luego como k es cardinal

regular se sigue que:
sup X = lim o, < K.
v—9
Asi que X es acotado. La segunda parte se tiene usando la contrapositiva de lo probado anteriormente.
De (b): Como |ran (f)| < |A| < & se sigue del inciso (a) que ran (f) es acotado. |
Para caracterizar a los ordinales singulares debemos introducir la siguiente definicion:
DEFINICION 3.25 (Suma Infinita de Cardinales)
Sea {/ii

1€l } un conjunto de cardinales. Definimos su suma como:

U

i€l

E

el

b

donde {XZ-
1€ 1.

1el } es una familia de conjuntos disjuntos a pares tales que |X;| = k;, para todo

Notemos que esta definicion no depende de la elecciéon de los X;, ya que solo depende de la cardina-
lidad de estos conjuntos.

Veamos ahora que esta definicién coincide con la definicién de suma finita de ordinales. Para ello,
sean Ky y K ordinales. Si X7 y X, son conjuntos disjuntos tales que | X;| = k1 y |X32| = ko, se tiene

que:

> w=|Ux

ie{1,2} i€{1,2}
= | X7 U Xy
= |Xi| + [ Xz

= R1 _I_K'Qa

con lo que esta suma de cardinales extiende naturalmente la suma finita de cardinales.

El siguiente lema es probado en [HHO3| y nos ayudara para caracterizar a los cardinales singulares.

LEMA 3.69
Sean A cardinal infinito y {/@a

a < )\} un conjunto de cardinales tales que k, > 0, para todo
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o < \. Entonces:

ZEQZA-SUPI{@.

a<A a<A

Con el lema anterior podemos ahora caracterizar los cardinales singulares:

LEMA 3.70 (Caracterizacidon de los Cardinales Singulares)
Un cardinal infinito x es singular si y solo si:

K= § Ky,
v<d

siendo (ky), ., una sucesion transfinita de cardinales de longitud ¥ tal que s, < & para todo v < 1
y ¥ < k con ¥ ordinal limite.

Demostracion:

=): Supongamos que k es singular, entonces por definicién existe una sucesion transfinita creciente
de ordinales (a,),_, de longitud ¥ con ¥ < kK y oy, < K para todo v < 1, con ¢ ordinal limite, tal que
k = lim,_.y a,,. Por la Observacion y la definicion de limite de una sucesién transfinita creciente

de ordinales se tiene que:
U Q, = sup {ozy

v<y

v < 19} = lim o, = k. (3.13)

v—9

Notemos que:

o= U (a1 Une).

v<d v<y {<v

Sea A, = a, \ (Ug@ oz§> para todo v < 9. Tomemos:

Ky = |A)| = , Vv <.

04,,\U0¢5

E<v

Se tiene que la sucesion transfinita (k,),., de longitud ¥ es tal que:

Se= U

v<y <y

)

pues los A, son disjuntos a pares, ademés cumple que x, < |a,| < «a, < k para todo v < k. Por
construccion de los A, se tiene que | J, 4 A, = U,y aw, por lo cual de (3.13)) y de la igualdad anterior

se sigue que:
Z Ky = |K| = R,

donde la segunda igualdad se tiene por ser s cardinal, asi que (k,),_, es la sucesion deseada.

K= E KRy,

v<y

<): Supongamos que:
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con (ky ),y Una sucesion transfinita de cardinales tales que x, < & para todo v < ¥ con ¥ < k siendo
¥ ordinal limite. Tomemos:

K:{u<19/-£,,>0},

y sea A el tipo de orden de (K, <). Por el Lema (B.8)) se tiene que A < 9. Sea f : A = K una biyeccion
tal que:

§< (= f(§) < f(Q),

K= Z’ff(u)'

p<A

para todo &, < A. Veamos que:

En efecto, como k = ) _, k,, entonces para {X,, v < 19} familia de conjuntos disjuntos a pares tales

que |X,| = Kk, para todo v < ¥, se tiene que:

r=1UX| = U X5
v<d n<A
ya que podemos eliminar los conjuntos X, tales que k, = 0, pues estos son vacios. Por tanto,

Kk = Zu <» K- Ahora, existe una biyeccién g : |A| = A, por lo cual para la familia de cardina-

les {“fog(n)‘n < |)\|} se cumple que:

U Xrw = U Xsostm-

w<A n<|Al

asi que:

K = U Xfogm| = Z K fog(n) s

n<|Al n<|Al
siendo esta suma tal que Kfoq(;) > 0, para todo 1 < |A]. Por el Lema (3.69) se tiene que:

K =|A| - SUD K fog(y)-
n<|A|

Como |\ < A < ¥ < k, forzosamente debe suceder por el Corolario (3.63) que:

K = Sup /ifog(n)-
n<|Al

En particular, por la eleccion de K se debe cumplir que:

K = Sup K.
v<d

Por tanto, la sucesion transfinita (k,),<y tiene como supremo a « y es tal que k, < k para todo v < 9.
Por el Lema {D existe una subsucesion creciente (/@h(v)) , de longitud o < ¢, con o ordinal limite,

v<
tal que:
lim Kp) = K,
v—0
se cumple que k() < K, para todo v < oy que o < ¥ < k. Se sigue de la definicion que « es cardinal
singular. ]

Como corolario tenemos el siguiente resultado, el cual nos ayudara mas adelante para probar la
regularidad del cardinal b:
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COROLARIO 3.71
Un cardinal infinito x es singular si y solo si:

n=U A
v<d

donde (A,),_, es una sucesion de conjuntos disjuntos a pares tales que |A,| < s para todo v < 1
y ¥ < k con ¥ ordinal limite.

Demostracion:

=): Se hizo en el Lema (3.70)).

<): Por definiciéon de suma de cardinales y por ser x cardinal se sigue que:

UAa=> Al

v<d <y

con |A,| < k para todo v < ¥ y ¥ < k con ¥ ordinal limite. Del Lema (3.70]) se sigue el resultado. W

K =

EJEMPLO 3.72 (w; es Regular)
El cardinal w; es regular. En efecto, si fuese singular se tendria por el Corolario (3.71) que:

w1 = UAuy

donde (A,),_, es una sucesion transfinita de conjuntos disjuntos a pares tales que |A,| < w; y
¥ < wy con ¥ ordinal limite. En particular debe tenerse que:

|Al/| < Wy = W,

[Y| < wo = w.

Por lo cual estarfamos diciendo que w; es unién a lo sumo numerable de conjuntos a lo sumo
numerables, el cual sabemos que es a lo sumo numerable, lo cual contradice la elecciéon de wy, pues
por definicién es el menor ordinal que no equipotente a ningin subconjunto de wy, en particular
no puede ser a lo sumo numerable#..

Por tanto, w; es regular.

§3.5 LEMA DE FODOR

Para terminar nuestro estudo de ordinales, tendremos como objetivo probar Lema de Fodor, mismo
que resultara fundamental para un resultado del Capitulo 4] Antes de ello, estudiaremos un poco las
propiedades topoldgicas de los conjuntos de ordinales.

Sea « ordinal. Podemos dotar al espacio (a, <) de la topologia del orden, es decir, topologia que
tiene como bésicos a los conjuntos de la forma:

(A,u)z{ﬁ<a(k<ﬁ<u},
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con A\, u < « tales que A < p. Denotamos a este espacio topologico por [0, ). Estudiaremos algunas
propiedades de este espacio.

Antes, notemos que dado un conjunto X de ordinales, siempre existe un ordinal « tal que g < «
para todo 8 € X (tome, por ejemplo oo = sup X + 1).

OBSERVACION 3.73

Sean « y [ ordinales tales que f < ay X C a. Si =0 o f es ordinal sucesor, entonces estos no
pueden ser puntos de acumulacion de X, ya que:

» Si 8 =0 entonces U = [0,1) = {0} = {f} es un abierto que contiene a /3.

= Si (3 es ordinal sucesor, entonces existe un ordinal v tal que § = v+ 1, con lo que el conjunto
U=(v,7+2)={y+ 1} = {8} C a es un abierto que contiene a /.

En ambos casos hemos construido un abierto U que contiene a [ tal que:

XN@U\{s}H) =10

Con lo que S no es punto de acumulaciéon de X.

La observacion anterior motiva al siguiente lema:

LEMA 3.74

Sean « ordinal y X C «. Si 8 es ordinal tal que es punto de acumulacion de X, entonces 3 es
ordinal limite no cero.

Demostracion:
Es inmediato de la Observacion (3.73|). [ |

El siguiente lema nos ayuda a caracterizar a los puntos de acumulacién de un conjunto de ordinales.
Antes, de la definicion de punto de acumulacion se tiene que si 5 es punto de acumulacién de algin
X C a, entonces 3 < «, pues el punto de acumulacion debe ser elemento de «.

LEMA 3.75 (Caracterizacién de los Puntos de Acumulacién)

Sean « ordinal, X C a y § < «a. Entonces, un ordinal limite 3 es punto de acumulacion de X siy
solo si sup(X N B) = 6.

Demostracion:

=): Supongamos que 3 ordinal limite es punto de acumulacion de X . Por lo enunciado anteriormente
debe suceder que 8 < a. Como 5 es punto de acumulacion de X se tiene que para todo abierto U C «:

XN (U\{s}) # 0.

En particular, para todo v < § el conjunto:

UV:{/\‘7<)\<6+1},
es un abierto subconjunto de oo que contiene a (3, ya que 5 + 1 < « para el cual se cumple que:

XU N\{BY) #0, vy <p.
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Por tanto, para todo v < 8 existe A, < 8 con A, € X tal que:

¥ <Ay < B,
por lo cual:
sup(X N B) = B,
ya que 3 = sup,.g 7 por ser ordinal limite.
<): Supongamos que:
sup(X N G) = p.

Para ver que 8 es punto de acumulacion de X basta con probar que para todo abierto U que contenga
a [ se cumple que:

XN U\{s}) #0.

En particular, como [ < « basta probar lo anterior para conjuntos de la forma:

Uvz{/\‘7<)\<6+1}=(%5+1), Vv < B,

pues, U, es un basico que contiene a . Como [ es el supremo de X N 3, entonces:

B=J e

eeXNp

por lo cual, para todo v < 3 existe €, € X N 3 tal que v € ¢, esto es que v < ¢,, asi que:

XU \{B}) #0, vy <B.

Se sigue asi que [ es punto de acumulaciéon de X. |

EJEMPLO 3.76
Si X =w = [0,w), entonces w > 0 no es punto de acumulacion de X a pesar de que sup(w) = w,
pues X Nw = w. Esto se debe que w ¢ X.

En cambio, si X =w+ 1= [0,w] = [0,w + 1) entonces w > 0 si es punto de acumulacion de X.

DEFINICION 3.26 (Conjunto CLUB y Estacionario)
Sea  un cardinal regular no numerable. Un subconjunto C' C k es llamado CLUB (por las siglas
en inglés de CLosed UnBounded) si C' es no acotado en k y es cerrado en k.

Un subconjunto S C k es llamado estacionario si S N C # () para todo C' subconjunto CLUB
de k.

EJEMPLO 3.77
El conjunto C' = w; es CLUB. En efecto, esto se sigue del hecho de que w; es regular no numerable
por el Ejemplo (3.72)), de que es no acotado y es cerrado en wj.

Mas aun, todo conjunto de la forma [, k) con @ < k es CLUB, siendo k cardinal regular no
numerable.
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LEMA 3.78 (Caracterizacion de los Conjuntos CLUB)
Sea k un cardinal regular no numerable. Un subconjunto no acotado C' C k es cerrado si y solo si
para toda sucesion creciente (ag)e< en C' de longitud v con v < & tal que:

lim o = a < &,
ISual

se tiene que a € C.

Demostracion:
=): Supongamos que C' C k es cerrado. Sea (g)e< Una sucesion creciente de elementos de C' de
longitud 7 con y < k. Se tiene por el Teorema ([3.24)):

a=lima; = U Qg = sup {ag‘f < 7} . (3.14)

E—y
E<y
Tenemos tres casos:

= « es 0, en cuyo caso la sucesion tenia longitud v = 1, luego o = oy € C.

= « es ordinal sucesor, en cuyo caso debe tenerse que <y es ordinal sucesor, asi que existe £ < y tal
que v = & + 1. Se tiene asi por (3.14) que:

a=oa e C.

= « es ordinal limite. Veamos que:
sup(C' Na) = a.

En efecto, como:
{ag‘f < 7} CCnNa,
se sigue que:
sup {045‘5 < ’y} <sup(CNa) < a,

y por (3.14) obtenemos que sup(C' N «) = a. Por el Lema ({3.75) se tiene que a es punto de

acumulacion, luego al ser C' cerrado se sigue que o € C'.

Por los tres incisos anteriores se sigue que a € C.

<): Supongamos que para toda sucesion creciente (ag)e< en C de longitud v con v < & se tiene
que:

lim €73 e C.
§=y

Para probar que C' es cerrado basta con ver que contiene a todos sus puntos de acumulaciéon. Sea «
un punto de acumulacion de C', se cumple que:

sup(CNa) = a.

Por el Lema ([3.74) se tiene que « es ordinal limite no cero. El conjunto C'N « es bien ordenado por <
(ya que es subconjunto de «), tomemos a v como el tipo de orden de (C'Na, <) (la definicion de tipo
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de orden puede consultarse en el Anexo [B)), por el Lema (B.8) se tiene que v = [[(CNea, <) < ay
como « < k, entonces v < K.

Al ser 7 el tipo de orden de (C' N a, <), existe una biyeccion f : v — C' N« tal que:

£ <= f() < f(Q),

para todo &, ¢ < . Esta funcién es creciente pues si &, ( < 7 son tales que £ < ( se tiene por lo anterior
que f(§) < f(C), ya que f es biyeccion. Definimos la sucesion (S¢) ¢, dada como sigue:

Pe = f(&), V&<~

Basicamente esta sucesiéon enumera todos los elementos de C'Na de forma creciente, pues, f es creciente.
Por construcciéon tenemos que:

lim e =sup(CNa)=a <k

=

por lo cual, usando la hipotesis se sigue que a@ € C. Con lo cual C' contiene a todos sus puntos de
acumulacion. [ |

PROPOSICION 3.79
Sea k cardinal regular no numerable. Si C' C k y D C & son conjuntos CLUB, entonces C'N D
también lo es.

Demostracion:

Como C, D C k son CLUB, en particular son cerrados, luego su interseccion C'N D es cerrada. Asi
que basta con probar que C'N D es no acotado.

Sea ap < k. Como C' es no acotado, entonces existe a; € C' tal que oy < ay. Anélogamente, existe

as € D tal que a; < ay. Procediendo por induccién tenemos construida una sucesion (ay,),, <., tal que:

Qg <oy < g <ag <oy <...
donde aq, asz, a5, - € C'y ag, ay, ag, - - - € D. Tomemos:

o = lim «,,.
n—w

Como C'y D son conjuntos CLUB, se sigue por el Lema (3.78)) que:
lim gy € C y  lim agqr) € D,
n—w n—w

pero:

a = lim o, = lim ay(py1) = lim agpy1,
n—w n—w n—,w

por lo cual a € C'N D. Asi que para todo oy < k existe a € C'N D tal que ay < «a. Por tanto, C N D
es no acotado. Se sigue asi que C'N D es conjunto CLUB. |

LEMA 3.80
Sea k cardinal regular no numerable. Entonces, si S C k es estacionario y C' C k es CLUB se tiene
que S N C es estarionario.
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Demostracion:
Sea D C k conjunto CLUB. Se tiene que:

(SNC)ND=SnN(CnND),
donde CND es CLUB por la Proposicion (3.79)), asi que al ser S estacionario se sigue que SN(CND) # (),

esto es que:
(SNC)nD #0.
Por tanto, S N C es estacionario. [ |

Un hecho interesante de los conjuntos CLUB es que la interseccion de los mismos sigue siendo CLUB,
siempre que sea una cantidad menor k:

PRroOPOSICION 3.81
Sea k cardinal regular no numerable. Si v < Ky (Cy)a<y €s una sucesion de conjuntos CLUB de
longitud ~, entonces el conjunto:

C=()Ca

a<y

es CLUB.

Demostracion:
Procederemos por induccién sobre v < k.

» El caso 7 = 0 es inmediato, ya que la sucesion constaria de un solo elemento.

= Supongamos que existe un ordinal v < k tal que para toda sucesion de conjuntos CLUB de
longitud v se tiene que su interseccion es CLUB. Sea (C,), <41 Una sucesion de conjuntos
CLUB de longitud « + 1. Se tiene que:

] Ca= (ﬂ ca> ne,,

a<y+1 a<y

donde 1,
es CLUB.

C, es CLUB por hipotesis de induccion. Por el Lema ([3.79)) se sigue que [, <11 Ca

= Supongamos que v # 0 es ordinal limite tal que para toda sucesion de conjuntos CLUB de
longitud € < 7 se tiene que su interseccion es CLUB. Sea (C,) una sucesiéon de conjuntos
CLUB de longitud ~. Se tiene que el conjunto:

C=[)Ca

a<y

a<ly

es cerrado por ser interseccion arbitraria de cerrados. Veamos que es no acotado. Para ello,
definimos:
D, = mC’g, Va < 7.

é<a
Por hipétesis de induccion D, es CLUB, para todo a < 7y, ademas, C' = [, o Da. Se cumple
que:
D02D12"'2Da2..., VOZ<’Y (315)
Sea a < k. Construimos una sucesiéon de ordinales de longitud v por recursiéon transfinita como
sigue:
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e Tomemos (3, ordinal tal que £y € Dy y e < [y, esto es posible, pues Dy es CLUB.
e Para todo ordinal { < v tomemos 3; € D, tal que:

o (v <€} <

esto es posible pues, nuevamente D¢ es CLUB y sup {61, v < 5} < K, por ser k cardinal

regular.
La sucesion construida cumple que:

Bo<Bi<...<fBe<..., VE<,

es decir, que (f¢) ¢<-, €S creciente con y < K. Por ser k cardinal regular debe suceder que:
£ = lim B < k.
=y ¢

Ahora, para cada 1 < k se tiene que [ es el limite de la sucesion (65)77 <t<ry de elementos en D,
(por (3.15))), por lo que al ser D, CLUB, del Lema (3.78)) se sigue que 5 € D,. Asi que:

Be () Da

a<y

es decir que # € C. Se concluye que para todo o < 7y existe § € C tal que a < f < k. Por tanto,
C' es no acotado en k, luego C' es CLUB por ser cerrado.

Por los tres incisos anteriores y el Teorema (3.29)) se sigue el resultado. [ |

. Por qué solo una intersecciéon de una sucesion de longitud v < k7

EjEMPLO 3.82 (Interseccidon Arbitraria Conjuntos CLUB no es CLUB)
Sea  cardinal regular no numerable. Consideremos la sucesion (Cy,), ., de conjuntos CLUB dados
por:

Co = a,k), VYa<k.

Se verifica que (), Ca = 0, que es un subconjunto cerrado de £, pero que es acotado.

DEFINICION 3.27 (Interseccion Diagonal)
Sean r cardinal y (X,),., una sucesion de subconjuntos de . La interseccién diagonal de
(Xa),<,, se define como el conjunto:

Axaz{g<m‘ge ﬂxa}.

o
<K a<f

LEMA 3.83 (Caracterizaciones de la Interseccion Diagonal)

Sean x cardinal y (X,),., sucesién de subconjuntos de . Entonces:

(1) AXy= A (ﬂf@xa).

a<k a<k
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(2) A X.= AY, donde Y, = {5 € X,

a<k a<k

a<€}.

(3) A Xo=( (Xau {g‘g < a}>

a<k a<k

Demostracion:
De (1): Probaremos la doble contencion:

= Si( e A X, entonces ( < k es tal que ( € ﬂa<< X, asi que ¢ € X,, para todo a < (, luego

a<k
en particular:

¢e)Xe

é<a
para todo a < ¢, asi que ¢ € [, < (ﬂg <a X§> con lo que de la definicion de interseccion diagonal
se tiene que ( € A (ﬂgga Xg).

a<k

s Sie A (ﬂg@ X§>, entonces ¢ < k es tal que ¢ € [, (ﬂgga Xg). Notemos que:
a<k

N(Nx)eno.

a<( \{(<a a<¢

por ende ¢ € ﬂa« X,. Se sigue asi que ( € A X,.

a<k

Por los dos incisos anteriores se tiene la igualdad.

De (2): Probaremos la doble contencion. Para ello, notemos antes que:

AYQ—{§</<;’§E ﬂYa}

a<k a<£

:{§</ﬁ)§€ﬂ{CEXa

a<é

(3.16)

a<g}}.

m Si&e A X, entonces £ < k es tal que € € ﬂa<5 X, ast que € € X, para todo a < &, luego:

a<k

¢e{cex,

a<g}, Vo < ¢,

asi que € € [, {C € X,

a < C}, lo cual implica por (3.16) que £ € A'Y,,.

a<k

s Sife AY,, entonces £ < k es tal que:

ceN{cexa

a<é

o<},
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por lo cual £ € {C € X,

a < C}, para todo a < &, es decir que ¢ € X, para todo a < &, luego:

¢e )Xo

a<é

Por tanto, £ € A X,.

a<k
De los dos incisos anteriores se sigue la igualdad.
De (3): Probaremos la doble contencion:

» Si¢ e A X,, entonces £ < K es tal que £ € )

a<k

si a < Kk es tal que £ < «, entonces £ € {C’C < Oz}. Por tanto:

ace Xas asl que § € X, para todo o < €. Ahora,

e xau{cc<a},
para todo a < k. Se sigue asi que:

£ e ﬂXaU{C‘Cga}.

a<k
= Sife(),..XaU {Q‘C < a} se tiene que:

e NX.u{clc<al,

a<é

pues, [y« Xa U {Q‘C < a} C Nywe Xa U {(‘C < a}, ya que £ < «, para todo o < K, luego
¢ < k. Lo anterior implica que:

£eXaU{C‘g<a}, Vo < €,

donde ¢ ¢ {C‘C < a}, para todo a < &, asi que:
e X,, Va<é&.

Se sigue asi que £ € ﬂa<§ Xq, es decir que £ € A X,.

a<k

De los dos incisos anteriores se sigue la igualdad. |

PROPOSICION 3.84 (Intersecciéon Diagonal de x Conjuntos CLUB es CLUB)
Sea k cardinal regular no numerable y (X,,) una sucesion de subconjuntos CLUB de k, entonces
el conjunto:

a<k

C=AC,

a<k

es CLUB.
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Demostracion:
Sea C' = A C,. Por el Lema (3.83) inciso (1) se tiene que:
a<k
A C, = A D,,
a<k a<k

donde D, = ﬂ§ <o Ce para todo a < k. Estos conjuntos son CLUB por la Proposicion 1) y cumplen
que:
Dy>2D12D---2D,2---, Va<ak. (3.17)

Hay que probar que C' es cerrado y no acotado.

= (' es cerrado: Basta con probar que C' contiene a todos sus puntos de acumulacion. Sea ¢ punto
de acumulacion de C, por el Lema ([3.74]) se tiene que (¢ es ordinal limite no cero. Observemos
que:

neC < ne A D,

a<k

> n€ () Da

a<n

(3.18)

con lo que basta probar que ( € D, para todo a < (. Sea o < (, tomemos:
XQZ{VEC)O(<V<<}.

Si v e X,, entonces v € C asi que de (3.18) se sigue que v € ﬂ£<y Dg, luego por (3.17) se tiene
que v € D,, ya que ﬂ£<y D¢ C D,, pues a < v. Por tanto, X, C D,. Notemos que:
sup (Xo) = sup (C'N¢) = ¢,

por ser ¢ punto de acumulaciéon de C'y por el Lema (3.75)), con lo cual al ser D, conjunto CLUB
debe tenerse que ¢ € D,.

= C es no acotado: Sea o < . Construimos la sucesion (/3,), ., como sigue:

e Sea 3y ordinal tal que a < By < k'y By € Dy, lo anterior es posible, ya que Dy es CLUB, en
particular es no acotado. Como 3y < k podemos tomar ahora 3; ordinal tal que By < 6, < k
y B1 € Dg,, lo cual nuevamente se puede hacer por ser Dg, CLUB.

e Supongamos construidos fy, ..., 5, con 0 < n < w tales que B; < f;11 < k para todo ¢ < n,

y:
Bit1 € Dﬁw Vi < n.

Como f, < k podemos tomar 3,41 ordinal tal que 3, < Bu41 < K'Y Bni1 € Dg,,.

Aplicando induccién tenemos construida una sucesion (3,) tal que:

n<w
a<fBo<pPr<--<Bp<-, Vn<uw, (3.19)
con 3,41 € Dg, vy B, < K para todo n < w. Afirmamos que:
g =1limpg, € C.
n—w
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En efecto, por (3.18]) basta con probar que § € Dg¢ para todo & < (. Sea £ < f3, como:

B = lim i, = sup { 4,
n—w

n<w},

entonces, debe tenerse que existe ng < w tal que & < f3,,,, ya que en caso contrario se tendria que

¢ es cota superior del conjunto { Bnln < w}, con lo que 8 < &, lo cual no puede suceder. Ahora,
por (3.17)) y usando ([3.19) se tiene que:
Bk € Dg,,, Vk > ng,

por lo que la sucesion (B,4n), -, €sta en Dg,, , luego al ser este conjunto CLUB se sigue que su
limite, el cual es 8 debe estar en Dg, . Asi que:

B € De,

pues por (3.17)) y como & < [y se tiene que Dg, C De. Por tanto, § € C es tal que a < 8 < k.
Se sigue asi que C' es no acotado en k.

Por los dos incisos anteriores se sigue que C' es CLUB. |

DEFINICION 3.28 (Funcién Ordinal)
Una funcién ordinal es una funciéon f: A — B donde A Cay B C [y, ay [ son ordinales.

DEFINICION 3.29 (Funcién Regresiva)
Una funcién ordinal f en un conjunto S es regresiva si:

fla) <a, VYaces,

con a > 0.

TEOREMA 3.85 (Lema de Fodor)
Sea x un cardinal regular no numerable. Si f : S — k es una funcién regresiva en un conjunto
estacionario S C k, entonces existe un subconjunto estacionario Sp C S'y v < & tal que:

f(Oé) =7 Va € 5’0~

Demostracion:
Supongamos que para todo v < k el conjunto:

s, = {aes|r@ =1}
no es estacionario. Entonces, para todo v < k existe un conjunto CLUB C., C « tal que:
S,nC, =0.
Como S es estacionario, debe suceder que para todo a € S N C, se tiene que f(a) # 7. Tomemos:

C=AC,

<K
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se tiene por la Proposicion (3.84) que C' es CLUB, luego, del Lema (3.80)) se sigue que S N C es

estacionario, en particular es no vacio.

Se cumple que si a € SN C entonces a € S'y, de la definicién de interseccion diagonal:
a € ﬂ s,
y<a

por lo cual f(«) # 7 para todo v < «, es decir que f(«) > « lo cual contradice el hecho de que f sea
regresiva# .. Por tanto, existe un conjunto estacionario So C S'y v < k tal que:

fla)=~, VYaes

§3.6 NUMERO DE PSEUDOINTERSECCION p

En esta seccion, se definira el cardinal p a partir de algunas propiedades de w y probaremos unos
resultados sobre la existencia y propiedades de este cardinal.

DEFINICION 3.30 (Preorden)
Sea X un conjunto. Un preorden para X es una relacion =< tal que:

» (Reflexiva): Para todo x € X, = < z.
» (Transitiva): Para todo z,y,z € X, x < = z implican x < z.
Yy yyy

En tal caso decimos que X esta preordenado por < o que < es un preorden para X.

DEFINICION 3.31 (La Relacién C*)
Sean A, B C w, decimos que A esti casi totalmente contenido en B o que B contiene casi
totalmente a A si |A\ B| < w. Tal relaciéon es denotada por A C* B.

PROPOSICION 3.86 (C* es un Preorden)
La relacion C* es un preorden para P(w).

Demostracion:
Para probar que C* es un preorden basta con ver que es una relacion reflexiva y transitiva.

» Reflexividad. Sea A C w, entonces A\ A =0, luego |A\ A] =0 < w, con lo que A C* A.
» Transitividad. Sean A, B,C C w tales que A C* By B C* (', entonces:
|A\B|<w y |B\C(C|<w.

Afirmamos que:

A\C C(A\B)U(B\C).
En efecto, si x € A\ C, entonces z € Ay x ¢ C. Se tienen dos casos:
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e r € B, sesigue que x € B\ C.
e o ¢ B, sesigue que x € A\ B.
Por los dos casos anteriores se sigue la contenciéon. Ahora, observemos que:
[ANCI < [(A\B)U(B\ CO)
< [|A\ B[+ B\ C|
< w,

por ende, A C* C.

DEFINICION 3.32 (Pseudointerseccion de una Familia)

Sea A C w y F una familia de subconjuntos de w. Decimos que A es una pseudointerseccion
de la familia F si A C* F, para todo F' € F. En caso de que suceda lo anterior decimos que F
tiene una pseudointerseccion.

Veamos algunos ejemplos de la definiciéon anterior.

PROPOSICION 3.87 (Toda Familia tiene Pseudointerseccion)
Sea F una familia de subconjuntos de w, entonces todo subconjunto finito de w es pseudointersec-

cion de F.

Demostracion:
Sea A C w finito, entonces para todo F' € F se tiene que:

|A\ F| < |A| < w,

esto es que A C* F. Por tanto, A es pseudointerseccion de F. [

La proposicién anterior muestra que dada una familia F siempre podemos encontrar una pseudo-
interseccion de la misma que sea finita y que esta no necesariamente es tnica. El siguiente ejemplo
muestra que hay familias que no tienen como pseudointerseccién a un algin conjunto numerable.

EjeMPLO 3.88 (Fin(w) no tiene Pseudointersecciéon Numerable)
Consideremos la familia Fin (w) de todos los subconjuntos finitos de w. Entonces, Fin (w) tiene
pseudointerseccion finita pero no tiene pseudointersecciéon numerable.

Demostracion:
Por la proposicion anterior todo subconjunto finito de w es pseudointerseccion de Fin (w). Veamos
que no tiene pseudointerseccién numerable. Para todo A C w numerable se cumple que:

[AN F| = w,

para todo F' € Fin (w), ya que F es finito. Asi que A €* F se sigue entonces que Fin (w) no puede tener
pseudointersecciéon numerable. [ |

El hecho anterior motiva la siguiente pregunta: ;cémo garantizar la existencia de una pseudointer-
seccién numerable? La respuesta a esta pregunta la veremos mas adelante. Antes, una definicién:
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DEFINICION 3.33 (Familia Centrada)
Una familia A de subconjuntos de w es centrada si para todo A" C A tal que |A’| < w se cumple

que:
N

De la definiciéon se sigue que no toda familia es centrada, més atn, si algiin elemento A de la familia
A es finito, entonces la familia no puede ser centrada (por ejemplo, tomando A" = {A}).

= W.

PRroPOSICION 3.89 (Filtro Propio Libre es Centrado)
Sea F un filtro propio libre sobre w, entonces F es centrado.

Demostracion:
Supongamos que existe una subfamilia finita ' C F tal que:

n»

< w.

Al ser F filtro se tiene que:
(7 erF (3.20)

Como F es filtro libre, de la Proposicion se sigue que CoFin (w) C F, en particular se tiene:
w\[F €F. (3.21)
Nuevamente, al ser F filtro por y debe suceder que:
0= (NF)n(«\OF)eF,

lo cual contradice el hecho de que F es propio#.. Por tanto, F es centrado. [

OBSERVACION 3.90 (CoFin(w) es Centrada)
Al tenerse que CoFin (w) es un filtro propio libre sobre w de subconjuntos numerables (por lo
obtenido en el Capitulo, de la proposicion anterior se sigue que CoFin (w) es una familia centrada.

LEMA 3.91
Sea X un conjunto no vacio y U un ultrafiltro sobre X y A € U. Entonces, para cualquier par de
subconjuntos disjuntos A;, Ay C A con A= A; U A, se tiene que A e U 6 Ay € U.

Demostracion:
Sean A;, A C A conjuntos disjuntos tales que A = A; U Ay. Como U es ultrafiltro se tiene por la

Proposicion (2.30) que A; € U 6 w\ Ay € U. Si sucede lo primero, hemos terminado. Siw\ A; € U al
tenerse que A € U obtenemos:

Ay =AN(w\ A4) elU.
Por tanto, Ay e U4 6 Ay € U. [ |
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PROPOSICION 3.92
Sea U un ultrafiltro libre sobre w, entonces U es centrado y no tiene pseudointersecciéon numerable.

Demostracion:

Por ser U ultrafiltro se tiene que U es filtro propio libre, por lo que de la Proposicion (3.89) es
centrado. Asi que basta probar que no tiene pseudointerseccién numerable.

Supongamos que A C w es numerable y es pseudointerseccion de U. Como U es ultrafiltro sobre w
se sigue de la Proposicion (2.30) que A € U 6 B =w \ A € U. Analicemos ambos casos:

= Si A € U al ser A numerable se tiene que existen dos subconjuntos disjuntos numerables Ay, As C
A tales que:
A=A UA,.

Por el Lema (3.91)) debe suceder que A; e U 6 Ay € U.

e Si A; € U entonces al ser A pseudointerseccion de U se tiene que A C* Aq, esto es que
|A\ Ai1] < w, lo cual no puede suceder, pues A\ A; = A, siendo Ay numerable#..

e Si Ay € U de forma anéloga al inciso anterior se llega a una contradiccion.
Por tanto, A ¢ U.

= Si B € U afirmamos que B es numerable. En efecto, como U es ultrafiltro libre, entonces
CoFin (w) C U por la Proposiciéon , luego si B fuese finito se tendria que A = w \ B € U,
lo cual implicaria que ) = AN B € U, cosa que contradice el hecho de que U es propio#.. Asi
que B es numerable. Como en el inciso anterior, se tiene que existen dos subconjuntos disjuntos
numerables By, By C B tales que:
B =B, U B,.

Como U ultrafiltro por el Lema debe suceder que B; € U 6 By € U. Por tanto, al ser A
pseudointerseccion de U se tiene que A C* By 6 A C* By, estoes que |[A\ By| <w 6 |A\ Bs| < w,
pero:

AﬂBZ:Q), i:1,2,

ya que B; C B para i = 1,2, por lo cual |[A\ By| = |A\ By| = |A| = w, lo cual es una
contradiccion#.. Asi que B ¢ U.

Por los dos incisos anteriores se sigue que A no puede ser pseudointerseccion de . Por ende, U no
tiene pseudointersecciéon numerable. [ |

PROPOSICION 3.93
Si A es una familia finita centrada de elementos de [w]”, entonces tiene pseudointerseccion nume-
rable.

Demostracion:
Podemos suponer que A = {Ap, A1,...,A,}. Como A es centrada, en particular al ser A finita se

tiene que:
A=A,
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es un conjunto numerable, para el cual se cumple que:
|A\ A;| =0 =0, Vie[0,n].
Luego, A es una pseudointerseccién numerable de A. [ |
Con estos resultados estamos en condiciones de hacer la siguiente definicién:
DEFINICION 3.34 (Numero de Pseudointerseccion)

El niimero de pseudointerseccién p se define como:

p = min {|.A| ‘A es una familia centrada de elementos de [w]” sin pseudointerseccion numerable} :

OBSERVACION 3.94
Si tenemos una familia centrada A de elementos de [w]* tal que |A| < p, se tiene que A tiene una
pseduointersecciéon numerable.

Naturalmente, uno se hace la pregunta si la definicién anterior tiene sentido y si es posible determinar
una cota para el cardinal p, esto lo hacemos con el siguiente resultado:

ProPOSICION 3.95 (Existencia de p)
El niimero de pseudointerseccion existe y es tal que w; < p < c.

Demostracion:
Primero, veremos que el conjunto:

P = {|A| ‘A es una familia centrada de [w]” sin pseudointerseccion numerable} ;

es no vacio. En efecto, por el Teorema para el filtro propio CoFin (w) existe un ultrafiltro ¢/
sobre w tal que CoFin (w) C U, en particular, U es libre por la Proposicion (2.22). De la Proposicién
se sigue que U es una familia centrada que no tiene pseudointersecciéon numerable. Afirmamos
que U C [w]*.

En efecto, si A € U fuese tal que A ¢ [w]¥, entonces A serfa un conjunto finito, luego como
CoFin (w) C U se tiene que w\ A € U. Por tanto:

l=An(w\A) el,
lo cual contradice el hecho de que U sea propio#.. Asi que, U C [w]”. Se sigue asi que:
Uue?d.

Por ende, la familia P es no vacia, luego tiene elemento minimo p = min P.

Sea A una familia de subconjuntos de w. Como la cardinalidad de [w]* es menor o igual que la de
[w]s¥, la cual es ¢, ya que:

entonces, si A € P debe tenerse forzosamente que:

Al < [PW)] =,
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asi que p < c.

Veamos ahora la otra desigualdad. Por la Proposcion (3.93)) todos los elementos de P deben ser
familias infinitas, porque en caso contrario poseerian una pseudointerseccion numerable. Supongamos

que A € P es tal que A es numerable, digamos:

A:{&

i<w}.

Bi:hA]‘, Vi < w.

J=0

Definimos:

Construimos por induccion una sucesion (x,,), _ de elementos en w como sigue:

n<w

= Sea xg € By, el cual existe, ya que By = Ag es numerable. Como A es centrada, entonces el
conjunto Ag N A; es numerable, luego By \ {z(} también lo es. Tomamos asi x; € By \ {zo}.

= Supongamos elegidos zg, ..., z, < w tales que:
xiEBi\{Io,...,[Ei_l}, Vieﬂo,n]],

para algiin n < w. Como A es centrada entonces el conjunto:

n+1
Bn—l—l = ﬂ A]a
=0
es numerable, luego B, 11 \ {0, ..., 2, } también lo es, asi que existe x,,11 € By1 \ {70, - .-

Por induccién tenemos construida una sucesion (z,,) de elementos distintos tales que:

n<w
%
x; € ﬂAj, Vi < w.
7=0

Tomemos el conjunto:
A= {asn

por estar formado de elementos distintos se sigue que es numerable. Ademas, cumple que:

n<w},

A\ Al <w, Vi<w,

7x’ﬂ}

(3.22)

pues por (3.22), x, € A; para todo n < w con n > iy para todo i < w, con lo que el conjunto A\ A;
es finito. Por tanto, A es una pseudointerseccién numerable de A, lo cual es una contradiccion por la

eleccion de A#..
Asi que, todo elemento de P es infinito no numerable, es decir que w; < p.

§3.7 NUMERO DE ACOTACION b

Otro cardinal importante en el Problema de Malykhin es el cardinal b. En esta seccion se estudia la

construccion, existencia y algunas propiedades del mismo.
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DEFINICION 3.35 (Relaciones <* y <*)
Sean f, g :w — w funciones, decimos que f <* g si:

Hn < w‘g(n) < f(n)}‘ < w,

en este caso, f(n) < g(n) ¥n < w. Ademas, f <* g si:

{n <wlom) < Fm}| <,

en este caso, f(n) < g(n) Mn € w.

Recordemos que “w denota al conjunto de todas las funciones de w en w, con lo que <* y <*

son relaciones sobre este conjunto. Nuestro objetivo ahora es mostrar que estas dos relaciones son
preérdenes.

Antes, una caracterizacion de ambas relaciones que nos serd tutil méas adelante:

OBSERVACION 3.96 (Caracterizacion de <* y <¥)
Sean f, g € “w, entonces f <* ¢ si y solo si existe N < w tal que:

n>= N = f(n) <gn),
para todo n < w. Analogamente, f <* g si y solo si existe N < w tal que:
n>N= f(n)<gn),

para todo n < w.

En otras palabras, f <* g si f(n) < g(n) para casi todo salvo una cantidad finita de n < w.
Analogamente, f <* g si f(n) < g(n) para casi todo salvo una cantidad finita de n < w.

PROPOSICION 3.97 (<* es Preorden)
La relaciéon <* es un preorden sobre “w.

Demostracion:
Veamos que <* es reflexiva y transitiva:

» Reflexividad: Sea f € “w, entonces el conjunto:
{n < w‘f(n) < f(n)} :

es vacio, luego Hn < w‘f(n) < f(n)}‘ = 0 < w. Por tanto, f <* f.

» Transitividad: Sean f, g, h € “w tales que f <* gy g <* h, es decir:
Hn < w‘g(n) < f(n)}‘ <w 'y Hn < w‘h(n) < g(n)}) < w.

Sim e {n < w’h(n) < f(n)} tenemos dos casos:
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o g(m) < f(m), se sigue que m € {n < w|g(n) < f(n)}.
e f(m) < gm), por lo que h(m) < g(m), asi que m € {n < w|h(n) < g(n)}.
De los dos incisos anteriores tenemos la siguiente contencion:
{n < w‘h(n) < f(n)} c {n < w‘g(n) < f(n)} U {n < w‘h(n) < g(n)} .
Por tanto:
Hn < w‘h(n) < f(n)}‘ < Hn < w‘g(n) < f(n)} U {n < w‘h(n) < g(n)}‘
< [{n < wlom < sm}| +|{n < wlpe) < g}

w,

A\

se sigue asi que f <* h.

De los dos incisos anteriores se tiene que <* es un preorden sobre “w. |

OBSERVACION 3.98 (<* es Preorden)
De forma anéloga se prueba que <* es un preorden sobre “w.

Una de las propiedades del preorden <* es la enunciada en la siguiente proposicion:

PRrROPOSICION 3.99
Existe un conjunto B C “w no acotado bajo la relacion <*.

Demostracion:
Afirmamos que el conjunto “w es no acotado bajo la relaciéon <*. En efecto, sea f € “w, entonces la

funcién g € “w definida como:
g(n) = f(n)+1, Vn<w,

es tal que g # f y ademés:
Hn < w‘g(n) < f(n)}‘ = Hn < w’f(n) +1< f(n)}‘

=0
< w,

por tanto, f <* g.
Esta proposiciéon nos permite hacer la siguiente definicion:

DEFINICION 3.36 (Numero de Acotacion b)
Se define el nimero de acotaciéon b por:

b = min {|B| ‘B es un subconjunto no acotado de “w bajo la relacion g*} .

148



3.7. NUMERO DE ACOTACION b

OBSERVACION 3.100
Siempre que tengamos un subconjunto A C “w tal que |A| < b, se tendra que A es un subconjunto
acotado de “w bajo la relacion <*.

En el estudio del Problema de Malykhin, el nimero de acotacién resulta relevante para ciertas
propiedades que nos proporcionan informacién sobre la estructura de un espacio topolégico que se
construird a partir de este. Naturalmente, resulta relevante conocer si existe una relacion entre el
numero de pseudointerseccion p y el nimero de acotacion b. Resulta que tal relacion entre ambos
cardinales existe. Con el objetivo de probar la misma debemos antes probar el siguiente lema:

LEMA 3.101
Si A={Ao,..., A} C[w]¥ es una familia tal que:

m<k=A,C"A,,

para todo k, m < n, entonces:

NA|=w.

Demostracion:
Procederemos por induccién sobre n < w:

» Sin =0 el resultado se tiene de forma inmediata, ya que Ay € [w]*.
» Supongamos el resultado cierto para algin n < w. Sean Ao, ..., A,, A1 € [w] tales que:
m< k= A, C"A,, (3.23)
para todo m, k < n + 1. Tomemos:

.
m=0

Por hipétesis de induccion este conjunto es numerable. Ademas, cumple que:

[B\ Apia] <

U Am \ An+1
m=0

< Z |Am \ AnJrl‘ )
m=0

donde |A,, \ A,11| < w, para todo m < w tal que 0 < m < n, usando (3.23)). Se sigue asi que:
|1B\ Api| <w,

esto junto con el hecho de que B es numerable implica que BN A,,.1 es numerable, es decir que:
n+1

N,
m=0

== |BﬂAn+1| = Ww.

Aplicando induccion se sigue el resultado. [ |
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PROPOSICION 3.102 (Relacion entre p y b)
Se cumple que w; < p < b <.

Demostracion:
Por la Proposicion (3.95)) basta con probar que p < b < c.

= Probaremos que para todo cardinal  se tiene que:
K<p=K<D,

ya que probando esto tendriamos que si b < p entonces b < b, lo cual seria una contradiccion,
con lo cual debe suceder que p < b.

Sea k cardinal y B un subconjunto de “w de cardinalidad & tal que k < p, digamos:
B:{bne“w’ngn}.

Construimos por recursion transfinita sobre 7 < k la sucesion ( fn)77 <, de funciones en “w dada
como sigue:

e Sin =0 con n < K, definimos por recursion a la funcion fy : w — w de la siguiente manera:
fo(0) = bo(0) v,

fo(n + 1) = méx ({bo(k) < w’k <2(n+ 1)} U {fo(n) + 1})  Vn<w.

fo esta bien definida y cumple que es estrictamente creciente.

e Supongamos que para 7 ordinal no cero con 7 < k tenemos construida la sucesion (fe)
de funciones en “w estrictamente crecientes tales que:

£ <(=ran(f;) C ran(fe), (3.24)

§<n

fe(n) > méx{bg(kz)‘k‘ < Qn} , Vn <w,

para todo £ y ¢ ordinales menores a 7). Sea:

A= {ran (f) € o]

€<77}-

Como f¢ es estrictamente creciente, para todo £ < 7, entonces ran (f¢) € [w]“, por lo cual
A C [w]“. Se tiene que A es centrada, ya que si A" es una subfamilia finita de A, digamos:

Al:{ran(f§0)7ran(f§1)7"'7ran(f§n)}7
conn <wytal que § < & < -+ <&, <, se tiene por (3.24]) que:

ran (fe,) C ran(fe,), Vk < n,

asi que por el Lema (3.101]) se sigue que:

N«

= W.
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Por lo cual, A es una familia centrada. Como:
Al = [nl <n<r<p,

se sigue de la Observacion (3.94) que A tiene una pseudointerseccion numerable, digamos
A, € [w]¥. Definimos por recursion f, : w — w como sigue:

f»(0) = min {a €A,

by(0) < a}
fp(n+1) = min {a € An‘Vk < 2(n+ 1) se tiene que by(k) <ay f,(n) < a} ., Vn<w.

Tales minimos deben existir, pues A, C w es no acotado por ser numerable. Se tiene que:

o f, es estrictamente creciente: En efecto, esto se sigue de la definicién de f,,.

o ran(f,) C* ran(f;) para todo { < n: En efecto, por ser A, una pseudointerseccién
numerable de A se cumple que:

Ap Shran(fe), V€<,

por lo cual:

[ Ay \ran (fe)| <w, V€<,

Como ran (f,) € A, se sigue que |ran (f,) \ ran (f¢)| < w para todo £ <7, es decir:
van (f,) C* ran (fe), V€ <.

o fy(n) > méx {bn(kz)‘k < Qn} para todo n < w: En efecto, esto se sigue de la definicion
de f,.

Por los tres incisos anteriores tenemos construida una sucesion ( fg)5 <, de funciones en “w
estrictamente crecientes tales que:

£ <(=ran(f;) C"ran(fe), (3.25)

para todo &, ¢ ordinales menores o iguales a 7. Ademas:

fe(n) > méX{bg(k)‘k: < Qn} ., Vn < w. (3.26)

Aplicando recursion transfinita tenemos construida una sucesion ( fg)77 <, de funciones estricta-
mente crecientes en “w tales que cumplen (3.25) y (3.26)), para todo ¢ y ¢ menores o iguales a

Afirmamos que f, acota a B bajo la relacion <*. Sea n < k. Como f, es inyectiva, pues es
estrictamente creciente, y como:

ran (f,,) C* ran(f,) .

Entonces, debe existir m < w tal que:

fe(n+m) €ran(f,), Vn<w.
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Como f, y f, son estrictamente crecientes, por lo anterior debe suceder que:

fe(n+m) > f,(n), Vn<w. (3.27)

Ahora, si n < w es tal que n > 2m se tiene que 2(n —m) > n, por lo cual:
fo(n — m) > méx {bn(k))k <2n — m)} > by(n). (3.28)
De (3.27) y (3.28) se sigue que:

fu(n) = fu(n —m+m) = fo(n —m) = by(n),

para todo n = 2m, luego b, <* f.. Se sigue asi que B es acotado bajo la relacion <*. Como el
conjunto B C “w fue arbitrario, se sigue que x < b.

= Ya se sabe que la cardinalidad de “w es ¢, por lo que si B C “w es no acotado, se debe tener que
|B| < ¢. Por tanto, b < c.
De los dos incisos anteriores se sigue que p < b < c. [

OBSERVACION 3.103

Los dos cardinales p y b nos daran informaciéon sobre lo que ocurre si ignoramos los conjuntos
finitos de w.

Una caracterizacion alternativa de b es la siguiente, misma que nos servira en el Capitulo [}

PROPOSICION 3.104 (Caracterizacion Alternativa de b)
Se cumple que:

b = min {|B | ’B C “w es no acotado bajo la relacion <*, bien ordenado

por <* y formado por funciones estrictamente crecientes} .

Demostracion:
Sea:

b; = min {|B| ‘B C “w es no acotado bajo la relacion <*, bien ordenado
por <* y formado por funciones estrictamente crecientes} .

Probaremos que by < by b < by:

» Sea [ = {fa € “w‘a < b} C “w una familia no acotada tal que |F'| = b. Construiremos un

conjunto B = {ba € ww‘a < b} C “w tal que:

(1) b, es estrictamente creciente y f, < b, para todo a < b.
(2) B estéa bien ordenado por <*.

(3) B es no acotado bajo la relacion <*.
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Para esto, procederemos por recursion transfinita sobre o < b:

e Tomamos by = fy si fy es estrictamente creciente. Si fy no fuese estrictamente creciente,
definimos f por recursiéon como sigue:

/ . fo(n) si n=20
fo(n) = { méx { fo(n), fi(n—1)+1} si n>1 ' "P<

y tomamos by = f{.

e Supongamos construido un conjunto B’ = {bg € “’w‘ﬁ < a} C “w con a < b ordinal no
cero tal que:

(a) bg es estrictamente creciente y f, < b, para todo 5 < .

(b) B’ esté bien ordenado por <*.

Como |B'| = |a| < a < b, entonces este conjunto es acotado, luego existe f € “w tal que:
bg <" f, VB <o
Tomemos b € “w como sigue:
V'(n) =méx{f.(n), f(n)+1}, Vn<w.

Si b es estrictamente creciente, tomamos b, = b’. Si no fuese estrictamente creciente, ha-
cemos como en el inciso anterior y tomamos a b, como la funciéon resultante. En cualquier
caso, tenemos una funciéon b, tal que:

(a) b, es estrictamente creciente y f, < b,.
(b) El conjunto B” = B"U{f,} esta bien ordenado por <*, ya que B esta bien ordenado y:

bg <* by, VB <a,
pues bg <* f, paratodo B <ay f < b,.

Aplicando recursion transfinita tenemos construido un conjunto B = {ba

a<b} C “w tal que

cumple los incisos (1) y (2). Veamos que B no es acotado. En efecto, si lo fuese se tendria que
existiria f € “w tal que:

b, <* f, Va <b.

En particular por el inciso (1) se tiene que:
fa <" f, Ya<b,

asi que F es acotado, lo cual es una contradiccion#.. Por tanto, B es no acotado. Como |B| = b
se sigue de la definicion de by que by < b.

= Notemos que el conjunto:

{]B| ‘B es un subconjunto no acotado de “w bajo la relacion <*}
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contiene a:
{]B | ‘B C “w es no acotado bajo la relacion <*, bien ordenado
por <* y formado por funciones estrictamente crecientes} ,

siendo este no vacio por el inciso anterior, por lo cual tomando minimos de ambos conjuntos y
usando las definiciones de b y by, se sigue que b < b;.

Por ambos incisos se sigue el resultado. [ |

El siguiente resultado muestra que el cardinal b es regular, tal hecho resultard muy importante en
el Capitulo [4]

PROPOSICION 3.105 (b es Regular)
b es cardinal regular.

Demostracion:
Supongamos que b es cardinal singular. Sea B C “w no acotado bajo la relacion <* y tal que |B| = b.

Como |B| es singular se sigue por el Corolario (3.71)) que existe una familia (A,),_, de conjuntos

disjuntos a pares tales que:
Bl =JA = A

v<y v<d

con |A,| < |B| para todo v < ¢ y ¥ < |B| con ¥ ordinal limite. Como ambos conjuntos By (J,., A,
tienen la misma cardinalidad existe una biyeccion f : J,_y, A, — B. Definimos:

B, = flA)], Vv <.

B=|JB.,

v<y
con |B,| =|A,| < |B| para todo v < ¢. En particular:

|B,| <b, Yv<4,

Y

Se tiene por ser f biyeccion que:

por lo cual, B, es acotado bajo la relacion <*, para todo v < ¥. Asi que para todo v < ¥ existe f, € “w
tal que:

< f, YfeB,.
Consideremos el conjunto:

{fy 6‘“w‘u<19}.
Este conjunto tiene cardinalidad menor o igual a |[J], y [¥] <9 < |B| < b, por lo que es acotado bajo
la relacion <*, asi que existe g € “w tal que:

fL<'g, Yv<i.

Por ende:
f<yg vrelyB =B
v<y
Con lo que se sigue que B es acotado bajo la relacion <*, lo cual contradice la eleccion de B#.. Por
tanto, b es regular. [ ]
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CAPITULO 4

EL PROBLEMA DE MALYKHIN

§4.1 INTRODUCCION

Recordemos el Corolario ([1.72)), probado al final del Capitulo [1}

TEOREMA 4.1
Todo grupo topologico T es primero numerable si y solo si es metrizable.

Este teorema da una caracterizacion de los grupos topologicos T metrizables. Resulta natural pre-
guntarse si es posible debilitar la condicién de primero numerabilidad usando los espacios de Fréchet
(como lo muestra la Proposicion (2.38)). Esta condicion resulta no ser suficiente para asegurar la
metrizabilidad de un grupo topolégico, como lo muestra el siguiente ejemplo:

EJEMPLO 4.2 (Grupo Topolégico Fréchet que no es Metrizable)
La suma directa de w; copias del grupo del circulo (R/7Z, +) es un grupo topologico Ty de Fréchet
que no es metrizable.

Demostracion:
Sea:

a<wi

es decir el conjunto:

G = {(xa)a<w1 € H R/Z|z, = [0], ¥ a < wl},

a<wi
dotado de la suma (a) o, + (Yo)acw, = (Ta T Ya)acw, ¥ de la topologia de subespacio, visto como
subespacio de [, con R/7Z, dotando a este ultimo de la topologia producto. Por la Observacion (|1.61)
se tiene que G es un grupo topologico. Este grupo es Tj, ya que es subespacio del espacio topolégico
[ocw, R/Z el cual es un espacio Ty, dado que R/Z es Ty por el Ejemplo .

El grupo topoldgico G cumple lo siguiente:

(a) G es de Fréchet. Sea A C G no vacio y x = (z,) € A”. Se tienen dos casos:

a<wi
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» 2 € A: Tomando la sucesion (yy,)

new CON Y, = T, para todo n < w se tiene el resultado.

» o ¢ A: Como x € Zg, entonces para todo abierto UY% C G que contiene a z se tiene que:

ANUY £,
pero, el abierto U9 de G es de la forma:
U=9nU,

donde U C [],.,, R/Z abierto en []
U C [locw, R/Z abierto en []

a<ior R/7Z. Asi que como = € A entonces, para todo
R/Z tal que z € U se tiene:

ANU #0. (4.1)

Tomemos J C w; tal que:
xs # (0], VBEJ,

y &, = [0] para todo a € wy \ J. Por definicion de G se tiene que |J| < w. Construimos una
sucesion (y,), ., de elementos en A como sigue:

R /7. dado por:

n<w

e Consideremos el abierto By en [],_,,

siendo Uy, = R/Z para todo o € wy \ J y:
UO,ﬁ:Bd(xﬁa1)7 vﬁe J7

con By (xs,1) C R/Z la bola centrada en x5 de radio 1, con d una métrica sobre R/Z
(el cual es metrizable por el Ejemplo (1.65))). Por (4.1)) se tiene que existe yo € A tal
que yo € By, en particular y, € G.

e Supongamos elegidos yo = (Yo.a) (Yn.a)ger, elementos de A tales que:

a<wt o Yn =
yr € B, Vke|[0,n],

con:

By = H Uk,

a<wi

abierto en [] R/Z, siendo Uy, = R/Z para todo a € w; \ (J v J,;), NE

a<wi

k-1

1
Uk,ﬁ = Bd <SCB, k——I—l) y Vﬁ eJu U JZ',

=0

para todo k € [0,n], con J, C w; finito tal que:

Yrp # 0], VB E Jy,



4.1. INTRODUCCION

Y Yk = 0] para todo o € wy \ Ji, para todo k € [0,n — 1]. Tomemos J, C w; finito
tal que:
Un,B 7& [O], VB € Jn,

Y Yn.a = [0] para todo o € wy \ J,,. Consideremos el abierto en [] R/Z:

a<wi

Bn+1 — H Un—l—l,om

a<wi

donde Upt1,0 = R/Z para todo a € wi \ (J U, /i), ¥

1 n

Este conjunto es abierto en [], o R/Z, pues todos los U,,+1 o son abiertos y el conjunto
JUUL, J; es finito. Por (4.1)) existe y,+1 € A tal que yn41 € Bpy1.

Aplicando induccion tenemos construida una sucesion (yy), .., €O Yn = (Yn.a), <w,» bara
todo n < w, de elementos en A tales que:

Un+175 = Bd (:L‘ﬁ,

Yn € B,, = H Una, Yn<uw, (4.2)

a<wi

siendo B, abierto en [] R/7Z, donde U, . = R/Z para todo a € w; \ (J U U Ji) v,

a<wi

n—1
1
U, = By (:Eg, —) , VpeJu U Ji, (4.3)
i=0

n—+1

donde J,, C w; finito es tal que:

Yn,B 7£ [0]7 \V/ﬁ € Jnv

Y Yna = [0], para todo a@ € wy \ J,, para todo n < w. Los abiertos B, cumplen por

construcciéon que:
ByD2B2---2B,2-, Vn<uw. (4.4)

converge a x. En efecto, sea US C G abierto en G tal
R/7Z tal que:

Afirmamos que la sucesion (y,),,_,

9 . .
que x € U7, entonces existe un abierto U C [],_,,

US=gnuU.

Para x € U y U, existe un elemento basico B de la topologia de [ R/Z tal que:

a<wi

reBCU,

B= ][] U.,

a<wi

siendo U, C R/Z abierto, para todo o < wy, y Uy = R/Z M a < w;. Tomemos I C w;
finito tal que:

donde:

U/@%R/Z, V@ e,
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y Uy, = R/Z para todo o € wy \ I. Se tiene asi que:
Yn,a € Uaa Va € wy \ ]; (45)

para todo n < w. Ahora, como zz € Ug, para todo 3 € I y el espacio R/Z es metrizable,
entonces, para todo 8 € I existe eg > 0 tal que:

Tg € By ((L‘g,&g) - Ug.

Tomemos ¢ = min {6[3‘ gel } > 0. Tal minimo existe ya que el conjunto I es finito. Sea

ahora Ny < w tal que ﬁ < . Entonces:

1
B CUs V 1. 4.6
Tpg € d(xg,N1+1>_ B B e ( )
Ahora, consideremos el conjunto:
J=Jul] ]
n<w

Se tienen dos casos:

e 7 NI =(:Siesto sucede, se tiene por definicién de los J, que:

Yn,p = [0]’ V6 € ]7

para todo n < w, pues J, NI C J N 1. También, tenemos que J NI = (), por lo cual de
la eleccion de J se tiene que:

IB:[O], V5 e l.

Se sigue de (4.6)) que:
ynp €Ug, VBEI,

para todo n < w. Tomemos N = 0. Por lo anterior y usando (4.5]) tenemos lo siguiente:
n=>N=y,€BCU. (4.7)

e JNI#(. Tomemos Iy = J NI ely=1\1I. Usando lo hecho en el inciso anterior, se
cumple que:

Ynp € Us, VB E I, (4.8)
para todo n < w. Ahora, como J = JUJ, ., Jn e I es finito, entonces existe N, tal
que:

No

L= (JUUJZ) nI

i=0

por tal razon se debe cumplir que:

I = (J U Lﬂﬁ JZ-) ni, (4.9)
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(b)

para todo M < w tal que M > Ny. Tomemos N = max{N,+ 1, N;}. Sin > N, por

{2 y ({3) y (@A) se cumple que:

M
1
yn75€UN75:Bd<x5,N+1), VﬁGJUUJh
=0

en particular, por construccion de Ny y definicion de I y por (4.9)) tenemos que:

1
Yn,p € By (xg, N+ 1) - Uﬁ, Vﬁ) e 1. (410)

De (4.8) y (4.10) se sigue que:

n>N=y,cBCU. (4.11)
En ambos casos, hemos encontrado en (4.7) y (4.11) un N < w tal que:
n=N=y,ecl.

Por tanto, la sucesion (y,,), . converge a .

n<w

En ambos casos hemos encontrado una sucesion de elementos de A que converge a x. Se sigue
asi que el grupo G es de Fréchet.

9 no es primero numerable. Como todo grupo topoldgico es un espacio homogéneo por
el Corolario (1.9), basta con probar que no existe una base local para 0 = ([0]),.,, que sea
numerable.

Supongamos que existe B = {BTSL’n < w} una base local para 0 que es a lo sumo numerable.

Como § hereda la topologia del espacio producto || R /7., entonces, para todo n < w existe

a<wi

Vi € [laew, R/7Z abierto en [, R/7Z tal que:
B3 =GNV,
Para cada V},, dado que 0 € V,,, existe B,, C [], cor R /7 basico de la topologia producto tal que:
0e B, CV,,
con lo cual:
0€SNB, C B (4.12)

Por ser B,, bésico de la topologia producto podemos expresarlo como:

Bn = H Un,aa

a<wi

donde U,, , C R/Z es abierto, para todo a < wy y U, o = R/Z Ma < wq, para todo n < w. Para
cada n < w tomemos J,, C w; finito tal que:

Usn #R/Z, VB € Jy,

159



4. EL. PROBLEMA DE MALYKHIN

Y Uan = R/Z para todo a € wy \ J,,. Sea:
\.7 = U Jn7
nw

este conjunto es a lo sumo numerable, pues es uniéon numerable de conjuntos finitos. Como w; es
no numerable, entonces w; \ J # 0, tomemos ag € wy \ J y sea:

W=6n ( 11 Wa> ,
a<wi
donde W, = R/Z para todo a < wy con a # ag y Wy, = By ([O], }1) C R/Z. Notemos que W es
una vecindad del 0, pues es abierto en G, ya que [[,_,, Wa es abierto en [],_, R/Z, pero como
W, # R/7Z, se tiene que no existe n < w tal que B, C W, porque si tal n existiera se tendria
por y por definicion de los J,, que o € J lo cual contradice el hecho de que oy € wy \ J#-.
Por ende, B no puede ser una base local para 0. Se sigue asi que § no es primero numerable.

Por los incisos (a)y (b) se sigue que G es un grupo topologico de Fréchet que no es primero numerable,
luego no es metrizable por el Teorema (4.1). |
Por lo cual habra grupos topologicos Ty de Fréchet que no sean primero numerables (equivalentemen-

te, metrizables). Un hecho interesante del grupo § mencionado en el ejemplo anterior es el siguiente:

OBSERVACION 4.3
El grupo G del ejemplo anterior no es separable.

Demostracion: g
Supongamos que D C G es un conjunto a lo sumo numerable tal que D™ = G. Consideremos:

F = supp(2),

xeD

donde supp (z) = {a <wi|re # [O]}, paratodo x € D. F eslaunioén a lo sumo numerable de conjuntos

finitos, por lo cual F' es un conjunto a lo sumo numerable. Dado que F' C w;, entonces al ser w; no
numerable se sigue que existe ag € w; \ F. El conjunto:

U= 1] v
a<wi
donde U, = R/Z, para todo o < wy con o # g y Uy, = 7 (]0,1/2[), siendo 7 : R — R/Z la funcion

canoénica. Se tiene que U es abierto en Ha<w1 R/Z, luego U N G es abierto en G, por lo que como

D’ = G se debe tener que DN (UNG) # (). Dado que D C G se tiene que:
DNU #0, (4.13)

pero, como todo z € D cumple que o ¢ supp (), se sigue que = ¢ U para todo x € D (ya que
0] ¢ U,,), por lo cual DNU = @ lo cual contradice (4.13)#.. Asi que D no puede ser a lo sumo
numerable, es decir que G no es separable. [ |

En este contexto, la separabilidad nos proporciona mas control sobre las succesiones, por lo que
resulta natural preguntarse si al anadir la condicién de separabilidad podemos encontrar un grupo to-
pologico que no sea metrizable. Justamente esta pregunta fue hecha por Malykhin en 1978 (asumiendo
que el grupo topologico es al menos Tp):
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PREGUNTA 4.4 (Malykhin 1978)
. Existe un grupo topolégico Ty de Fréchet y separable que no sea metrizable?

Resulta que podemos hacer més restrictiva la condiciéon de separabilidad. Para ello, antes debemos
probar los siguientes resultados:

LEMA 4.5
Sea (X, 7) espacio topologico. Si D C X es denso en X, entonces AN D = A, para todo A C X
abierto.

Demostracion:

Supongamos que D C X es denso en X, esto es que D = X. Sea A C X abierto. Dado que
AN D C A, entonces AND C A.

Si x € A, entonces, para todo U C X abierto tal que z € U se tiene que U N A # (). Como U y A
son abiertos, entonces U N A es abierto. Dado que D es denso, entonces (U N A) N D # (), por lo cual
UN(AND)#(. Como x € U, se sigue que x € AN D. Por tanto, A C AN D.

De ambas contenciones se sigue la igualdad. [ |

PROPOSICION 4.6
Sea GG un grupo topologico Ty y H un subgrupo de GG denso en G. Si H es metrizable, entonces G
también lo es.

Demostracion:
Supongamos que H es metrizable. Entonces, al ser G un espacio Ty se tiene que H es Tj, luego H
es primero numerable por el Teorema ((4.1)).
Sea {Vn C H’n < w ¢ una base local numerable para ey = ez en H. Entonces, para cada n < w
existe U,, C G abierto en G tal que:
V,=U,NH.
Afirmamos que {Un C G‘n < w} es base local para e en G. En efecto, sea U C G un abierto en G

que contiene a eg. Dado que G es regular por el Corolario (1.27)), tenemos que existe W C G abierto
en GG tal que:

—G

W= CU.
Ahora, W N H es un abierto en H que contiene a eq, entonces, existe ng < w tal que:

V. CWNH,

por lo cual U,, N H C W N H. Al ser H denso en G se sigue del Lema (4.5 que:

T cw,

ng —

con lo que U,,, C U. Se sigue entonces que G es primero numerable. Por el Teorema (4.1]) tenemos que
G es metrizable. |
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PROPOSICION 4.7
Si todo grupo topoélogico Ty numerable de Fréchet es metrizable, entonces lo es todo grupo topo-
logico Tj separable de Fréchet.

Demostracion:
Supongamos que todo grupo topoloégico T numerable de Fréchet es metrizable. Sea G un grupo
topologico Ty de Fréchet que es separable. Se tienen dos casos:

» (G es finito. Como G es Ty, por el Teorema ((|1.26]) es 77, luego al ser G finito se sigue que G es
discreto, asi que por el Ejemplo (2.49)) se sigue que G es metrizable.

= (G es infinito. En este caso existe S C G al lo sumo numerable tal que:
G=2S.

Este S debe ser numerable, pues si fuese finito no puede ser denso en G (ya que G es Ty, luego

por el Teorema ((1.26)) es T7). Tomemos:
H = <S >>

el subgrupo de G generado por S. Este subgrupo topologico es Ty (pues G es 1), numerable y
de Fréchet (pues la propiedad de ser de Fréchet es hereditaria), luego es metrizable por hipotesis.
Como S C H, entonces:

G=H.

De la Proposicion (4.6]) se sigue que GG también es metrizable.

En cualquier caso, G' es metrizable. [ |

Dado que todo espacio topoldgico numerable es en particular separable, se tiene que si todo grupo
topologico Ty separable es de Fréchet, entonces todo grupo topologico Ty numerable es de Fréchet, es
decir que se tiene la reciproca de la proposicién anterior.

Por esta razon el Problema de Malykhin puede ser reescrito de la siguiente manera:

PREGUNTA 4.8
. Existe un grupo topologico Ty de Fréchet numerable que no sea metrizable?

§4.2 EL GRUPO TOPOLOGICO ([w]|<¥, A, T7)

En el estudio del Problema de Malykhin un grupo que ha surgido es el grupo topologico ([w]|<“, A, 77),
construido a partir de un ideal Z sobre w. La razon de que se haya estudiado es que atin es desconocido
que tan relevante sea la operacion de grupo en el Problema de Malykhin, como mencionan S. Todorcevic
y J. T. Moore en [JTMOT|, por lo que se opt6 por intentar (en algunos casos de forma exitosa) conseguir
una topologia sobre este grupo tal que fuese un grupo topologico Ty de Fréchet y que no sea metrizable.

Nuestro objetivo en esta seccion es construir este grupo topolégico y enunciar algunas propiedades
del mismo.

Consideremos el grupo booleano ([w]<¥, A) formado por todos los subconjuntos finitos de w con la
operacion diferencia simétrica. Antes de inducir una topologia sobre este grupo, primero estudiaremos
algunas propiedades sobre un ideal sobre [w]<* construido a partir de un ideal Z sobre w.
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OBSERVACION 4.9 (Algunas Propiedades de ([w]<“, A))
La identidad de ([w]<“,A) es 0 y, para todo A € [wW]<¥ se tiene que su inverso respecto a la
operacion A es el mismo. Por tanto:

Al=4A

Ademas, como el grupo es booleano, entonces es abeliano.

PROPOSICION 4.10 (Propiedades del Ideal I3 sobre [w]<¥)
Sea Z un ideal sobre w. Consideremos la familia:

Iz = {.A C [w]=¥|3I € T tal que IN A # ), para todo A € A}.

Entonces:

(a) I3 es un ideal sobre [w]<¥.
(b) SiZ es propio, entonces J3* también lo es.

(c) El ideal T es libre si y solo si I3 = [w]<¥ \ {0}.

Demostracion:
De (a): Veamos que:

(1) Sean A, Ay € J5¥, entonces existen I, I € Z tales que:
LhNAL#0 y LLNAy#0,

para todo A; € A; y para todo A; € As. Como Z es ideal entonces I1 U Iy € Z, por tanto, de lo
anterior se sigue que:

(LUL)NA#0,
para todo A € A; U Ay. Asi que Ay U Ay € T3,

(2) Sean A € I3 y B C [w]=¥ tales que B C A. Como A € J5* entonces existe I € 7 tal que:

INA#£0D, VYA€ A,

dado que B C A, se tiene que:
INB#0, VBeB.

Por tanto, B € J3“.
Por los dos incisos anteriores se sigue que J3“ es un ideal sobre [w]<¥.

De (b): Supongamos ahora que Z es propio. Del inciso (a) se tiene que I3 es ideal. Si J5* no fuera
propio entonces [w]<¥ € I3*, por lo cual existe I € Z tal que:

INA#£0, VA€ W],

en particular,
INn{n}, Vn<w,
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j<w

asi que I = w, luego el ideal Z no es propio, lo cual es una contradicciéon#.. Por tanto, J3* es propio.

De (¢): Probaremos la doble implicacion.

=): Supongamos que Z es libre. Por definicion de I3 se tiene que:

U7z € W]\ {0},

va que ) ¢ A para todo A € J5. Ahora, sea A € [w]<¥ no vacio. Entonces, existe n € A. Como Z es
libre existe I € Z tal que n € I. Por tanto:

INA#0D,

en particular:

INA £0, VA € A,

donde A = {A}. Asi que A € J5¥ y por ende A € [JIz¥. Con lo que se tiene la otra contencion
[w]<“\ {0} € JI5¥. De ambas contenciones se sigue la igualdad.

e = \ {0} .

Veamos que el ideal Z es libre. En efecto, sea n < w, entonces el conjunto {n} esta en [w]<*\ {0}, asi
que existe A € J3¥ tal que {n} € A.

Como A € I3 entonces existe I € 7 tal que:

<): Supongamos que:

INA#D, VA€ A,

en particular:

In{n} #0.

UI:w,

con lo que el ideal Z es libre. [ |

Asi que n € I C|JZ. Por tanto:

OBSERVACION 4.11 (La Familia (J5%)")
De la proposicion anterior se tiene que la familia de todos los conjuntos J5“-positivos esta dada
por:

(5" = {AC ]«

VIEIexisteAEAtalqueIﬂA:(D}.

PROPOSICION 4.12 (Filtro Dual de J5%)
Sea Z un ideal sobre w. Entonces, el filtro dual de I3 es:

Fi = {F C ]

JF € 7% tal que [F|™¥ C .7:},

siendo Z* el filtro dual de Z.
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Demostracion:
Recordemos que el filtro dual de I3 esta dado por:

T = {lw] <\ A|A € 354}

Sea
F = {F C )<

IF € T* tal que [F]< C ]—"} ,
probaremos que F* = F'. En efecto:

» Sea F € F5¥, entonces existe A € I5¥ tal que F = [w]=¥\ A. Para la familia A existe I € 7 tal
que:

ANI#0, VAe A
Tomemos F'=w \ I € Z*. Si I/ C F es finito se tiene que:
INF =(w\F)NF =1,
por ende, F' ¢ A, luego F' € [w|<¥\ A = F. Asi que:
[F]= C F,
con lo cual F € F.

» Sea F € F. Se tiene que existe F' € Z* tal que [F|<¥ C F. Tomemos I = w \ F' € Z. Sea
A € [w]<¥\ F, en particular, A € [w]<¥\ [F]<“. Entonces A no es un conjunto finito totalmente
contenido en F, asi que:

ANTI=AN(w\F)#0

Por tanto [w]< \ F € J3¥. Se sigue asi que F € F5¥.

Por los dos incisos anteriores se sigue que F5* = J'. u

Con esto estamos en condiciones de probar construir una topologia sobre el grupo (jw]<¥, A), antes
de ello debemos probar un resultado preliminar:

PROPOSICION 4.13
Sea Z un ideal sobre w. Consideremos J5* el ideal sobre [w]<“ de la Proposicion (4.10). Entonces,

existe una biyeccion p: Z — I35 | [w]', dada por:

I:{nEw‘nGI}H{{n}E[u}]l

nel}

para todo I € Z. En particular, si J C J5“ es familia cofinal, entonces la familia p= [J | [w]'] es
cofinal en Z.
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Demostracion:
La familia J5¢ | [w]' esta dada por:

75 ] = {An w]<| A € 95}
:{ ‘[EItalqueAﬂ[%@paratodoAEA}
:{ {n}eA}
:{{{n}e[u}] neI}Q[W]l },

pues Z es ideal y, si I € Z, entonces J € 7 para todo J C I. Por tanto, se sigue que u esta bien definida
y es biyectiva.

Ahora, sea J C J5* familia cofinal. Probaremos que ' [J | [w]'] es cofinal en Z. Tomemos:
J=u[31W]'],
y sea I € Z. Como J es cofinal entonces para u(I) € I3 existe A € J tal que:
A C u(T).

En particular:

Anw]' € (),

ya que todos los elementos de p(7) son singuletes. Por ende:
ot (Aﬂ [w]l) ClI,

con puH(AN[w]') € ut[J | [w]']. Se sigue asi que u= [J | [w]'] es familia cofinal en Z. |

OBSERVACION 4.14 (Notacion Clases Laterales de ([w]<“, A))

Consideremos el grupo ([w]<¥, A). Para evitar confusiones, si V C [w]|<¥ denotaremos por AAV y
VAA a las traslaciones izquierda y derecha bajo la operacion A por A del conjunto V, respectiva-
mente, es decir:

AAY = {AAV‘V e v}
VAA = {VAA‘V e v}

En particular, como el grupo es abeliano se tiene que AAY = VA A. De forma analoga denotaremos
al producto de dos subfamilias U,V C [w|<¥ por la operacion A:

UAY — {UAV‘UEZ/{yVEV}

Resulta que un ideal Z sobre w nos permite dar estructura de grupo topologico al grupo (jw]<¥, A),
como lo muestra el siguiente resultado.
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TEOREMA 4.15 (El Grupo Topolégico ([w]<“, A, 7))
Sea Z un ideal sobre w.

(a) El grupo ([w]<¥, A) es grupo topologico dotandolo con la topologia 77 dada por:

ﬁz{ugpw

VAeuameezwmmwAAuvwgu}
con Z* el filtro dual de Z, siendo la familia:

{1F1= C ]

Fe?}
base local para () en ([w]<“, A, 77) y F3* el filtro de vecindades de 0.
(b) Zy = I5% siendo Zy el ideal de subconjuntos de [w]<¥ que no se acumulan en ().
(c) ([w]=¥, A, 77) es Tp siy solo si Z es libre.
(d) cof (Z) = cof (I5*).

(e) El grupo topologico (Jw]<“, A, 77) es de Fréchet si y solo si el ideal J5* es de Fréchet.

Demostracion:
De (a): Consideremos a la familia:

F = {[F]* C [w]<

Fef}
con Z* el filtro dual del ideal Z. Veamos que F es base de filtro.
En efecto, ’ es no vacia ya que como () € Z, entonces w € Z*, luego [w]<¥ € F'. Ademas, como

{0} C [F]=“, para todo F' € Z*, entonces () ¢ F'. Sean ahora [F}]|<%, [F5]<% € F, entonces F1NF, € T*,
ya que Z* es filtro, se sigue que [F} N Fy]<¥ € F y:

[F1 N F3]= C [Fy]= N [Fp] ™,
con lo cual F es base de filtro tal que todo elemento contiene a (). Ademaés, se cumple lo siguiente:
(1) Sea U = [F]<% € F', entonces existe V = [F]<% € F tal que:

VAV:{%A%

xa%ev}

:{%A%EUT@
g [F]<w

=V

=U.

VLvEE[FF“}
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(2) Sea U = [F]<* € F', entonces existe V = [F]<“ tal que:

y-l— {Vfl

vev
:iV’VEV}

(3) Sean U = [F|<¥ € F' y A € [w]=¥, entonces existe V = [F]<“ tal que:

AAVAA~ — {AAVAA*‘V € V}

AAVAA‘V e v}

AAAAV’V € v}
@AV‘V e v}

v]v e v}

Il

Por los tres incisos anteriores se sigue del Teorema ((1.32)) que 77 es una topologia que hace del grupo
([w]<¥, A) un grupo topoldgico, con F un sistema fundamental de vecindades para ().

Afirmamos que todos los elementos de ¥’ son abiertos en 77. Sea [F]<“ € ¥ y tomemos A € [F]<¥,
entonces existe Fq = F € Z* tal que:

AA[FA|™Y = AA[F]=Y
— {AAE‘E e [F]<“’} ,
como A € [F]<¥, entonces AAFE € [F]<“ para todo E € [F|<¥, asi que AA[F4]<* C [F]|<“. Se sigue de

la definicion de 77 que [F]<“ es abierto, luego, F’ es base local para (). Ademas, el filtro de vecindades
de ) esta dado por:

Fo={F

existe [F]~* € F tal que [F]~¥ C f}

—{Fc

_ <w
= F5v.

JF € I* tal que [F]|** C .7:}

Es decir que el filtro de vecindades de ) es precisamente el filtro I dado en la Proposicion (4.12)).
De (b): Como Zy es el ideal dual del filtro Fy y Fy = F5*, entonces Z es el ideal dual del filtro F*,
por la Proposicién se sigue que Zy = J5*.
De (¢): Por el Corolario se tiene que ([w]<¥, A, 77) es Ty siy solo si:

(95 = {0},
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lo cual ocurre si y solo si:
I = =\ {0},
y, por el inciso (c¢) de la Proposicion , lo anterior ocurre si y solo si el ideal Z es libre.
En resumen, ([w]<“, A, 77) es Tj siy solo si el ideal Z es libre.

De (d): Se tiene lo siguiente:
» Sea J C Z una familia cofinal en Z tal que cof (Z) = |J|. Para cada J € J definimos:

AJZ{Ae[w]<WAmJ7é@}.

Afirmamos que:

1= {A clwTeg}),

es familia cofinal en J5“. En efecto, se tiene de forma inmediata que J7 C J5¢. Sea ahora A € I,
entonces existe I € 7 tal que:

ANI#0, VIel.

Como J es familia cofinal, existe J € J tal que I C J. Se sigue entonces que:
AC A,
con A; € J7. Se sigue de forma inmediata que J7 es cofinal en J5“. Ahora, notemos que:
T| = 1371,

Por tanto:

cof (I5) < |J7| = |T| = cof (2).

» Sea J C J5* familia cofinal en I tal que cof (J5*) = |J|. Por la Proposicion (4.13)) se tiene que
la familia g~ [~ | [w]'] es cofinal en Z. En particular:

(= 37 T '] < 1l

asi que:

cof (T) < |~ [47" 1 [w]']] < J4] = cof (35%) .

Por los dos incisos anteriores se sigue que cof (Z) = cof (J5%).

De (e): Por el Corolario (2.45), ([w]<¥, A, 7z) es de Fréchet si y solo si Zy es de Fréchet, pero por el
inciso (b) esto ocurre si y solo si el ideal J5* es de Fréchet. |

OBSERVACION 4.16
En el caso de que w € Z, esto es, que el ideal Z no sea propio, se tendria que {0} € F*, es decir
que {0} es una vecindad de (), luego el grupo topologico ([w]<“, A, 7z) seria discreto.

Para solventar este problema y que este grupo no sea discreto, basta con pedir que Z sea propio.
El resultado se sigue de usar el inciso (b) de la Proposicion (4.10)).

El teorema anterior nos proporciona una forma de construir una topologia sobre el grupo topologico
([w]<“, A, 77). También, nos dice que propiedades del ideal Z se traducen en propiedades sobre el grupo
topologico ([w]<¥, A, 77). Una muy importante es la siguiente:
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COROLARIO 4.17
Sea Z un ideal libre sobre w. Entonces el grupo topolégico ([w]<“, A, 77) es metrizable si y solo si

cof (Z7) < w.

Demostracion:

Como el ideal Z es libre, entonces ([w]<¥, A, 77) es grupo topologico Ty por el Teorema inciso
(c), en particular es T por el Corolario . Por el Teorema este grupo es metrizable si y solo
si posee una base local numerable en la identidad, es decir que:

X0, [w™) <w,
y por el Teorema lo anterior sucede si y solo si:
cof (Zp) < w.
De los incisos (b) y (d) del Teorema esto ocurre si y solo si:
cof (7) < w.

Resulta que a partir del nimero de pseudointerseccién podemos determinar si un espacio topologico
(namerable y 71) es de Frechét, como lo muestra el siguiente resultado:

TEOREMA 4.18 (Nyikos)
Sea (X, 7) un espacio topologico numerable T7. Si x(z, X) < p para todo = € X, entonces (X, T)

es de Fréchet.

Demostracion:
Supongamos que para todo x € X se tiene que x(z, X) < p. Por el Teorema se tiene que
x(z, X) = cof (Z.), por lo cual:
cof (Z,,) < p.

Para ver que (X, 7) es de Fréchet, basta con probar por la Proposicion ([2.43]) que para todo z € X y
para todo A € Z; infinito tal que x ¢ A existe S € [A]“ tal que S € Z}.

En efecto, sean x € X y A € Z infinito tal que x ¢ A. Tomemos J C Z, una familia cofinal en Z,
tal que cof (Z,) = |J|. Consideremos la siguiente familia:

F= {FQX’HIGI,E tal que A\ I C F}
Afirmamos que F es un filtro propio sobre X. En efecto:
(1) Sean Fy, F, € F, entonces existen [, [y € Z, tales que A\ I C F} y A\ I, C F,. Veamos que:

A\ (LUL)=(A\L)N(A\ L)
C Nk,

por cual, como I1 U I, € Z,, por ser Z, ideal, se sigue que F; N Fy € F.
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(2) Sean F € Fy BC X tal que F C B. Como F € F, existe I € Z, tal que A\ I C F, por lo cual
A\ I C B. Se sigue asi que B € F.

(8) Si 0 € F, entonces existiria I € Z, tal que A C I, luego ACIT. Comozx¢lI,yaquel€Z, se
tendria que z ¢ A lo cual contradice el hecho de que A € ZF#,. Por tanto, () ¢ F.

Por los tres incisos anteriores se sigue F es un filtro propio sobre X. Por el Teorema (12.31]) existe un
ultrafiltro U tal que F C U. Afirmamos que CoFin (X) C U. En efecto, basta con ver que X \ {y} € F
para todo y € X. Sea y € X, se tienen dos casos:

= y # x, en cuyo caso existe {y} € Z, (pues el espacio (X,7) es 11, luego = ¢ {y} = {y}) tal que:

AN{y} € X\ {y},
por lo que X \ {y} € F CU.
= y=ux, como z ¢ ) = ), entonces §) € Z,, asf que:
A\D=A
< X\ {a},
va que ¢ A. Por lo cual X \ {z} € F CU.

Por los dos incisos anteriores se sigue que CoFin (X) C U, en particular todos los elementos de U son
numerables como consecuencia de la Proposicion ([2.30)), luego todos los elementos de la subfamilia £
de U dada por:

c:{LgbeejtmmmA\J:L}

son numerables. Dado que X es numerable, podemos asumir que X = w, en tal caso £ estaria dada
por:

[,:{ng)EIJejtalqueA\J:L}.

Afirmamos que L es centrada. En efecto, sean Lq,..., L, € L, entonces existen Ji,...,J, € J tales
que:

Veamos que:

LN 0Ly=(A\J)N--N(A\ J)
= A\ (LU UJ,),

como J es cofinal, existe J € J tal que JyU---UJ, C J (pues J;U---UJ, €Z,), asi que:

A\NJ C A\ (J1U---UJ,)
=LiN--N L,

Se sigue que LiN---NL, € F CU. Al ser todos los elementos de U numerables, entonces |L1 N --- N L,| =
w.

171



4. EL. PROBLEMA DE MALYKHIN

Se tiene asi que L es centrada. Dado que |£]| < |J]| = cof (Z,) < p, se sigue que £ debe tener alguna
pseudointerseccion numerable, digamos el conjunto S’ C w. Este conjunto es numerable. Se cumple asi
que:

IS"\L| <w, VLE€L,

y como L C A para todo L € L se sigue que:
(S"NA)\L| <w, VLEL.

Tomemos asi S = 5" N A. Se tiene que S € [A]“, pues, dado que L C A, para todo L € L, se tiene por
lo anterior, solo una cantidad finita de elementos de S’ no estan en A, luego S’N A debe ser numerable.
Sea I € 7,, entonces existe J € J tal que I C J, por lo que:

1SNI|<|SNJ|
=1SNANJ)|
=|(S"NA)NJ|
=|S"N(ANJ)|
=[5\ (A\ J)]
< w,

ya que A\ J € L. Por tanto, S € Z .
Se sigue asi que (X, 7) es de Fréchet. [

§4.3 SOLUCION CON w; < p

Con lo anterior, ya tenemos las herramientas necesarias para dar una respuesta, usando hipodtesis
adicionales, al problema de Malykhin.

DEFINICION 4.1 (Familia Casi Ajena)
Sea X un conjunto. Una familia A de subconjuntos de X es casi ajena si:

|A1ﬂA2| < w, VAl,AQ G.A,
con A # A,.
OBSERVACION 4.19

Si el conjunto X de la definicién anterior es finito, toda familia de subconjuntos de X es casi ajena,
por lo que no tiene sentido hablar de familias casi ajenas de conjuntos finitos.

LEMA 4.20 (Familia Casi Ajena de Tamano w;)
Existe una familia casi ajena J C [w]¥ de cardinalidad w; tal que:

Uj:w.
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Demostracion:
oo .2 . .
Para cada r € R\ Q sea {r,},_, una sucesion en @) de elementos distintos que converge a r. Para
cada r € R\ Q construimos el conjunto:

A, = {rn

nEw}, Vre R\ Q.

Consideremos la siguiente familia de subconjuntos de @QQ:

A = {Ar g@‘re]R\Q} c [Q]*.

Afirmamos que:
A, NA) <w, Vr,seR\Qconr#s.

En efecto, sean r, s € R\ Q con r # s. Como el espacio topolégico (R, 7,) es Hausdorff, existen abiertos
U,V C R tales que:
rel,seVyUNnV=0>0,

dado que las sucesiones {r,} -, v {s,} -, convergen a r y s, respectivamente, existen Ny, No € N
tales que:
n=>N =r,€ U,

n>N2:>Sn€V

Con lo que A, C* Uy Ay C* V, en particular se tiene que el conjunto A, N A; no puede tener
cardinalidad mayor a min { Ny, N2}, asi que:

|A, N As] < min {Ny, Na} < w.

Ahora, se tiene que la familia A; tiene la misma cardinalidad que R \ @, la cual es ¢, por lo que
como w; < ¢ entonces existe una subfamilia A, C A; tal que:

|A2| = W1.
La familia A, C [Q] sigue siendo casi ajena, pues A; es casi ajena. Tenemos dos casos:

» SR\ (UA2)| < w, tomemos:
B=0\ ().

Este conjunto es finito. Tomemos ahora C' € Ay. Definimos la familia A3 C [Q]* como sigue:
As = (A \ {C}H) U{CUB},
esta familia sigue siendo casi ajena y de cardinalidad wq, pues A; es casi ajena y:
(CUB)NA| < |CNA|+|B| <w, VAE€ A,

pues C' € Ay y |B| < w, y |A3] = |A1] = w;. Se sigue asi que la familia Az de cardinalidad w;
sigue siendo casi ajena y cumple que:

UAs=aq.
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= 5i|Q\ (UA2)| = w, tomemos:

5=\ (Ja).

Definimos la familia A3 C [Q]“ dada por:
Az = A, U{B} C [Q]".
Esta familia es casi ajena, pues A; es casi ajena y:
BNA =0 =0<w, VYAcA

Ademas, tiene cardinalidad wy, ya que |As] = [A2U{B}| = |As| +1 = wy + 1 = wy, por el
Corolario (3.63)) inciso (d) y, por construccion cumple que:

UAs=q.

En ambos casos hemos construido una familia casi ajena A3 C [Q]¥ de cardinalidad w; tal que:

UAs=aq.

Sea ahora f : () — w una biyecciéon entre @ y w. La familia:

f s = { 1) € [w)”

A€ Ay} €[],
sigue siendo casi ajena por ser f biyeccion, tiene cardinalidad w; y cumple que:

Ur i) =1 [JAs] = Fia) =w.

Tomando J = f [As] se sigue el resultado. |

LEMA 4.21 (Cofinalidad Ideal Generado por Familia Casi Ajena)

Sean X un conjunto infinito y A C [X]“ una familia casi ajena infinita de subconjuntos de X,
entonces:

cof (Z(A)) = [Al,
donde Z(.A) es el ideal sobre X generado por A. Ademas, este ideal es propio.

Demostracion:
Sea T =TZ(A) el ideal sobre X generado por A. Consideremos la familia:

Ta={JA € X|4' C Afinito}.
Notemos antes que como A C J4, entonces |A| < |J4|. Ahora, por el Corolario (3.63) se tiene que:

|Tal S w - Al <A,

pues A es infinito, por lo que w < | A|. Se sigue asi que:
| Tal = |A]. (4.14)

Probaremos ahora dos cosas:
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(a) J4 es cofinal en Z. Por la Proposicion (2.27)) se tiene que:
T = {[ C X’existe A’ C A finito tal que I C UA’} ,

con lo que se tiene por definiciéon de cofinalidad que Jy4 es cofinal en Z.

(b) |Jal < |J| para toda familia J cofinal en Z. Supongamos que existe una familia cofinal J
en 7 tal que |J| < |J4l|. Para cada J € J existe A", C A finito tal que:

JclJA
Sea:
B=J A4,
JeJg

se tiene que B C A. Como |A}| <w y |J| < |Ja| entonces por el Corolario (3.63) se sigue que:
1Bl Sw - [T| < |Tal = A,

por (4.14)) y, ya que |A| es infinito. Por ende, existe Ag € A\ B. Al ser la familia A casi ajena

se cumple que:
|[AgN Al <w, VAEeB,

pues, BU {Ap} también es casi ajena. En particular:

w0 (U4)

< w,

para todo A’ C B finito. Por lo cual:
0 (Ja))| <w wied

Se sigue asi que:

|A0ﬂJ|<(A), \V/JEJ
Lo cual contradice el hecho de que J sea cofinal en Z, ya que |Ag| = w#.. Por tanto, debe
suceder que |J4| < | T

Por el inciso (a) se tiene que:

cof (Z) < |Tal, (4.15)
y por el inciso (b) se tiene que:
NARSVIE
para toda familia J cofinal en Z, luego:
| T4l < cof (Z), (4.16)

por (4.15) y (4.16]) se sigue que cof (Z) = |J4|, es decir que cof (Z(.A)) = |.A| usando (4.14]).

Ahora, si Z no fuese propio, existiria A" C A finito tal que:

x=A.
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Dado que A es infinita, se sigue que existe A € A\ A’. Se cumple que:

IANA|<w, VA eA, (4.17)
por tanto:
Al=| ] AnA|< ) |An4],
Ale A Ale A
siendo esta una suma finita y por (4.17)), se sigue que |A| < w, lo cual contradice el hecho de que
A C [X]“#.. Por tanto, Z es propio. [

OBSERVACION 4.22

Como consecuencia de la segunda parte de este lema, siempre que lo usemos, al tomar el ideal J5*
de la Proposicion (4.10)) este ideal sera propio por el inciso (b).

LEMA 4.23
Sea X un conjunto infinito, entonces |[X]<“| = | X|.

Demostracion:
Observemos que [X]<“ puede ser escrito como unién de conjuntos disjuntos a pares:

n<w

donde |[X]°] =1y |[X]"] = | X| para todo 0 < n < w. Por lo cual:

Ui

n<w

[X]=] = =) X" =w-sup |[X]"| = w - |X],

n<w

n<w

por la definicién de suma de cardinales, del Lema (3.69) y ya que w < |X| (pues X es infinito), en
particular 1 < |X]. Se sigue del Corolario (3.63)) que:

[XT=1 = 1X].

[ |
Con estos lemas probados ya estamos en condiciones de dar una respuesta al problema de Malykhin:

PROPOSICION 4.24

wy < p implica la existencia de un ideal libre Z sobre w tal que cof (Z) = w; y el ideal J5* es de
Fréchet.

Demostracion:
Por el Lema (4.20) existe una familia casi ajena J C [w]* de cardinalidad w; tal que:

Uj:w.

Sea T = Z(J) el ideal sobre w generado por J. Veamos que Z es libre, para ello notemos que:

w:UJQUIQM,
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por ende | JZ = w.

Como w es infinito y J C [w]“ es casi ajena se sigue del Lema (4.21)) que cof (Z) = cof (Z(J)) =
|T| = wi.

Ahora, por el Teorema (4.15)) el grupo ([w]<*, A) es grupo topologico Ty dotandolo con la topologia
77, ya que el ideal Z es libre.

Ademés, por el Lema (2.8)) y por los Teoremas (2.34) v (4.15) incisos (b) y (d) se sigue que:
X([w]=*, A) = x([w]=*,0) = cof (Zy) = cof (J3¥) = cof (Z) = wy < p, VAE€E [w]™.

siendo Zy el ideal de conjuntos que no se acumulan en (). Dado que |[w]|<¥| = |w| = w por el Lema
(4.23)) se sigue del Teorema (4.18) que ([w]<¥, A, 77) es de Fréchet, en particular, el ideal Zy = J5* es
de Fréchet. |

TEOREMA 4.25
wy < p implica la existencia de una topologia sobre el grupo booleano ([w]“, A) que lo haga T,
Fréchet y no metrizable.

Demostracion:

Sea 7 el ideal libre sobre w de la Proposicion (4.24). Por el Teorema el grupo topolégico
([w]=“, A, 77) es Ty, dado que I5* es de Fréchet, por el inciso (e) del teorema antes mencionado, este
grupo topologico es de Fréchet. Ahora, por el Corolario (4.17)) el grupo topolégico (jw]<¥, A, 77) no es
metrizable, ya que w < wy = cof (7).

Por tanto, ([w]<“, A, 77) es un grupo topologico Ty numerable de Fréchet que no es metrizable. W

§4.4 SOLUCION CON p=b

Resulta que también podemos dar una respuesta con otras hipotesis. Para llegar a ello primero

hablaremos un poco de ideales sobre el conjunto w X w y una caracterizaciéon de los elementos de
(j<w)J—.
TY)

LEMA 4.26 (Nyikos)
Sea Z un ideal libre sobre w. Entonces, X € (J5*)* si y solo si [ JX € Z+ y se cumple que:

HXEX’nEXH<w, Vn € w.

Demostracion:
Probaremos la doble implicacion.

=): Sea X € (J5¥)*, entonces:
X NAl <w, VAeIZ“.

Para cada I € Z definimos el conjunto:

I = {A € [w]

Aﬂ]#@}
Se tiene por construccion que Z; € IJ3¥, para todo I € Z, por ende:

N1 <w, c L. .
XNI VIiel 4.18
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Veamos que:

XmL:{XeM@

XeXyXGL}
) {XG[ . (4.19)

XEXyXﬂI7é®},

para todo I € Z. Por tanto, para todo I € Z:

QJX)m[::LJXmI

XeX

= [J Xni|u IJ XnI

Xex XeX
XNI=0 XNI#D

El conjunto de la derecha es finito, ya que |X N I] < |X| < w para todo X € X NZ;, pues X € [w]<¥
y, la familia X N Z; es finita por (4.18)). Por tanto:

‘QJX)H[%Q% VI eT,

es decir que | JX € Z+. Ahora, como Z es libre, por el Corolario (2.23)) se tiene que {n} € T para todo
n € w, por tanto:

{XeX@eX}:{Xepr%Xexyxm@@¢®}
=XNZ1yy, Vnew,

donde el conjunto X N Zy,; es finito por . Asi que:
HXGX’TLEXH <w, Vne€w.
<): Supongamos que | JX € I y que:
HXGX‘?”LEXH <w, Vnew.

Para probar que X € (J3“)* basta con probar que:
X NZ;| <w, VIeT. (4.20)
En efecto, supongamos que se cumple lo anterior. Sea A € J5*, entonces existe I € Z tal que:

ANI#0, VAec A,
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por definiciéon de Z; se tiene que A C Z;, asi que:
XY NAl < |XNZ,

donde el segundo miembro es finito por (4.20)). Por tanto, |X N A| < w.
Probemos ahora (4.20)). Sea I € Z. Como |JX € (J<¥)*, entonces:

((U X) m]‘ <w. (4.21)

Para cada n € w tomemos:

yn:{XeX‘neX}, (4.22)
por hipoétesis este conjunto es finito. Sea:
Yy = U Y, (4.23)
(Jax)nt

Por (4.21) y (4.22)) se tiene que ) es finito. Ahora, tomemos X € X NZ;, entonces por (4.19) se tiene
que X NI #(. Sean € X NI, tenemos que:

neXxcljx,
luego n € (|JX) N1, asi que X € ),, C Y. Por tanto:
Xﬂzlgya

como Y es finito se sigue que |X NZ;| < w. Por tanto, X € (J5*)*. |

LEMA 4.27
Existe una sucesion transfinita (f,),., de funciones en “w no decrecientes de longitud b tal que:

Jo <" f5, Va,B<b, (4.24)

con a < 3, que ademas cumple que la sucesion es no acotada bajo la relacion <* y tal que f, es
la funcién constante de valor n, para todo n < w.

Demostracion:
Por la Proposicion (3.104]) existe una sucesion (f)
tal que:

a<p de funciones crecientes de “w de longitud b

fo <" fy Va,B<b,

con a < f3, que ademas cumple que la sucesion es no acotada bajo la relacion <*. Ahora, consideremos
las funciones g,, : w — w dadas por:

gm(n) =m, Vn <w,

para todo m < w. Se verifica rapidamente que g,, <* g, siempre que m < n, para todo m,n < w.
Ademas, se cumple que como f! es creciente, entonces para todo m < w existe N,, < w tal que:

n = Ny = fi(n) > gm(n),
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por lo cual:
gm <" far
para todo m < w y para todo a < b. Definimos la sucesion (f.),., como sigue:
_ Ja si o< w
fo‘_{ fs st a=w+ B paraalgin f<b ’ Va <b.

Por el Teorema (3.45]) se tiene que f, esta bien definido, para todo o < b. En efecto, si & < b se tienen
dos casos:

= o < w, en cuyo caso se tiene que f, = gq-

» w < a, por el teorema antes mencionado existe un unico ordinal # (més atn, 5 < a < b) tal que
a=w+ 3, luego fo = f3.

Ahora, esta sucesion es de funciones no decrecientes en “w, es no acotada bajo la relacion <*, ya
que contiene como subsucesion a la sucesion (f)) la cual es no acotada bajo esa misma relacion.
Ademés, se cumple que:

a<b?

foz < fﬁa \V/O[,5<b,

con a < f3. [ |
LEMA 4.28
Usando la sucesion de funciones del Lema (4.27)) se tiene que la familia:
A:{faa<b}U{Cnn<w}§[wxw]‘“, (4.25)

con C,, = {n} x w para todo n < w, es casi ajena. Ademas, si Z' es el ideal generado por A sobre
w X w, se tiene que cof (Z') > w e 7’ es libre.

Demostracion:
Haremos la prueba por partes:

(1) A es casi ajena. Sean A;, A; € A distintos. Como la interseccion es conmutativa, se tienen
solamente tres casos:

w Ay = fo, v Ay = fa, para algunos aq, ay < b. Como A; # A,, entonces ay # o, sin pérdida
de generalidad podemos suponer que a; < g, por (4.24)) se tiene que:

o <" fans
por lo cual existe N < w tal que:
nzN = fu(n) < fo(n),
asi que, las funciones f,, y f., vistas como subconjunto de w x w, cumplen que:
AiNAy = fo, N fa, €{0,1,...,N} x {0,1,...,k},
donde k = max {f,,(0),..., fa, (N), fa(0), ..., fay (V) }. Asi que |A; N As| < w.
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» Ay =C,, v Ay = (), para algunos ny,ny < w. Como A; # A, se tiene que ny # no, luego:
AN Ay =({n} xw)N({na} xw) =10,
asi que |A; N Ay| < w.
s A = f, para algin a < by Ay, = (), para algiin n < w, se tiene que:
AN Ay = faNCy = foN({n} xw) ={(n, fa(n))},
por ser f, funcion. Se sigue asi que |A; N As| < w.
En cualquier caso se tiene que |A; N As| < w. Por ser arbitrarios se sigue que A es casi ajena.

(2) Veamos que:

» cof (Z') > w. Como 7’ es el ideal generado por A C [w x w]¥, siendo esta familia casi ajena
e infinita se sigue del Lema (4.21)) que:

cof (Z') = | Al .

Ahora, como { fala < b} C A, entonces:

cof (Z') = |A| 2 b > w; > w,

pues, f, # f3 para todo «, 8 < b por (4.24), y por la Proposicion (3.102) y el hecho de que

Wy > Wo.

s 7’ es libre. Como {Cn

n < w} C A C T, entonces:

wxw:U{n}xw:UC’nQUT,

n<w n<w

con lo que el ideal Z’ es libre.

De los incisos (1) y (2) se sigue el resultado.

PROPOSICION 4.29 (Nyikos 1981)
p = b implica la existencia de un ideal libre Z sobre w tal que cof (Z) > w y el ideal I3 es de

Fréchet.

Demostracion:
Por el Lema (4.27)) existe una sucesion transfinita (f,),., de funciones no decrecientes en “w de

longitud b tal que:
jh <f:fba \VQ,B < ba

con o < (3, que ademas cumple que la sucesion es no acotada en “w bajo la relacion <* y tal que f,
es la funcion constante de valor n, para todo n < w.

Para cada o« < b tomemos:

L, = {(n,m) Ew xw‘m< fa(n)}, (4.26)
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y para cada n < w; C,, = {n} x w. Por el Lema (4.28) para la familia A = {fa‘a < b} U {Cn

se tiene que el ideal Z' sobre w X w generado por esta familia es libre y tal que cof (Z') > w.

n<w}

Por ser w X w equipotente a w (digamos bajo una biyeccion I' : w X w — w), podemos ver al ideal

7' sobre w X w como el ideal:

I:Nﬂ:{mm

Fef}

sobre w, usando la Proposicion (2.15). De los Lemas (2.19) y (2.33)) se tiene que este ideal sobre w

sigue siendo libre y tal que cof (Z) > w.

Veamos ahora que el ideal J5* de la Proposicion (4.10)). construido a partir del ideal Z, sobre [w]<*,
es de Fréchet. Para ello, sea X C [w]<“ infinito tal que ) ¢ X y X € (J5%)". Para cada a < b definimos:

(n:{Xexkgrwg} (4.27)

Probaremos ahora la siguiente afirmacion:

» Existe un ordinal o con w < a < b tal que X, € (J;“))J“. En efecto, supongamos que para
todo a € b\ w se tiene que X, & (J5*)7, luego &, € J5* para todo a € b\ w, asi que para todo

a € b\ w existe I, € T tal que:

XNl #0, VX € X,.

Como I, € Z, entonces al ser el ideal Z' generado por la familia A, existen 3j,...,5 < by

ng, ...,Nnk, < w tales que:

[, CT

la ko
ijlurbja%
1=0 =0

Por tanto:

(XmF[OfBQD U (XQFLOC,L],D :XmF[OfﬁguLanj] £0, VX e X, (4.28)

i=0 i=0 j=0

Afirmamos que podemos elegir Sy, ..., By, con §; < «a para todo i € [0, m,] tales que:

XﬂFbjhl#@,VXek@

=0

En efecto, sea X € A,. En caso de que no suceda lo anterior con los ..., se tiene que

ocurre alguno de los siguientes dos casos para X:

e X NT [Uéio fﬁg} = (). Si sucede lo anterior, forzosamente debemos tener por (4.28

Xnr [U?io C’nj} # (). Sea:

N,1 = max {fa(n])

je@%ﬂ}
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Se tiene asi que:

ko
cxnr U {’I’L]} X {07 . '7foc(nj)}]

C X T [{ng,....m} x {0,..., Nas}]

.
cxnr|lU fj] :

Lj=0

20

xar L@ .

pues X C I'[L,] y las funciones f; son las constantes de valor j para todo j < w. Asi que
Na
Xnr |:Uj:61 fy] # 0.

XnT [Ui‘io fﬁg] # (). Si sucede lo anterior, entonces existe I C [0,1,] tal que 5, < a, para

todo i € [0,l,] \ I y a < 3} para todo i € I. En caso de que alguno de ellos sea igual con
«, lo descartamos, ya que:

XN [fa] =0,

pues X C I'[L,]. Asi que podemos asumir que o < 3} para todo i € I. Por (4.24)) se tiene
que:
Jo < fg, Vi€l

Asi que, para cada i € [ existe N; < w tal que:
n = N;= fo(n) < fg(n).

Sea M = max {NZ-

1el }, este maximo existe pues I es un conjunto finito. Se cumple que:
n= M= fo(n) < faz(n), Viel
Tomemos N, 2 = fo(M). Dado que X C I'[L,], tenemos:
N _ -
Xnr [Ufgz{] =|xnr| U faf |U (er [Ufng,])

i=0 i€[0,la]\T iel

Xar| U fa| | uxnrio sy x (o, £00))

-
_iE[[O,la]]\I
- - ..
clxnr| U f«f|U er[ f])
€[\ | i=0

Nao ]
=xnr| |J smulU#|,
1=0

i€0,la]\I

pues, las funciones f; son las constantes de valor 7, para todo 7 < w.
P Na,
Asique X NT [Uie[[o,la}]\l far U Uiy z:| # 0.
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Tomemos N, = max {Na1, Na2}, ma = No + |[0,1.] \ I|. Hacemos:
61' =1, Vi< Ng,,

Y BNa+j = B, para todo j € [1, ], siendo ¢ = [[0,lu] \ 1], con [0,l]\ I = {&,.... I}

Hemos elegido asi ordinales fy,. .., O, tales que ; < «, para todo ¢ € [0,m,] y que cumplen
que:
Xnr [U fﬁ,-] £0, VX € X,, (4.29)
i=0

pues, tomando X € X, se tiene que sucede alguno de los dos casos anteriores, en particular por
ambos casos debe ocurrir (4.29)).

Para cada a € b\w sea F,, = {f, - - ., O, }- Este conjunto cumple que F,, € [a]<*. Consideremos
ahora la funcion ry : b\ w — b dada como sigue:

a— |F,l.

Dado que el conjunto F, es no vacio (pues I, # (), se cumple que 1o > 1. Esta funcion es
regresiva, pues:
ro(a) = |Fo| <w < a (4.30)

para todo o € b\ w. Como b \ w es estacionario, pues b es regular por la Proposicion (3.105))
y, si C C b es CLUB se tiene que existe o € C tal que w < « (por ser no acotado), luego
(b\w)NC #0. Se sigue de la definicién que el conjunto b \ w es estacionario.

Se tiene asi por el Teorema (3.85) (Lema de Fodor) y por (4.30)) que existen un ordinal m < w
y So C b\ w estacionario tales que:

ro(a) = |Fy| =m, VYa €Sy,
como 1y > 1, debe suceder que 0 < m < w. Consideremos ahora la funcién r; : Sy — b dada por:
ri(a) =min (F,), Va € Sy.

Como F, € [a]<¥, entonces r1(«) < «, para todo a € Sy. Aplicando nuevamente el Lema de
Fodor a la funcién regresiva r; y al estacionario Sy obtenemos la existencia de un ordinal 7, < b
y S1 C Sy estacionario tales que:

ri(a) =min (F,) =v, Va€S.
Consideremos ahora la funcion r, : S; — b dada por:
ra(a) = min (Fo \ {m}).

Esta funcion nuevamente es regresiva, por lo que aplicando el Lema de Fodor a r, y al estacionario
S1 obtenemos la existencia de un ordinal v5 < b y Sy C Sy estacionario tales que:

ro(a) = min (F, \ {71}) =72, Va e 5.
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Repitiendo este argumento m-veces obtenemos la existencia de ordinales 7, ...,7, y conjuntos
S1,...,5,, usando las funciones regresivas r, : S,_1 — b dadas por:

ro(a) =min (Fo \ {71,---,Wm-1}), VYa €S, 1,

para todo n < m, tales que 7; es ordinal menor a « y S; estacionario, para todo i € [0, m],
cumpliendo estos conjuntos que:

Sm C Spe1 €0+ € 5 €51 C S
Por construccion de los r,, se cumple que:
F,=Fs, Va,B€S,,
pues, |F,| = m para todo o € S, ya que S,,, C Sp. Por tanto:
Fo={%,....7m}, YaeS,. (4.31)

Tomemos F' = {v1,...,Ym} y S = Sp. Sea:

yZ{XGX‘XﬂF[fW]Z(D, paratodovEF}

Ui}

Se tiene que Y € (wa)+. En efecto, por la Observacion 1) basta con probar que para todo
I €T existeY €Y tal que INY = (. Sea I € Z, como F es finito, entonces |J. ., f, € Z', por

:{XEX‘XHF

lo cual T’ [UyeF fw] € 7, asi que por ser Z ideal se sigue que:

el

Iur[UfV

YEF

Como X € (J5)", entonces existe X € X tal que:

ol

en particular, IN X =0 y T [U%F fv} NX =0, por lo cual X € Y. Tomando Y = X se tiene
que Y € Y es tal que INY = (). Se sigue asi que Y € (I5%)".

Construimos por induccioén una sucesion (Y;,) de elementos de ) como sigue:

n<w
e Tomamos Y, € ).
e Supongamos elegidos Yy, ..., Y, € ) tales que:

méxmy [[7' V3] < minm [ V)], Ve e [0,n—1],
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donde 7 : w X w — w es la funcién proyeccion de la primera entrada. Como Y,, € Y C X
con X C [w]<¥, se tiene que I'"![Y},] es finito, asi que el conjunto 71 [[~! [V,,]] también lo
es, tomemos:

kn = méxm; [[7'[Y,]] .

Se tiene que {J,;, . C; € Z, por lo cual T' [, ,, Ci] € Z. Como Y € (I59)", se sigue
que existe Y, 11 € ) tal que:
F[ U Cz mYn+1:®7
i<kn-+1

es decir que:
( U Cl> N Fil [Yn+1] - @
i<kn+1

Notemos que ;. 41 Ci = {0,..., kn} X w, asi que {0,...,k,} Ny 71 Y]] = 0, por
tanto:
méx 7 [[7 [V,]] = ky <minm [ Y]]

Usando induccion tenemos construida una sucesion (Y;,) de elementos de Y tales que:

n<w

MAax 7 [F_l [YnH < min m; [F_l [Ynﬂﬂ , Vn <w. (4.32)

Sea K = {kn <w
h: K — w como sigue:

n < w}, donde k,, = minm, [[7![Y,]], para todo n < w. Definimos la funciéon

h(k,) =méxm [[7'[V,]] +1, Vn <w,
donde 7y : w X w — w es la funcién proyeccion de la segunda entrada. Extendemos h a todo w

de la siguiente forma:

{O si n<k0. Vn < w

h(kpn) st ky <n<ky para algin m < w.

Esto es posible, ya que lim,,_,, k, = w. En esencia, lo que estamos haciendo con la funciéon h es
encerrar a los conjuntos I'"! [Y,,], pues, notemos que se cumple por (4.32)) que:

DY CH{kny o knr — 1y x {0, .. h(k,) — 1}, Yn < w. (4.33)

Ahora, como la sucesion transfinita de funciones (f.),., es no acotada bajo la relacion <*,
entonces existe o/ < b tal que:

h g* fo/-

Como S es estacionario y el conjunto [o/, b[ es CLUB, de la definicion de estacionario se sigue
que SN[, b[# 0, por lo cual existe a« € SN[/, b[. Al ser la relacion <* transitiva se sigue que:

h <" fa,

con lo cual, existe N < w tal que:

n>= N = f,(n) = h(n).



4.4. SOLUCION CON p=0b

Por lo que de (4.33)) se sigue que:
n>N=T"'Y,] C L,

es decir:

n>N=1Y, CT[L,l (4.34)
Tomemos X = Yy. Se tiene que X € Y C X y se sigue de (4.34) que X € X,. Como a € S
entonces F, = F', por lo cual de (4.29) tenemos que X NI’ [U%F fv] # (), pero como X € )

entonces de la definicion de Y se tiene que X NT° [U cF fw] = (), lo cual es una contradiccion#..
Por tanto, existe un ordinal o con w < o < b tal que X, € (J5¢)7.

Probada esta afirmacion se tiene que existe un ordinal o con w < o < b tal que X, € (J5%)". Notemos
que:

X, = {X e X’X cr [La]} C [w]<,

por lo cual X € [I'[L,]]** para todo X € X, . Por el Lema se tiene que |[I'(Ly)] ™| = =w
(va que L, es numerable por ser f, creciente), por lo Cual existe una biyeccion H [ (Lo )} — w.
Tomemos:

XP = {X € X, [fs] = (2)} . VB <a, (4.35)
y para cada n < w:

X8 — {XeXﬁ‘XﬂF[nxw] —0}. (4.36)
Consideremos la familia:
x:{Xf <ayn<w}

Afirmamos que la familia IT[X] = {H[Xf ] € w’ BL<ayn< w} forma una familia centrada de sub-
conjuntos infinitos de w:

» II[X] es centrada. Si X' C X es finito, entonces existen fy,...,0r < @ y ng,...,n; < w tales
que:

r = {Xnﬁé

B; < ayn; <w para todo i € [[O,k]]}.

Entonces:

k
gENgte
=0

:{XGXa [fgi]:(Z)yXﬂF[nixw]:@paratodoz'e[[O,k:]]}

:{Xexa [QfgilzﬂyXﬂFlgnixwlzw}.

Veamos que ()X’ es infinito. Dado que X, € (J5)", entonces para el elemento:

(U)o Qo)
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con my = MAax {nZ i €0, k]]}, se tiene para [y = I'[I]] € Z que existe Xy € &, tal que XoNIy =

(0, es decir que:

X,NT

k

i=1

luego, Xy € [ X'. Al ser el ideal Z libre se tiene que existe Jy € Z tal que:

k
Uni xw] ,
i=1
XoNJy # 0,

en particular, al ser el ideal Z’ generado por la familia A, debe existir S;,1 < b con fr1 # S o
Ng1 < w con N1 # n;, para todo i € [1, k], tal que:

XO nr [f5k+1] 7é @ O XO nr [CmH.J 7£ ®7 (437>

y en respectivos casos podemos tomar ngy1 = n; y fs,,, = fg,. Repitiendo el proceso encontramos

X, € X, tal que:
k+1 mi
X,Nr [(U fﬁi> U (U Ci)
i=1 i=1

i€ [0,k+ 1]]}, en particular:

=0, (4.38)

con mp; = max {nZ

i=1 i=1

k k
leP[Ufﬁi] =0 vy XlﬂF[Unixw],

asi que X; € (X' y se tiene que Xy # X; por (4.37) y (4.38). Usando induccion se prueba que
existe una sucesion (X, ), ., de elementos en A, distintos a pares tales que X,, € (X' para todo
n < w, por lo cual (X’ es infinito. Por tanto, para todo II[X'] C IT[X] finito se tiene que:

M) =1 [ﬂx] ,
donde el conjunto (X’ es infinito por lo probado anteriormente, al ser II biyeccion se sigue que
N II[X'] también es infinito.

» Todo elemento de II[X] es infinito. Se tiene por el inciso anterior.

Como:
[IL[X]| = |X| = méx {|af ,w} < b,

pues |a] < a < by w < b, al tenerse que p = b se sigue que existe una pseudointersecciéon numerable
P € [w] de la familia IT (X). Tomemos:

C=PNIA,].

Como ‘B es una pseudointerseccion numerable de la familia I [X] y esta familia esta conformada por
subconjuntos de II[&X,], se sigue que € sigue siendo numerable y una pseudointerseccion de la familia
IT[X], ya que al ser B una pseduointerseccion, entonces P esta casi totalmente contenido en todo
elemento de IT[X], donde todos estos elementos son subconjuntos de TI[X,] (por definicion de TI[X]),
asi que € debe seguir siendo una pseudointerseccion de II[X].
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Este € € [w]“ cumple ademas que I17'[¢] C X, C X. Tomemos asi C = [I7[¢] C [['[L,]]"*. Por lo
anterior se sigue que:

C € [X,]* C [X]*. (4.39)

Sea:

¢ ={rlc L.

Cec)C L™,
Se tiene lo siguiente:
» |JC € T4, para ello basta con probar que | JC' € 7', es decir que:
KUCOOF

Sea U = |JC'. Como I’ es el ideal generado por la familia 4, entonces, basta con ver que para
todo A € A se tiene que:

<w, VI'eT.

[UNA| <w.

Sea A € A, se tienen dos casos:

e A = fg para algin 8 < b. Se tienen dos casos:

o f < a. Como € es una pseudointerseccion de la familia I1[X], se cumple que:
€\ O[A)]] < w,
para todo 7 < «a y para todo n < w, en particular lo anterior ocurre para:

]e\n[xf]( <w.

Notemos que X(’)B = X8, luego:
IC\ x| < w,

por lo que:
XeC\x «—= XeCyX¢ar
— XeXyXnTI(f) #0.

Por lo cual:

unfsl=|J ¢'nis

crec’
< ) 1N fl

crec’

= 1CnTf

cec

= Y lonrigll+ Y jenTif)

cecnxp ceC\xh

—0+ Y lonTisll

CceC\xh

= > lonTifl-

CeC\x#
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Como |C] < w para todo C' € C, entonces la suma es una suma de elementos finitos vy,
la suma es finita, ya que |C \ /'\?B| < w, asi que ZCGC\XB |CNI[fs]| < w, es decir que
‘U N f5| < w.

o a< f.Si [ = «aentonces como U C L, se tiene por definiciéon de L, que:
UNfsl =10UNfo] =0 < w.
Ahora, si o < 8 entonces f, <* fg, por lo cual existe N < w tal que:
>N = fuln) < foln),
nuevamente, como U C L,, se sigue que:

UNfe=Un{fs(0),.... fs(N = 1)} C{f(0),..., fs(N — 1)},

asi que |U N f3] < w.

e A=C, para algin n < w. Como U C L, entonces:
UNC, CUN({n} x{0,..., fa(n) —1}) C{n} x{0,..., fa(n) — 1},
por lo cual |UNC,| < w.

De los tres incisos anteriores se sigue que |[U N A| < w, por lo cual |JC € T+,

{C € C‘n € CH < w para todo n < w. Para ello, basta probar que:

HOGU <w.

r*@oec}

En efecto, sea n < w y, como T es biyeccion, tomemos (ny,ny) = I'"}(n). Notemos lo siguiente:

{crec|rimyec} ={cec|m,m e}
g{CeC’C’m(erl)xw#@},
: HCEC%Tmmy+Uxw¢ﬂ}kﬁ{0640mrum+ﬂ>x@#@H,
por lo cual:

HOEUFNMGC}

gHCecpmer+1pu4¢®H. (4.40)

Por ser € pseudointerseccion de la familia I1(X), se tiene que:
e\ TI(XY)| < w,
para todo 8 < a y para todo n < w, en particular, se cumple que:

IC\ X | <w, (4.41)
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siendo:

X = {xea

XﬂF[(nl—i—l)xw]:@}

:{XeXa

X AT [(ng +1) x ] :(z)},
pues, X* = X, dado que X C I'(f,), para todo X € X,,. Se tiene de esta forma que:

H(Jec]Omr[(an) X W] ﬂ)}( — HOGC‘(JgéXTﬁHH

= ‘C \ X?%-&-l‘
< w,

por (4.41). De (4.40) se sigue que:

Hc’ec’

I'(n) € C'H < w.

Por los dos incisos anteriores se tiene, usando el Lema (4.26) que:
<w\-+
Ce (339 . (4.42)

En resumen, en el grupo topologico ([w]<“, A, 77) del Teorema (4.15)), se tiene que para X C [w]<¥
infinito tal que § ¢ X y X € (J59)" existe C € [X]¥ por , tal que C € (J5%)" por . Del
Corolario (2.45)) se sigue que el ideal Zy es de Fréchet, esto es (nuevamente, por el Teorema ({4.15)
inciso (b)) que el ideal J5* es de Fréchet. |

TEOREMA 4.30 (Nyikos 1981)

p = b implica la existencia de una topologia sobre el grupo booleano ([w]¥, A) que lo haga Tj,
Fréchet y no metrizable.

Demostracion:
Es analogo a lo hecho en el Teorema (|4.25)) usando ahora la Proposicion (4.29). |

§4.5 CONCLUSIONES

Para terminar este trabajo, hablaremos sobre la importancia del Problema de Malykhin. En 1940
Kurt Gédel probé que:

Si ZFC es consistente entonces ZFC+CH es consistente,

siendo CH la Hipétesis del Continuo y —CH su negaciéon. Paul Cohen, complementando el trabajo
hecho por Godel, probd 1963 que:

Si ZFC es consistente entonces ZFC+—CH es consistente.
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La profundidad de la prueba y la razoén por la Cohen que recibio 1966 la Medalla Fields es que a
partir de su prueba y junto con el trabajo de Godel se demuestra que la hipdtesis del continuo es
independiente de los Axiomas de ZFC, esto es que no se puede afirmar ni negar y, mas aun, asumiendo
la consistencia de ZFC (misma que no se puede probar por los Teoremas de Incompletud de Godel)
resulta que afirmarla o negarla nos sigue dando un modelo de ZFC que sigue siendo consistente. De
hecho, el fue mas alla y probo que el Axioma de Eleccion (CA) es independiente de ZF.

Con el Problema de Malykhin sucede lo mismo que con la Hipdtesis del Continuo. En este trabajo
se probd que el Problema de Malykhin tiene respuesta afirmativa asumiendo que w; < p o que p = b.
Un modelo de ZFC donde se cumple una de estas dos desigualdades es ZFC+CH, ya que asumiendo la
Hipotesis del Continuo se tiene que N; = ¢, lo cual implica:

lep:bzca

pues w; < p < b < ¢ por la Proposicion (3.102). Asi que tenemos un modelo consistente de ZFC
(asumiendo que ZFC es consistente) donde la respuesta al Problema de Malykhin es afirmativa.

Otro modelo de ZFC donde sucede lo anterior es ZFC+—=CH-+MA, donde MA es el Axioma de Martin:

DEFINICION 4.2 (Axioma de Martin)

Sea k cardinal tal que k£ < ¢. Entonces, para todo orden parcial P que cumpla la condiciéon de
cadena contable y toda familia D de subconjuntos densos de P con |D| < k&, existe un filtro F C P
que intersecta cada elemento de D.

Se tiene que ZFC+MA implica que p = ¢ y como asumimos —=CH, tenemos:
wp < c=0h.

En esta Tesis no se hace un estudio del Axioma de Martin y sus consecuencias, las mismas pueden ser
encontradas en [Jec03|. En particular, alli se muestra que ZFC+—-CH-+MA es consistente asumiendo
que ZFC es consistente.

En 2014 Michael Hrusak y Ulises Ariet Ramos Garcia probaron, usando una técnica llamada forcing,
que asumiendo que ZFC es consistente, existe un modelo de ZFC en el cual la respuesta al Problema
de Malykhin es negativa.

La relevancia del Problema de Malykhin radica en que es independiente de ZFC y en su simpleza
enunciar, ya que es solo necesario conocer algunas cosas sobre Grupos Topolégicos y Topologia General
para entender el problema. Muchos de los problemas independientes de ZFC requieren mas teoria para
poder ser enunciados, como lo son CH, la Hipotesis del Continuo Generalizada GCH, MA, -CH-+MA,
etc. ..

A pesar de su simplicidad, resulta increible el hecho de que este problema sea independiente de ZFC
y este texto sirve como una ejemplificacion de que este tipo de problemas pueden surgir en lugares
inesperados.
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ANEXO A

RECURSION TRANSFINITA

El problema de definir operaciones sobre ordinales radica en que no existe un conjunto que contenga
a todos los ordinales, por lo que no nos es posible construir una operaciéon de la habitual. Para solventar
este problema usamos recursion transfinita.

§A.1 RECURSION TRANSFINITA

Para definir operaciones sobre ordinales lo tendremos que hacer de forma recursiva. Para ello, usa-
remos el siguiente teorema. Antes de ello daremos la siguiente definiciéon que nos servira en la demos-
tracion del mismo:

DEFINICION A.1 (Funciones Compatibles y Sistemas de Funciones Compatibles)
Dos funciones f y g son compatibles, si f C g, es decir que dom (f) C dom (g) y f(z) = g(x)
para todo = € dom (f).

Un conjunto { filiel } es un sistema compatible de funciones si para todo i,j € I se tiene

que f; y f; son compatibles.

OBSERVACION A.l1 (Unién Sistema Compatible de Funciones es Funcién)

SiF:{fi

notemos que:

1€l } es un sistema compatible de funciones, entonces |J F' es funciéon. En efecto,

UFc <Udom<f,-)) X (Uran(fi))

iel i€l
Ahora, si x € J;.; dom (f;), entonces existe iy € I tal que x € dom (f;,), luego por ser f; funcion
existe un tnico y € ran (f;,) tal que:

Y= fio (I>
Si (z,y") € U F se sigue que existe i € [ tal que y' = fi(z). Como f; y f;, son compatibles, se tiene
que una esta contenida en la otra, en particular, se debe tener que:

fio() = fi(z),



A. RECURSION TRANSFINITA

luego, y = y/. Se sigue asi que |J F' es funcion.

TEOREMA A.2 (Teorema de Recursion Transfinita)
Dada una funcion G, entonces la propiedad P(z,y) definida en (A.2)) define una funcion F tal
que:

F(a) = G(F [ a),

para todo ordinal o, donde F | o denota a la reestriccion de la funcion al conjunto a.

Demostracion:
Haremos la prueba por partes. Llamaremos a t un calculo de longitud o basado en G si t es
una funcion tal que dom (t) = S(«) y, para todo 8 < « se tiene que:

t(B) = G(t ] p). (A1)

Sea P(x,y) la propiedad:

x es numero ordinal y y = ¢(z) para algin calculo ¢ de longitud = basado en G, } (A2)

0 x no es nimero ordinal y y = (.

(a) Veamos que para todo x existe un unico y tal que P(z,y), con lo cual habremos probado que P
define una funcion F. Si x no es un ntimero ordinal se tiene por definicion de P que existe un
tinico y tal que P(x,y) (en este caso y = 0).

Por lo cual basta con probar esto en caso de que = sea un ordinal, para ello procederemos usando
el Principio de Induccién Transfinita. Sea « ordinal y supongamos que para todo ordinal § < «
existe un tunico calculo de longitud 8 basado en G. Debemos probar la existencia de un tnico
calculo de longitud «a basado en G.

» Existencia. Consideremos la propiedad P;(z,y):

x € ay y es un célculo de longitud = basado en G
oxdayy=1>0

Esta propiedad por construccién cumple que para todo x existe un unico y tal que P1(x,y).
Por el Axioma de Reemplazo se sigue que para el conjunto « existe un conjunto 7” tal que:

VB < a existe t € T' tal que Py(53,1).

Sea T = {t € T" existe f < « tal que P1(f, t)} Definimos de esta manera a T', pues puede

que T" contenga mas elementos que no necesariamente sean calculos de alguna longitud.
Usando la hipotesis de induccion tenemos que:

VB < « existe un tnico t € T tal que P4(5,1).

Afirmamos que T es un sistema compatible de funciones. En efecto, si t1,ty € T entonces,
existen (3, y [y ordinales menores que « tales que ¢; es un céalculo de longitud (; basado en
G, para ¢ = 1, 2. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que 5, < [, veamos que t;
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y ts son compatibles, para ello, basta con probar de la definicién de funciones compatibles
que:

ti(y) =ta2(y), Vv < B

Procederemos usando el Principio de Inducciéon Transfinita. Sea v < 1 y supongamos que
para todo d < 7 tenemos que:

entonces, t; | v =ty [ 7. Por ser G funcion se sigue que G(t; | v) = G(t2 [ 7), luego por
(A.1]) se sigue que:
t(y) = t2(7)

Por el Teorema ((3.25)) se sigue que ¢1(y) = t2(7) para todo v < 1, luego t1 y 2 son funciones
compatibles. Por ser arbitrarias, se sigue que 71" es un sistema compatible de funciones.

Tomemos ahora & =JT y 7 =t U {(a, G (7)) }. Afirmamos lo siguiente:

e Afirmacién 1: 7 es funcién con dom (7) = S(a). Como T es un sistema compatible
de funciones se sigue por la Observacion (A.1)) que # es funcién. Tenemos que:

dom (%) = U dom (t) = U S(B) = a.
teT B<a
Por lo cual 7 =7U {(o, G (%)) } es funcion con dominio:
dom (7) = dom (f) U{a} = a U {a} = S(a).
e Afirmacioén 2: 7(5) = G(7 | §) para todo § < «. Sea < a. Si f = « se tiene que:
(@) =G (f) =G (r | a).
Ahora, si f < a como dom (f) = « existe t € T tal que § € dom (t). Se tiene asi que:

T(B) =t(B) =G 8)=G(r]5),
ya que t es un calculo de longitud 8 basado en G y como t = |JT, se sigue que ¢t C 7,
es decir que t y 7 son compatibles.
Por las dos afirmaciones anteriores se sigue que 7 es un calculo de longitud a basado en G.

Unicidad. Sea ¢ otro calculo de longitud a basado en G. Probaremos que 7 = 0. Al ser
ambos calculos de longitud « basados en G, se tiene que 7 y ¢ son funciones con dominio
S(a). Por tanto, basta con probar que:

T(y)=0(y), Yy <a

Para ello procederemos usando el Principio de Inducciéon Transfinita. Sea v < o un ordinal
y supongamos que:
7(0) = 0(0), Vi <nr.

Entonces 7 [ v = o [ 7, luego al ser G funcion se sigue que:
G(r[7)=G(o[7),

con lo que, al ser 7 y o céalculos de longitud « basados en G, se sigue que 7(v) = o(7). Del
Teorema (3.25)) se sigue que 7(y) = o(7) para todo v < «, es decir que 7 = 0.
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Por el Teorema ([3.25]) se sigue que para todo ordinal « existe un unico célculo de longitud «,
con lo cual P define una funcion F.

(b) Por el inciso (a) se tiene que P define una funcion F. Probaremos que:

para todo ordinal a. Para ello, notemos que si ¢ es un célculo de alguna longitud basado en G,
entonces F [ dom (¢) = ¢. Esto se debe a que si § € dom (¢), entonces la funcion tz =t [ S(3) es
un céalculo de longitud S, luego de la definicién de F se sigue:

al ser § € dom (t) arbitrario se sigue que F | dom (t) = t.

Ahora, sea « ordinal, tomemos a t el tinico célculo de longitud a basado en G, por lo anterior

se sigue por (A1) y (A.2) que:

Por los incisos (a) y (b) se sigue el resultado. [

OBSERVACION A.3

En el teorema anterior, la palabra funcion no hace referencia a una funcién en el sentido usual,
yva que formalmente no son conjuntos, pero se comportan como si fuesen funciones, porque la
asignacion de cada x es para un tnico y. Esta notacion se seguiré usando a lo largo de este anexo.

Para poder hacer definicién de operaciones sobre ordinales, necesitamos una version paramétrica de
este teorema.

Si F es una funcidn de dos variables, es decir que toma como entrada una tupla (z,x) (esta tupla
se codifica como (z,x) = {{z},{z,2}}), escribiremos F,(x) en lugar de F(z, z).

Si fijamos z, entonces F, es una funcion pero ahora de una variable. Si F estd definida por una
propiedad H (z,z,y), entonces, para z, fijo las notaciones F,[A] y F, | A definen los siguientes:

F.[A] = {y’H(z,x,y) para algin x € A} y
F.| A= {(x,y)’H(z,x,y) para algiun x € A} ,

siendo A un conjunto. Una aplicacién del Axioma de Reemplazo muestra que los anteriores son con-
juntos y estéan bien definidos.

TEOREMA A.4 (Recursiéon Transfinita Parameétrica)
Sea G una funcion de dos variables. Entonces, la propiedad formulada en define una funcion
F tal que:

F(z,a) = G(z,F, | a),

para todo ordinal « y para cualquier conjunto z.
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Demostracion:
Llamaremos a t por calculo de longitud « basado en G y z si t es una funcion tal que dom (t) =
S(«) y para todo § < « se tiene que:

t(B) =Gzt 1p). (A.3)
Sea H(z,z,y) la propiedad:

x es un numero ordinal y y = ¢(z) para algin calculo de longitud x basado en G y z
0 7 no es nimero ordinal y y = ()

b

El resto de la demostacion es como en la prueba del Teorema (|A.2). La tnica diferencia es que aqui se
considera a z. [

Debido a las diferencias que existen entre ordinales sucesor y limite, debemos reformular el teorema
anterior teniendo en cuenta esta consideracidon para definir adecuadamente operaciones con ordinales.

TEOREMA A.5
Sean Gi, Gy v G3 funciones de dos variables, y sea G la funcion de dos variables que define la

propiedad definida en (A.5)). Entonces, la propiedad H formulada en (A.4) define una funcion F
tal que:

(a) F,(0) = Gy(z,0).
(b) F.(S(a)) = G2 (2,F,(a)) para todo ordinal a.

(c) F.(a) = G3(2,F, | @) para todo ordinal limite o # 0.

Para todo ordinal a y para cualquier conjunto z.

Demostracion:
Definimos la propiedad Q(z, z,y) como sigue:
obien (i) x=0yy=Gi(z0) )
z es una funcion tal que dom (z) = S(«)
0 (i1) para algin ordinal o # 0,
y =Gz (z,z(a)) (A.5)
x es una funcion tal que dom (z) = « ’
o (i1i) para algtin ordinal limite o # 0,
y=Gs(z,2)
o (iv) x no es nada de lo anterior y y = () )

Se verifica rapidamente que la propiedad Q(z,x,y) define una funcion G de dos variables, pues para
cada caso se tiene que para todo x y para cualquier conjunto z existe un tnico y tal que Q(z, x,y).

Consideremos P la propiedad H definida en (A.4]) tomando a la funcidn G. Entonces, por el Teorema
(A.4)) se sigue H define una funcion F tal que:

F(z,a) =G (2, F, [ a), (A.6)

para todo ordinal @ y para cualquier conjunto z. Analicemos los tres posibles casos para «. Sea z un
conjunto:
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(a) Si a =0, entonces:

0
=G(z,F. [0) (A7)

(b) Si « es ordinal, entonces:

F.(5(a)) = F(z,5(a))
=G (z,F. | S(a))

- Gy(=F. [ S(a)(a) A
=Gy (z,F.(a)).
(¢) Si a es ordinal limite no cero, entonces:
F.(a) =F(z,a)
=G (z,F. |« (A.9)

=G3(z,F, | a).

Todos los incisos se cumplen de la definicion de G, es decir por (A.5)), por lo cual la funcidn F cumple
los incisos (a) a (c). |
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ANEXO B

CONJUNTOS BIEN ORDENADOS Y AXIOMA DE
ELECCION

En este anexo hablaremos sobre los conjuntos bien ordenados y su relacién con los ordinales. Final-
mente, mostraremos una implicaciéon del Axioma de Eleccién, la cual nos permitird mostrar que todo
conjunto puede ser bien ordenado.

§B.1 CLASIFICACION DE LOS CONJUNTOS BIEN ORDENADOS

Los ordinales resultan relevantes, ya que nos permiten clasificar a todos los conjuntos bien ordenados.

DEFINICION B.1 (Isomorfismo de Conjuntos Bien Ordenados)

Sean (X, =)y (Y, <) conjuntos bien ordenados. Decimos que ambos conjuntos son isomorfos si
existe una funcién biyectiva f : X — Y tal que:

z 22’ = f(z) < f(2),
para todo x,z’ € X. Tal isomorfismo lo denotamos por (X, <) = (Y, <).

No es dificil demostrar que la relacién de ser isomorfos como conjuntos bien ordenados es una relacion
de equivalencia.

OBSERVACION B.1
Sea (X, =) un conjunto bien ordenado. Denotamos por z <y six Xy y z # v.

LEMA B.2
Sea (X, <) un conjunto bien ordenado. Entonces no existe un isomorfismo de (X, <) al subconjunto

bien ordenado de X:
AI:{yEX‘y-<x},

para todo x € X.
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Demostracion:
Sea x € X. Supongamos que existe un isomorfismo f : X — A, entre (X, <) y (A, <). Afirmamos
que:
y=[fly), WyelX

En efecto, supongamos que existe zgp € X tal que zg A f(z), es decir que f(z9) < 20y f(20) # 70, €s
decir que f(zo) < 2o. Sea:

Zz{ZGX‘f(z)%z},

este conjunto es no vacio, pues zy € Z. Afirmamos que no tiene elemento minimo. En efecto, si tuviera
minimo, digamos w € Z, se tendria que:
f(w) < w,

es decir que f(w) 2wy f(w) # w, luego como f es isomorfismo se seguiria que f(f(w)) = f(w)
siendo f(f(w)) # f(w), ya que en caso contrario se seguiria al ser f biyeccion f(w) = w, cosa que no
puede suceder. Asi que f(w) € Z, lo cual no tampoco puede suceder, puesto que elegimos a w como
el minimo de Z.

Pero (X, <) es bien ordenado y Z C X no tiene elemento minimo#.. Por tanto, debe suceder que:
y=fly), VyeX.

En particular z < f(z), asi que f(z) ¢ A,, esto es que f[X] € A,, con lo cual f no puede ser
biyeccién#.. Por tanto, no existe tal isomorfismo f. [ |

DEFINICION B.2 (Segmento Inicial)
Sea (X, =) un conjunto bien ordenado. Para cada x € X se define el segmento inicial de (X, <)
determinado por x como el conjunto:

{yeX‘y<x}.

TEOREMA B.3
Sean (X1, <1) v (X2, <2) conjuntos bien ordenados. Entonces se cumple uno y solo de los siguientes:

(a) (X1,=1) esisomorfo a (Xs, <s).
(b) (X1, =1) es isomorfo a algin segmento inicial de (X3, <3).

(c) (X3, =2) es isomorfo a algin segmento inicial de (X7, <1).

Demostracion:

Si alguno de los dos conjuntos consta solamente de un elemento, el resultado se tiene de forma
inmediata. Por ende, supondremos que tienen al menos dos elementos.

Para todo w; € X; tomemos X;(u;) = {:L‘ cX;
para todo ¢ = 1,2. Sea:

T < ul} el segmento inicial determinado por wu;,

f: {(I,y) EXl XX2

Xi(x) es isomorfo a Xg(y)} :

Veamos que f # () es funcion inyectiva. En efecto:
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» [ (). Como (X1, <1)y (X, <2) son conjuntos bien ordenados, entonces tienen elemento minimo,
digamos m; € X; y mo € Xy, respectivamente. Nuevamente, por ser ambos conjuntos bien
ordenados y al tener dos elementos entonces los conjuntos no vacios:

Xi\{m;}, i=12

tienen minimo, digamos que el minimo es n; € X, respectivamente, con ¢ = 1,2. Entonces los
segmentos:

Xi(m) ={mi} y Xa(ng) = {ma},

son isomorfos, asi que (my, msy) € f.

» Esta bien definida. Sea x € dom (f). Si (z,v1),(x,y2) € f se tiene que X;(z) es isomorfo
a Xo(y1) v a Xa(ys), luego ambos son isomorfos. Por ser ambos segmentos iniciales no puede
suceder que y; <2 Yo ni que Yo <9 Y1, pues contradiria el Lema (B.2)). Asi que y; = yp».

» Es inyectiva. Sean z,2’ € dom (f) tales que f(z) = f(2'), entonces Xo(f(x)) = Xao(f(2)).
Como X (z) es isomorfo a Xs(f(z)) vy lo mismo con X;(2') y Xao(f(z')), se sigue que X;(z) es
isomorfo a X (), luego por el Lema (B.2)) debe tenerse que x = 2.

Veamos ahora que f es creciente. En efecto, sean x, 2’ € dom (f) son tales que x <; z’. Tomemos h
isomorfismo entre X;(z') y Xao(f(2")) luego, los conjuntos X;(x) y:

Xa(hw)) = {y € XaF )]y =2 hlx)}

son isomorfos, por definicion de f tenemos que f(x) = h(x). Ademas, h(x) es tal que h(z) <o f(z')
por construccion, con lo cual f(x) <y f(2').

Ahora, analicemos por casos:

» Sidom (f) =X, yran(f)= X, entonces ocurre el caso (a).

» Si dom (f) # Xj, tomemos 2’ € dom (f) y z € Xj tal que z <; 2, entonces x € dom (f), ya
que como 2’ € dom (f) se tiene que X;(z') y Xa(f(2')) son isomorfos, sea h el isomorfismo entre
ambos, se sigue que los conjuntos Xs(x) y:

Xo(h(w)) = {y € Xalf())|y <2 ()}

son isomorfos, luego f(z) = h(z). Asi que x € dom (f). Tomemos zy = min (X; \ dom (f)), este
minimo existe, pues (X, <1) es bien ordenado y X;\dom (f) # (. Se tiene que dom (f) = X; (o),
forzosamente debe suceder que ran (f) = X,, pues en caso contrario se tendria que existe el
minimo de X5 \ ran (f), digamos yg, asi que (2o, %) € f#.. Por tanto, dom (f) = X;(xg), con lo
que sucede el caso (c).

» Siran (f) # X, se procede de forma analoga al inciso anterior y se concluye que ocurre (b).

Por el Lema (B.2) solo puede suceder uno de los casos a la vez, lo cual junto con los incisos anteriores
prueba el resultado. [ |
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LEmA B4
Dos ordinales o y  no vacios son isomorfos (como conjuntos bien ordenados) si y solo si v = f.

Demostracion:

=): Probaremos la contrapositiva. Supongamos que « y f son tales que a # 3, entonces o < 3 o
f < a. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que o < f3, entonces (a, <) es un subconjunto
bien ordenado de (8, <), en particular:

a={yesly<a}cs

del Lema (B.2)) se sigue que a y 8 no son isomorfos.

<): Es inmediata tomando como isomorfismo a la identidad. |

TEOREMA B.5
Todo conjunto bien ordenado es isomorfo a un tinico nimero ordinal.

Demostracion:

Sea (X, =) un conjunto bien ordenado. La unicidad se sigue del Lema (B.4), pues si (X, =) es
isomorfo a dos ordinales « y (3, se sigue que ambos son isomorfos, luego son iguales por este lema. Para
cada x € X sea X (x) el segmento inicial de X determinado por z, esto es:

X($):{y€X’y—<a:}.

Sea:
A= {3: € X‘(X(.CIZ), =) es isomorfo a algin ordinal} ,

por el Lema (B.4) si € A, entonces el ordinal al que es isomorfo (X (z), =) es unico (por lo dicho al
inicio). Denotemos asi por «, al ordinal isomorfo a (X (z), <).

Sea P(x,y) la propiedad:
O bien z € X y y es el tnico ordinal isomorfo a (X (z),<),0x ¢ X yy = 0.

Esta propiedad cumple que para todo x existe un tnico y tal que P(x,y). Por el Axioma de Reemplazo
para el conjunto A existe un conjunto B tal que:

Para todo a € A existe un tnico b € B tal que P(a,b).
Denotemos por f a la funcién dada por:
f= {(m,ozx) € A x Bla, es isomorfo a (X (x), j)} :
Sea « un ordinal tal que o ¢ f[A], tal ordinal existe, pues f[A] es conjunto (por ser subconjunto de
B) y por el Corolario (3.17) no existe el conjunto de todos los ordinales. Como el conjunto («, <) es
bien ordenado, del Teorema (B.3)) debe suceder una y solo una de las siguientes:

» (, <) es isomorfo a (X, <X).
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» (@, <) es isomorfo a algtin segmento inicial de X, se seguiria que a € f[A], lo cual contradice la
eleccion de a#.. Por lo cual esto no puede suceder.

» (X, <) es isomorfo a algtin segmento inicial de (a, <), tal segmento inicial es un ntimero ordinal,
es decir que (X, <) es isomorfo a un nimero ordinal 5 < a.

En cualquier caso, (X, <) es isomorfo a un nimero ordinal. [ |
El teorema anterior nos permite hacer la siguiente definiciéon sobre conjuntos bien ordenados.

DEFINICION B.3 (Tipo de Orden)
Sea (X, <) un conjunto bien ordenado. El tipo de orden de (X, <) es el tnico ordinal isomorfo
a X. Este ordinal se denotara por [|(X, X)||.

Como corolario del teorema anterior se tiene el siguiente resultado

CoOROLARIO B.6
Sean (X1, =X1) ¥ (X2, =2) conjuntos bien ordenados. Entonces (X;, <;) es isomorfo a (X5, <s) siy
solo si:

(X7, 20 = [[(Xz, Za)][-

Demostracion:

=): Si (X1, =) es isomorfo a (Xg, =<3) entonces como (X7, =) es isomorfo a [[(X1, =1)]| v (X2, =2)
es isomorfo a ||(Xa, =<5)]|, se sigue que ||(X1, <1)|| ¥ [|(X2, Z2)|| son isomorfos, luego del Lema se
tiene la igualdad.

<): Es inmediata. |

TEOREMA B.7
Un conjunto X puede ser bien ordenado si y solo si es biyectivo a algin nimero ordinal.

Demostracion:
=): Sea = un buen orden para X. El isomorfismo entre (X, <) y [[(X, <)|| es una biyecciéon siendo
| (X, X)|| nimero ordinal.

<): Si f: X — a es una biyeccion para a ordinal, entonces la relacion:

r 2 ysiysolosi f(x) < f(y),

para todo x,y € X, es un buen orden para X. [

LEmMA B.8
Sea « ordinal, entonces para todo X C « se tiene ||(X, <)|| < a.

Demostracion:
Procederemos por induccion transfinita sobre a.

» Para o = 0 el resultado es inmediato, pues si X C o = 0 = () entonces X = (), luego X = a.

» Supongamos que existe un ordinal « tal que para todo X C « se tiene que ||(X, <)|| < a. Sea
X C S(a) = aU{a}, se tienen dos casos:
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e a ¢ X, en cuyo caso se tiene que X C «, luego [|(X, )| < a < S(a).
e a € X, en cuyo caso se sigue que X \{a} C «, luego, por hipotesis de induccion |[(X\{a}, <

)| < a. Sea B =||(X\{a},<)| < «, es decir que § es el tipo de orden de (X \ {a}, <),
con lo cual existe una funcion biyectiva f : X \ {a} — 3 tal que:

r<y= flz) < fly), (B.1)
para todo x,y € X \ {a}. Extendemos f a todo X tomando:

fla) =5
Entonces, f es una biyeccion entre X y S(8) y por (B.1)) y dado que f(z) < § para todo
r € X \ {a}, se sigue que:
z<y= f(z) < fly),

para todo x,y € X. Por definicién de tipo de orden se sigue que [|(X,<)| = S(8), donde
S(B) < S(@) por el Lema (3.40), luego [|(X, )[| < S(a).

Por los dos incisos anteriores se sigue que ||(X, <)|| < S(a).

= Supongamos que « es un ordinal limite no cero tal que para todo ordinal 5 < « se cumple que
si X C (3 entonces ||(X, <)|| < f. Sea X C a, para cada § < « definimos:

Xs=Xn§B.

Entonces, para todo 8 < a se tiene que X3 C 3, luego por hipdtesis de induccion se sigue que
|( X5, )|l < B. Sea 5 = [[(Xp, <)||, para todo 8 < «, se cumple asi que:

75<B7 VB<OC,

y tomemos v = supg_, 75. Afirmamos que ||(X, <)|| = 7. En efecto, tomemos € = ||(X, <)|| (es
decir € es el tipo de orden de (X, <)), probaremos dos cosas:

(1) Para todo < a se tiene que ||(Xg, <)|| < e Sea f < «, como € es el tipo de orden de

(X, <), entonces existe una biyeccion f : X — € tal que:

r<y = flz) < fly) (B.2)
para todo z,y € X. Consideremos fz = f | X, esta funcién es una biyeccion entre Xz y
f1Xp| tal que:
v <y = falx) < fa(y),
para todo z,y € Xpg, luego:
(X5, I = 1(fs[Xsl, QI (B.3)

Afirmamos ahora que:
folxs) = {o < o <&}

para algin £ < e. En efecto, esto se tiene ya que Xz es un segmento inicial de X, luego,
al ser fz biyeccion y preservar orden se tiene que fz[Xjs] debe ser un segmento inicial de e,
esto es que f3[Xj] = £ para algin & < e. En particular, se tiene que ¢ es el tipo de orden
de (f5[Xg], <).

Ahora, como § es el tipo de orden de (f3[Xg], <), se sigue por (B.3) que ||(Xg, <)|| = &, por
tanto ||(Xg, <)|| <e.
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(2) Para todo § < € existe § < a tal que § < ||(Xj, <)]||. Sea § < e. Tomemos nuevamente
la f del inciso (1). Como § < € entonces, existe ¢ € X tal que:

pues f es biyeccion. Dado que X C « se sigue que ¢ < «, al ser « ordinal limite, se sigue
por la Proposicion (3.27) que S(¢) < a. Tomemos = S({) < «, se cumple por(B.3)) que
la funcion fz = f | X3 es tal que:

para todo =,y € Xg, ademés f : Xz — S(9), con lo cual el tipo de orden de (X, <) debe
ser S(6), asi que:

5 < S(8) = 1(X5, )l

Por (1) se tiene que:
7 =supryg =sup [[(Xp, )| < ¢ (B.4)
B<a B<a

y por (2):
e < sup [[(Xp, <)|| = supys = 7. (B.5)
B<a B<a

Por ende, de ambas desigualdades se sigue que € = 7.

Por los tres incisos anteriores y usando el Teorema (3.29)) se sigue que para todo ordinal « y para todo
X C « se tiene que ||(X, Q)| € a. |

§B.2 AXIOMA DE ELECCION Y BUEN ORDEN

El objetivo ahora serd probar que todo conjunto puede ser bien ordenado, usando el Axioma de
Eleccion.

DEFINICION B.4 (Continuaciéon de un Conjunto Bien Ordenado)
Sea X un conjunto y B la familia de todos los pares (B, ) siendo B un subconjunto de X y G
un buen orden para B. Para todo (B, G), (B’,G’) € B definimos la relacion:

(B,G) 2 (B,G")siysolosi BC B GCG yxreB,ye B\B= (z,y) € G.

En tal caso, (B’,G’) es llamada una continuacion de (B, G).

LEMA B.9
Sean X conjunto y B la familia de todos los pares como en la definicién anterior. Entonces < es
un orden parcial para B.
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Demostracion:
Veamos que B es parcialmente ordenado bajo la relacion <. En efecto:

» Reflexividad. Sea (B, G) € B, entonces es inmediato que (B,G) = (B, G).

(
» Antisimetria. Sean (B, G), (B',G’) € B tales que (B,G) < (B,G') y (B',G') =< (B, ), enton-
ces B=B'y G=G_G' luego (B,G) = (B',G").

» Transitividad. Sean (B,G),(B,&),(B",G") € B tales que (B,G) = (B',G") y (B',G') =
(B"”,G"). De forma inmediata se tiene que B C B” y G C G”. Ahora, siz € By y € B"\ B, se
tienen dos casos:

eyc (B"\B)\B =B"\B, pues B C B, ademéas por la misma razén z € B’ asi que
(z,y) € G".

e yc (B"\B)N B, luego y € B'\ By como x € B se sigue que (z,y) € G' C G".
En cualquier caso se sigue que (z,y) € G”. Por tanto, (B,G) < (B",G").

Por los tres incisos anteriores se sigue que (B, <) es un conjunto parcialmente ordenado. [

LEMA B.10
Sean X un conjunto y B la familia de todos los pares como en la definiciéon anterior. Tomemos
C = {(Ba,Ga)}4er una cadena en B y:

B=|JB. v G=|]G..

acl ael

Entonces (B,G) € By (B,G) es cota superior de C en B.

Demostracion:
Se tiene que B C X es no vacio por ser union de conjuntos no vacios. Para ver que (B, G) € B basta
con ver que G es un buen orden para B:

» Reflexividad. Si x € B, entonces existe o € [ tal que = € B,, luego (z,x) € G, por ser G, un
buen orden, asi que (z,z) € G.

» Antisimetria. Si (z,y), (y,z) € G, entonces existen «,  tales que (z,y) € G, y (y,2) € Gp.
Como C es una cadena, entonces uno de los dos G, y Gp estd contenido dentro del otro, sin
pérdida de generalidad supongamos que G, C Gg, luego (z,y), (y,z) € Gg, asi que como G es
un buen orden se sigue que r = y.

» Transitividad. Si (z,y), (v, 2) € G entonces existen o, 5 € I tales que (z,y) € G,y (v, 2) € Gp.
Nuevamente, como C es una cadena entonces uno de los dos G, y G esta contenido dentro del
otro, sin pérdida de generalidad supongamos que G, C Gy, luego (z,y), (v, 2) € Gs. Por ser Gg
un buen orden se sigue que (z,2) € Gg, luego (z,z2) € G.

» Six,y € B, entonces existen o, 8 € [ tales que v € B, y y € Bg, luego como C es una cadena
se tiene que uno de los dos B, y Bg esta contenido dentro del otro, sin pérdida de generalidad
supongamos que B, C Bg, luego z,y € Bg, asi que como Bg esta bien ordenado se sigue que
(z,y) € Gy 0 (y,2) € G,, es decir que (z,y) € G o (y,x) € G.
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Con lo que G es un orden total sobre B. Sea ahora D C B no vacio. Veamos que D tiene elemento
minimo. Como es no vacio, entonces existe ag € I tal que D N By, # 0. Asi que:

DnB,, C B,,,
por lo que D N B,, tiene primero elemento en el orden G, digamos b, esto es:
Vy € DN By, = (b,y) € Gq,.
Afirmamos que b es el primer elemento de D. Si x € D se tienen dos casos:

» v € B,,, luego x € DN B,, asi que por lo anterior (b, z) € G,, C G.

» = ¢ B,,, luego como x € D C B debe existir § tal que = € Bg. Se tiene que Bg € B,,, luego
como C es una cadena, debe suceder que B,, C Bjg, luego (B,,,Ga,) = (B, Gp). Se tiene por
definicién de =<:

U € By, yU € Bg\ By, = (u,v) € Gg,

en particular, b € B,, y € Bg \ By, por lo cual (b,z) € Gz C G.

Por los dos incisos se sigue que (b, z) € G, es decir que b es el primer elemento de D. Se sigue asi que
G es un buen orden para By por ende, (B,G) € B.

Para terminar, veamos que (B, G) es cota superior de C en B. Sea a € I, luego (B,,G,) € C. De la
definicion de B y G se tiene que:
B,CB y G,CG.

Ahora, six € B, y y € B\ B,, entonces existe € I tal que y € Bg, luego y € Bg \ B,. Debe suceder
que (B, Go) = (Bg, Gg), con lo cual de la definiciéon de < se tiene que (x,y) € Gg C G. Por tanto:

(Ba, Gs) = (B, G).

Con lo cual (B, G) es cota superior de C en B. |

TEOREMA B.11 (Teorema del Buen Orden)
Todo conjunto puede ser bien ordenado.

Demostracion:

Sea X un conjunto. Por el Lema se tiene que (B, <) es parcialmente ordenado, luego por el
Lema del Zorn y por el Lema se sigue que (B, =) tiene un elemento maximal, digamos (B, G).
Afirmamos que B = X.

Si B C X, entonces existe x € X tal que x ¢ B. Consideremos el conjunto B’ = BU{z}. Inducimos
una relacion G’ en B’ dada por:

G'=GU {(a,x)‘a € B’}.

Se verifica rapidamente que (B’,G’) € B es un conjunto bien ordenado, el cual cumple que (B, G) <
(B',G") y (B,G) # (B',G"), asi que (B, G) no es maximal#,. Por tanto, B = X.

Se sigue asi que X puede ser bien ordenado. [
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