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Definicion

Se define la sucasn denumeros de Bernoulli By, By, B, . .., como
BO : 17
y
1
B,=——— B,
m+ 1 N %

para cualquiern € N.
Asimismo se define, para cada € N U {0}, el m-ésimopolinomio de
Bernoulli de la siguiente manera

B0 Em: (”];) By X™*,

k=0



NUmeros de Bernoulli
Se defineS,,(n) = 1" +2" +--- + (n — 1)™.

1 < (m+1 L 1
[ Sm(n) =1 ( I )Bkn ok — m—H(BmH(n) — Bm—l—l)-
k=0

= De la primera ecuaon, tenemos que:

!
1+§:—%k ——

Estalltima es una funéin par, de donde se sigue que, para cualduier,

B2k+1 = 0.



Polinomios de Bernoulli

m—1 . 1

. 2 k= Sy(m) — Sy(n) = ) (Bgr1(m) — Bgia(n)).
mi Bl (X) = Bu(X), m € NU{0).

« B,(0) = By(1) = B,, meNU{0}, m#1.

« B,(kX) — k"~ 123 (X+k), 7€ NU {0},

/f m+§j IO~ F0 @) + Ry

n= a+1
en donde

(1!
q!

R, = [ Bia ) @)



Los numeros((2m)y (1 — m)

Se define Iduncion zeta de Riemancomo

n=1 p es primo
(_1)m+1(2ﬂ.)2m
m ((2 =
¢(2m) 2(2m)!
u (—1)m+1B2m > 0, m € N,
B2m
2m

B2m7 m € N,

— 00 cuandom — oo.

= La funcion zeta se extiende a una fumeimeromorfa con un polo simple,
de residuo 1, em = 1. Ademas, se cumple la ecu@ci funcional

s

C(s) = 2°m° ' sen <7> ['(1—s)¢(1 —s).

= ((1—m)= —%, m € N\{1}.



p-enteros

a

ba,bGZ,p{b}.

Ziyy = {r € Qlord,(r) > 0} = {
Sir, s € Zy), n € NU {0}, decimos que

r=s modp" <= ord,(r—s)>n
= pB,, € Z<p>.

= pB,, = S,.(p) = {(ilfp(;i)l)()Tm mod p.

1 :
m By, = Ay, + Z — para algunosi,,, € Z. Asi, el denominador de
(p—1)[2m
B,,, es un umero libre de cuadrado cuyos divisores primos son exacta
mente los Ameros primogp tales quép—1) | 2m. En particularf siempre
divide al denominador d&,,,,.



Congruencias enz,,

Seam € NU {0} par. Escribimos3,, = %, Un, Vin € Z, (Upn, Vi) = 1.

« V.S, (n)=U,n mod n’.

= p nimero primo tal quép — 1)t m = S,,(p) = B,,p mod p°.
4@
n

n—1
» (a,m)=1= (a" - 1)U, = mam_lvajm_l [

] mod n.
j=1
, . B,
= p nimero primo tal qué¢p — 1) { m = — € Z,.
m
» Seam, e € Nconn =m mod ¢(p°). Entonces,

B B
1 — n—1\—"n
(I—p )n

=(1-p" )= mod p".
m



NUmeros primos regulares e irregulares

Un nUmero primagp > 3 se dice que eegular si, paraj = 2,4,...,p — 3, se
tiene queord,(B;) < 0, o en otras palabrag,t U;. Cuando un imero primo
no es regular, se dice queieggular . El 3 es regular por definion.

= Existe una infinidad delmeros primos irregulares.

= No se sabe nadaia acerca de la finitud o infinitud del conjunto denmeros
primos regulares.

= Sin embargo, si se supone que lasmerosU,; se encuentran aleatoria-
mente distribuidos @dulo cualquier amero primo (lo cual es plausible), se

_ #{a|la < p, gesirregular} 1
concluye quelim _

lim P(p es irregular) = — ~ 0,61.

e /e

. En otras palabras,




Ultimo teorema de Fermat: Definiciones preliminares

Sin € N, por(, entenderemos unairan-ésima primitiva de la unidad. Se
define eln-ésimo campo ciclobmico como el mnimo subcampo d&€ que
contiene &,,, es decirQ((,,). Se define eh-ésimo anillo ciclobmicocomo el
minimo subanillo déC que contiene g, es decirZ|(,,].

Si K/Q es una extendh algebraica de campos, se definarmllo de enteros
de K, denotada po)x, como sigue:

Ok = {a € K|irr(a, Q, X) € Z[X]}.

Si D es un dominio entero, decimos qui¢ es dominio Dedekind si D es
noetheriano, enteramente cerrado, y cada ideal prinid eég un ideal maximal.
Un subconjuntd C D es unideal fraccional de D si I es unD-subnodulo
decoc(D), y existe un elemento € D tal quer!/ C D.

Dado un dominio Dedekind, y dos ideales fraccionalds J de D, definimos
el producto de/ y J como sigue:

1=1

aiél,biEJ,nEN}



Ultimo teorema de Fermat: Los teoremas

= Si D es un dominio Dedekind, entonces todos sus ideales fraccionales
factorizan de manerianica como producto de ideales primos, y el conjunto
de ideales fraccionales de forma un grupo cuya identidad &3.

= Si K/Q es una extendh de Galois, entonces el anillo de enterogdes
un dominio Dedekind.

= Sip es un imero primo, entonces|(,| es el anillo de enteros d@((,).

= En consecuencia, el anilld[¢,] es un dominio Dedekind paganimero
primo.

= Pese a que loBnicos rimeros primo® tales queZ[(,| es un dominio de
ideales principales (y por lo tanto un dominio de factori@aacinica) son
losp < 19, sin embargo para cualquigrse cumple la factorizagn Unica
de los ideales d&|[(,|.



Ultimo teorema de Fermat: El namero de clases

Dado un dominio Dedekind, definimos gwpo de clasescomo el grupo co-
ciente entre el grupo de ideales fraccionaled)dg su subgrupo que consta de
los ideales fraccionales principales.

El nimero de clasedde un dominio Dedekind), denotado poh(D), es el

orden de su grupo de clases.
Si K/Q es una extendh de Galois, entonces elimero de clases(K) del
campok es el rumero de clases de su anillo de enteros.

= Si K/Q es una extenén finita y separable, entoncksK) < oo.
= Seap un nimero primo. Entoncep, es regular siy@o sip 1 h(Q(¢,)).



Ultimo teorema de Fermat; Un caso particular

Supngase que se tieneny, z € Z tales quer” +y* = 2P, p 1 xyz, en donde
p €S un lmero primo regular.

sy + Gz +Cy) - (2 + Cly) = (7).

= Sii,j € Zconi # j mod p, entonces los idealds: + ('y) y (x + (y)
son primos relativos.

= En consecuencia, para cad& Z, el ideal (z + C;y> es una potencia-
ésima perfecta.

= Existe ung € Z[(,] y uns € Z tales que(x + (,y) = (¢3), conf = n
mod p para alginn € N.

=pla+Gy— (e — Ty enZ(G).
= Estodltimo implica quep | = 0 p | y, una contradicéin.
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