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Definición

Se define la sucesión denúmeros de BernoulliB0, B1, B2, . . ., como

B0 = 1,

y

Bm = − 1

m + 1

m−1∑
k=0

(
m + 1

k

)
Bk

para cualquierm ∈ N.
Asimismo se define, para cadam ∈ N ∪ {0}, el m-ésimo polinomio de
Bernoulli de la siguiente manera

Bm(X) =

m∑
k=0

(
m

k

)
BkX

m−k.



Números de Bernoulli

Se defineSm(n) = 1m + 2m + · · · + (n− 1)m.

t

et − 1
=
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m=0

Bm

m!
tm.

Sm(n) =
1

m + 1

m∑
k=0

(
m + 1

k

)
Bkn

m+1−k =
1

m + 1
(Bm+1(n)−Bm+1).

De la primera ecuación, tenemos que:

1 +

∞∑
k=2

Bk

k!
tk =

t

2
+

t

et − 1
.

Estaúltima es una función par, de donde se sigue que, para cualquierk ∈ N,

B2k+1 = 0.



Polinomios de Bernoulli
m−1∑
k=n

kq = Sq(m)− Sq(n) =
1

q + 1
(Bq+1(m)−Bq+1(n)).

1

m + 1
B′

m+1(X) = Bm(X), m ∈ N ∪ {0}.

Bm(0) = Bm(1) = Bm, m ∈ N ∪ {0}, m 6= 1.

Bq(kX) = kq−1
k−1∑
j=0

Bq

(
X +

j

k

)
, q ∈ N ∪ {0}.

b∑
n=a+1

f (n) =

∫ b

a

f (x)dx +

q∑
r=1

(−1)rBr

r!
{f (r−1)(b)− f (r−1)(a)} + Rq,

en donde

Rq =
(−1)q−1

q!

∫ b

a

Bq(x− [x])f (q)(x)dx.



Los númerosζ(2m) y ζ(1−m)

Se define lafunción zeta de Riemanncomo

ζ(s) =

∞∑
n=1

1

ns
=

∏
p es primo

(
1− 1

ps

)−1

.

ζ(2m) =
(−1)m+1(2π)2m

2(2m)!
B2m, m ∈ N.

(−1)m+1B2m > 0, m ∈ N.∣∣∣∣B2m

2m

∣∣∣∣ →∞ cuandom →∞.

La función zeta se extiende a una función meromorfa con un polo simple,
de residuo 1, ens = 1. Adeḿas, se cumple la ecuación funcional

ζ(s) = 2sπs−1 sen
(πs

2

)
Γ(1− s)ζ(1− s).

ζ(1−m) = −Bm

m
, m ∈ N\{1}.



p-enteros

Z〈p〉 =
{
r ∈ Q

∣∣ordp(r) ≥ 0
}

=
{a

b

∣∣a, b ∈ Z, p - b
}

.

Si r, s ∈ Z〈p〉, n ∈ N ∪ {0}, decimos que

r ≡ s mod pn ⇐⇒ ordp(r − s) ≥ n.

pBm ∈ Z〈p〉.

pBm ≡ Sm(p) ≡

{
0; (p− 1) - m

−1; (p− 1) | m
mod p.

B2m = A2m +
∑

(p−1)|2m

1

p
para algunosA2m ∈ Z. Aśı, el denominador de

B2m es un ńumero libre de cuadrado cuyos divisores primos son exacta-
mente los ńumeros primosp tales que(p−1) | 2m. En particular,6 siempre
divide al denominador deB2m.



Congruencias enZ〈p〉

Seam ∈ N ∪ {0} par. EscribimosBm =
Um

Vm

, Um, Vm ∈ Z, (Um, Vm) = 1.

VmSm(n) ≡ Um n mod n2.

p número primo tal que(p− 1) - m ⇒ Sm(p) ≡ Bmp mod p2.

(a, m) = 1 ⇒ (am − 1)Um ≡ mam−1Vm

n−1∑
j=1

jm−1

[
ja

n

]
mod n.

p número primo tal que(p− 1) - m ⇒ Bm

m
∈ Z〈p〉.

Seann, e ∈ N conn ≡ m mod φ(pe). Entonces,

(1− pn−1)
Bn

n
≡ (1− pm−1)

Bm

m
mod pe.



Números primos regulares e irregulares

Un número primop ≥ 3 se dice que esregular si, paraj = 2, 4, . . . , p− 3, se
tiene queordp(Bj) ≤ 0, o en otras palabras,p - Uj. Cuando un ńumero primo
no es regular, se dice que esirregular . El 3 es regular por definición.

Existe una infinidad de ńumeros primos irregulares.

No se sabe nada aún acerca de la finitud o infinitud del conjunto de números
primos regulares.

Sin embargo, si se supone que los númerosUj se encuentran aleatoria-
mente distribuidos ḿodulo cualquier ńumero primo (lo cual es plausible), se

concluye queĺım
p→∞

#{q
∣∣q ≤ p, q es irregular}

#{q
∣∣q ≤ p}

=
1√
e

. En otras palabras,

ĺım
p→∞

P(p es irregular) =
1√
e
≈ 0,61.



Último teorema de Fermat: Definiciones preliminares

Si n ∈ N, por ζn entenderemos una raı́z n-ésima primitiva de la unidad. Se
define eln-ésimo campo ciclot́omico como el ḿınimo subcampo deC que
contiene aζn, es decir,Q(ζn). Se define eln-ésimo anillo ciclot́omicocomo el
mı́nimo subanillo deC que contiene aζn, es decir,Z[ζn].
Si K/Q es una extensión algebraica de campos, se define elanillo de enteros
deK, denotada porOK, como sigue:

OK = {α ∈ K
∣∣irr(α, Q, X) ∈ Z[X ]}.

Si D es un dominio entero, decimos queD es dominio Dedekind si D es
noetheriano, enteramente cerrado, y cada ideal primo deD es un ideal maximal.
Un subconjuntoI ⊆ D es unideal fraccional deD si I es unD-subḿodulo
decoc(D), y existe un elementor ∈ D tal querI ⊆ D.
Dado un dominio DedekindD, y dos ideales fraccionalesI, J deD, definimos
el producto deI y J como sigue:

IJ =

{
n∑

i=1

aibi

∣∣ai ∈ I, bi ∈ J, n ∈ N

}



Último teorema de Fermat: Los teoremas

Si D es un dominio Dedekind, entonces todos sus ideales fraccionales se
factorizan de maneráunica como producto de ideales primos, y el conjunto
de ideales fraccionales deD forma un grupo cuya identidad esD.

Si K/Q es una extensión de Galois, entonces el anillo de enteros deK es
un dominio Dedekind.

Si p es un ńumero primo, entoncesZ[ζp] es el anillo de enteros deQ(ζp).

En consecuencia, el anilloZ[ζp] es un dominio Dedekind parap número
primo.

Pese a que lośunicos ńumeros primosp tales queZ[ζp] es un dominio de
ideales principales (y por lo tanto un dominio de factorización única) son
los p ≤ 19, sin embargo para cualquierp se cumple la factorización única
de los ideales deZ[ζp].



Último teorema de Fermat: El número de clases

Dado un dominio Dedekind, definimos sugrupo de clasescomo el grupo co-
ciente entre el grupo de ideales fraccionales deD y su subgrupo que consta de
los ideales fraccionales principales.
El número de clasesde un dominio DedekindD, denotado porh(D), es el
orden de su grupo de clases.
Si K/Q es una extensión de Galois, entonces el número de clasesh(K) del
campoK es el ńumero de clases de su anillo de enteros.

Si K/Q es una extensión finita y separable, entoncesh(K) < ∞.

Seap un ńumero primo. Entonces,p es regular si y śolo sip - h(Q(ζp)).



Último teorema de Fermat: Un caso particular

Suṕongase que se tienenx, y, z ∈ Z tales quexp + yp = zp, p - xyz, en donde
p es un ńumero primo regular.

〈x + y〉〈x + ζpy〉〈x + ζ2
py〉 · · · 〈x + ζp−1

p y〉 = 〈z〉p.
Si i, j ∈ Z coni 6≡ j mod p, entonces los ideales〈x + ζ i

py〉 y 〈x + ζj
py〉

son primos relativos.

En consecuencia, para cadai ∈ Z, el ideal〈x + ζ i
py〉 es una potenciap-

ésima perfecta.

Existe unβ ∈ Z[ζp] y un s ∈ Z tales que〈x + ζpy〉 = 〈ζs
pβ〉, conβ ≡ n

mod p para alǵunn ∈ N.

p | x + ζpy − ζ2s
p x− ζ2s−1

p y enZ[ζp].

Estoúltimo implica quep | x o p | y, una contradiccíon.
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