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@ La conjetura de metrizacién de Moore: Todo espacio normal de Moore es
metrizable.
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@ La conjetura de metrizacién de Moore: Todo espacio normal de Moore es
metrizable.

@ Silver: M A+ 2% > X, implica que existe un espacio separable no
metrizable normal de Moore.

@ Bing(1951): Un espacio de Moore es metrizable < es “normal por
colecciones".

© La pregunta era si todo espacio normal de Moore seria normal por
colecciones.

@ En particular, los “Hausdorff por colecciones" son normales por
colecciones.
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@ La conjetura de metrizacién de Moore: Todo espacio normal de Moore es
metrizable.

Silver: M A + 2% > R, implica que existe un espacio separable no
metrizable normal de Moore.

Bing(1951): Un espacio de Moore es metrizable <= es “normal por
colecciones".

La pregunta era si todo espacio normal de Moore seria normal por
colecciones.

En particular, los “Hausdorff por colecciones" son normales por
colecciones.

William Fleissner (1974): Todo espacio T, de caracter X; es Hausdorff
por colecciones (los espacios de Moore tienen caracter X, i.e. son
primero numerables).

© 0 606 0 ©o
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Definicion
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Definicién
@ Sea X un espacio topoldgico. Un subconjuntoY C X es discreto si
Vze X)(TU e OX))(UNY]| <1).
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Definicién
@ Sea X un espacio topoldgico. Un subconjuntoY C X es discreto si
Vze X)(TU e OX))(UNY]| <1).

@ Similarmente, una familia de subconjuntos § C o(X) es discreta si
(Vo € X)(3U € OX))({Y € FUNY # @} < 1).
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Definicién
@ Sea X un espacio topoldgico. Un subconjuntoY C X es discreto si
Ve X)FU c OX))(UNY| <1).
@ Similarmente, una familia de subconjuntos § C o(X) es discreta si
(Vo € X)(3U € OX))({Y € FUNY # @} < 1).
@ Un espacio topoldgico X es Hausdorff por colecciones (CWH) si para

fodo subespacio discreto Y C X, hay una familia {U,|y € Y} de abiertos
disjuntos por pares tales que y € U, paratodoy € Y.
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Definicién
@ Sea X un espacio topoldgico. Un subconjuntoY C X es discreto si
Ve X)FU c OX))(UNY| <1).
@ Similarmente, una familia de subconjuntos § C o(X) es discreta si
(Vo € X)(3U € OX))({Y € FUNY # @} < 1).

@ Un espacio topoldgico X es Hausdorff por colecciones (CWH) si para
fodo subespacio discreto Y C X, hay una familia {U,|y € Y} de abiertos
disjuntos por pares tales que y € U, paratodoy € Y.

@ A tal familia la llamamos una separacion de'Y .
@ X es primero numerable si (Vx)(3B base de vecindades de z)(|B| < Ry).
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Es posible construir espacios T, que no son Hausdorff por colecciones (el
espacio potencia de Bing):
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Es posible construir espacios T, que no son Hausdorff por colecciones (el
espacio potencia de Bing):

Sea X = 22"'. Podemos considerar a w; como un subconjunto denso de X
mediante o — {A C wi|a € A}.
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Es posible construir espacios T, que no son Hausdorff por colecciones (el
espacio potencia de Bing):

Sea X = 22"'. Podemos considerar a w; como un subconjunto denso de X
mediante o — {A C wi|a € A}.

Bing generd una nueva topologia para X anadiendo a O(X) todos los puntos
de X \ w; como abiertos.
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mediante o — {A C wi|a € A}.
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Es posible construir espacios T, que no son Hausdorff por colecciones (el
espacio potencia de Bing):

Sea X = 22"'. Podemos considerar a w; como un subconjunto denso de X
mediante o — {A C wi|a € A}.

Bing generd una nueva topologia para X anadiendo a O(X) todos los puntos
de X \ w; como abiertos.

De este modo X es normal pero no es Hausdorff por colecciones, pues w; es
un subconjunto discreto que no admite separacion.

Es natural preguntarse qué condiciones extra requiere un espacio para ser
Hausdorff por colecciones. En esta platica veremos cémo el axioma de
constructibilidad (V = L) implica que todo espacio T, primero numerable es
Hausdorff por colecciones.
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Definicién
Sea k € Card \ w. Diremos que un espacio topoldgico X es x-Hausdorff por

colecciones (abreviado x-CWH) si
(VY C X)(Y es discreto A |Y| = k = Y admite una separacién).
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Definicién
Sea k € Card \ w. Diremos que un espacio topoldgico X es x-Hausdorff por

colecciones (abreviado x-CWH) si
(VY C X)(Y es discreto A |Y| = k = Y admite una separacién).

Supongamos que V = L, y sea X un espacio T, primero numerable.
Probaremos por induccion sobre « que, para todo « € Card \ w, X es k-CWH.
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Definicién
Sea k € Card \ w. Diremos que un espacio topoldgico X es x-Hausdorff por

colecciones (abreviado x-CWH) si
(VY C X)(Y es discreto A |Y| = k = Y admite una separacién).

Supongamos que V = L, y sea X un espacio T, primero numerable.
Probaremos por induccion sobre « que, para todo « € Card \ w, X es k-CWH.
El caso k = w es facil, y inicamente utiliza la regularidad de X.
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Definicién
Sea k € Card \ w. Diremos que un espacio topoldgico X es x-Hausdorff por

colecciones (abreviado x-CWH) si
(VY C X)(Y es discreto A |Y| = k = Y admite una separacién).

Supongamos que V = L, y sea X un espacio T, primero numerable.
Probaremos por induccion sobre « que, para todo « € Card \ w, X es k-CWH.
El caso x = w es facil, y Unicamente utiliza la regularidad de X.

El argumento anterior se generaliza facilmente, usando normalidad, para
aplicarse a una familia discreta numerable. Por ello, el caso cuando cf(k) = w
también es facil.
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BESSSS————
Usaremos la siguiente consecuenciade V = L.

Teorema (V=L)

Supdngase que tenemos una familia de subconjuntos estacionarios

{A; Ck|f € "w} tal que
Vfigerw)Va<k)(fla=gla=AsN(a+1)=A,N(a+1)). Entonces
hay una sucesion (f, : a« — w+ 1}a < k) tal que para cada f € "w el conjunto
{a €k|fa=f.} C Ay es estacionario.

v
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Usaremos la siguiente consecuenciade V = L.

Teorema (V=L)

Supdngase que tenemos una familia de subconjuntos estacionarios

{A; Ck|f € "w} tal que
Vfigerw)Va<k)(fla=gla=AsN(a+1)=A,N(a+1)). Entonces
hay una sucesion (f, : a« — w+ 1}a < k) tal que para cada f € "w el conjunto
{a €k|fa=f.} C Ay es estacionario.

v

Sea k > w regular, sea’ Y C X un conunto discreto con |Y| = k. Podemos
suponer, sin perder generalidad, que X € Ordyque Y = k. Paracada z € X
sea {N,(z)|n < w} una base numerable de vecindades de x.
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BESSSS————
Usaremos la siguiente consecuenciade V = L.

Teorema (V=L)

Supdngase que tenemos una familia de subconjuntos estacionarios

{A; Ck|f € "w} tal que
Vfigerw)Va<k)(fla=gla=AsN(a+1)=A,N(a+1)). Entonces
hay una sucesion (f, : a« — w+ 1}a < k) tal que para cada f € "w el conjunto
{a €k|fa=f.} C Ay es estacionario.

v

Sea k > w regular, sea’ Y C X un conunto discreto con |Y| = k. Podemos
suponer, sin perder generalidad, que X € Ordyque Y = k. Paracada z € X
sea {N,(z)|n < w} una base numerable de vecindades de x.

Paracada f : A — w, con A < k, Si a < X definimos

a) = |J Ny (B)
B<a
En las mismas condiciones, si H C x entonces definimos

W(H, f,a)= | N8
BEHN
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BESSSS————
Para cada f € "w definimos

Aj ={a <&|W(f,a)NkK#a}.

David J. Fernandez Breton (UNAM-UMSNH) Espacios “collectionwise Hausdo Jornadas de Topologia 04/11/. 7/15



BESSSS————
Para cada f € "w definimos

Aj ={a <&|W(f,a)NkK#a}.

Notemos que se cumple:
(Vfgerw)Va<k)(fla=gla=AsNn(a+1)=A,N(a+1)).
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BESSSS————
Para cada f € "w definimos

Aj ={a <&|W(f,a)NkK#a}.

Notemos que se cumple:
(Vfgerw)Va<k)(fla=gla=AsNn(a+1)=A,N(a+1)).
Proposicién

O bienY admite una separacion, o bien para cada f € "w, Ay es
estacionario.
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BESSSS————
Para cada f € "w definimos

Aj ={a <&|W(f,a)NkK#a}.

Notemos que se cumple:
(Vfgerw)Va<k)(fla=gla=AsNn(a+1)=A,N(a+1)).
Proposicién

O bienY admite una separacion, o bien para cada f € "w, Ay es
estacionario.

DemosTRACION: Supdngase que C C kesuncluby f € “wyque CNAy = @.
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BESSSS————
Para cada f € "w definimos

Aj ={a <&|W(f,a)NkK#a}.

Notemos que se cumple:
(Vfgerw)Va<k)(fla=gla=AsNn(a+1)=A,N(a+1)).
Proposicién

O bienY admite una separacion, o bien para cada f € "w, Ay es
estacionario.

DemosTRACION: Supdngase que C C kesuncluby f € “wyque CNAy = @.
Sea C = {a,|v < x} una enumeraciéon mondtona. Como ya sabemos que X
es A\-CWH para cada )\ < «, entonces para cada v < « hay una familia

J, = {Us|x € cu41 \ @, } de abiertos que separan a a, 41 \ .
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Para cada f € "w definimos

Aj ={a <&|W(f,a)NkK#a}.

Notemos que se cumple:
(Vfgerw)Va<k)(fla=gla=AsNn(a+1)=A,N(a+1)).
Proposicién

O bienY admite una separacion, o bien para cada f € "w, Ay es
estacionario.

DemosTRACION: Supdngase que C C kesuncluby f € “wyque CNAy = @.
Sea C' = {a,|v < £} una enumeraciéon monétona. Como ya sabemos que X
es A\-CWH para cada )\ < «, entonces para cada v < « hay una familia

J, = {U,|x € 41\ @, } de abiertos que separan a a, 11 \ o,. Sin perder
generalidad, podemos suponer U, C Ny, ().
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Para cada f € "w definimos

Aj ={a <&|W(f,a)NkK#a}.

Notemos que se cumple:
(Vfgerw)Va<k)(fla=gla=AsNn(a+1)=A,N(a+1)).
Proposicién

O bienY admite una separacion, o bien para cada f € "w, Ay es
estacionario.

DemosTRACION: Supdngase que C C kesuncluby f € “wyque CNAy = @.
Sea C' = {a,|v < £} una enumeraciéon monétona. Como ya sabemos que X
es A\-CWH para cada )\ < «, entonces para cada v < « hay una familia

J, = {um|x € a,41 \ o, } de abiertos que separan a «, 41 \ «,. Sin perder
generalidad, podemos suponer U, C Ny, (x). Mas ain, dado que, para cada

v <k, a, =W(f, a,)Nk, entonces podemos suponer que para cada = > «,,,

U, "W (f,a) = @.
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Para cada f € "w definimos

Aj ={a <&|W(f,a)NkK#a}.

Notemos que se cumple:
(Vfgerw)Va<k)(fla=gla=AsNn(a+1)=A,N(a+1)).
Proposicién

O bienY admite una separacion, o bien para cada f € "w, Ay es
estacionario.

DemosTRACION: Supdngase que C C kesuncluby f € “wyque CNAy = @.
Sea C' = {a,|v < £} una enumeraciéon monétona. Como ya sabemos que X
es A\-CWH para cada )\ < «, entonces para cada v < « hay una familia

J, = {um|x € a,41 \ o, } de abiertos que separan a «, 41 \ «,. Sin perder
generalidad, podemos suponer U, C Ny, (x). Mas ain, dado que, para cada

v <k, a, =W(f, a,)Nk, entonces podemos suponer que para cada = > «,,,

U, N (f, ) = 2.
Con esto, es claro que |J J, es una separacién de Y. O

v<K
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Si Y admite una separacién, ya. Si no, entonces tenemos una sucesion
(fa:a—w+1|a < k) talque paracada f € "w, {a € k|f [ = fo} C As es
estacionario.
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Si Y admite una separacién, ya. Si no, entonces tenemos una sucesion

(fa :a—>w+1\a<n> tal que para cada f € "w, {«a € n\f la=fa} CAfes
estacionario.

Queremos H,, K, C « disjuntos que no admitan separacion, con lo cual
contradiremos la normalidad de X.
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Si Y admite una separacién, ya. Si no, entonces tenemos una sucesion

(fa :a—>w+1\a<n> tal que para cada f € "w, {«a € n\f la=fa} CAfes
estacionario.

Queremos H,, K, C « disjuntos que no admitan separacion, con lo cual
contradiremos la normalidad de X.

Sea v = {(o, B)|a < K A B =mi[W(fa,a)N (x\ a)]}. Es claro que v es una
funcion parcial desde « hacia k. Comenzamos poniendo Hy = Ko = &, y
vamos recorriendo los ordinales. En los ordinales limite, hacemos

H,= |J Hgy K, = |J Kg. Por dltimo, si conocemos H, y K, hay dos

B<y B<y
Casos:
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Si Y admite una separacién, ya. Si no, entonces tenemos una sucesion
(fa :a—>w+1\a<n> tal que para cada f € "w, {«a € n\f la=fa} CAfes
estacionario.
Queremos H,, K, C « disjuntos que no admitan separacion, con lo cual
contradiremos la normalidad de X.
Sea v = {(o, B)|a < K A B =mi[W(fa,a)N (x\ a)]}. Es claro que v es una
funcion parcial desde « hacia k. Comenzamos poniendo Hy = Ko = &, y
vamos recorriendo los ordinales. En los ordinales limite, hacemos
H,= |J Hgy K, = |J Kg. Por dltimo, si conocemos H, y K, hay dos
B<y B<y
casos:
1 fara—w,acdom(v)y (V6 < a)(f € dom(v) = v(f) < a).
Entonces, como o C H, U K, esto implica que
W (fo,) = W(Heq, fo,0) UW (K, fa,a) 2 v(a). Si
v(a) € W(Hg, fo,a), ponemos K,11 = K, U{v(a)}ty
Hyiy = HyU[(a+ 1)\ Kqt1]- En caso contrario, hacemos
Hop1 = Ho U{v(a)}y
Koy1 =Ko U[(a+1)\ Haq].
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2 En cualquier otro caso, ponemos H, 1 = H, y
Koy1 =Ko U[(a+ 1)\ Hoy1]
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2 En cualquier otro caso, ponemos H, 1 = H, y
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2 En cualquier otro caso, ponemos H, 1 = H, y
Koy1 =Ko U[(a+ 1)\ Hoy1]

Lo Unico que podria fallar es que K1 N H,11 # @. Pero ese caso solo
podria ocurrir si en el primer caso, para algunos «, o’ < « distintos, ocurre
que v(a) = v(a’) y pusimos (sin perder generalidad) a v(a) en Hyy1 y a v(o)
en K, 11. Pero entonces, si a < o/ debemos tener que

(VB < o)[B € dom(v) = v(B) < ], en particular v(a) < o/, lo cual es
contradictorio.
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2 En cualquier otro caso, ponemos H, 1 = H, y
Koy1 =Ko U[(a+ 1)\ Hoy1]

Lo Unico que podria fallar es que K1 N H,11 # @. Pero ese caso solo

podria ocurrir si en el primer caso, para algunos «, o’ < « distintos, ocurre

que v(a) = v(a’) y pusimos (sin perder generalidad) a v(a) en Hyy1 y a v(o)

en K, 11. Pero entonces, si a < o/ debemos tener que

(VB < o)[B € dom(v) = v(B) < ], en particular v(a) < o/, lo cual es

contradictorio. Por ello, H = |J Hgy K = |J sondisjuntos, con H U K = k.
B<k B<kK

Al ser discretos, son cerrados. Por normalidad,

(U, YV e OX)H)UNV =0 ANHCUANK CV).Nos escogemos una f € "w

tal que (Va < k)[(a € H = Ny(a)(a) CU) A (@ € K = Ny (a) CV)].
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2 En cualquier otro caso, ponemos H, 1 = H, y
Koy1 =Ko U[(a+ 1)\ Hoy1]

Lo Unico que podria fallar es que K1 N H,11 # @. Pero ese caso solo
podria ocurrir si en el primer caso, para algunos «, o’ < « distintos, ocurre
que v(a) = v(a’) y pusimos (sin perder generalidad) a v(a) en Hyy1 y a v(o)
en K, 11. Pero entonces, si a < o/ debemos tener que
(VB < o)[B € dom(v) = v(B) < ], en particular v(a) < o/, lo cual es
contradictorio. Por ello, H = |J Hgy K = |J sondisjuntos, con H U K = k.
B<K B<k
Al ser discretos, son cerrados. Por normalidad,
(U, YV e OX)H)UNV =0 ANHCUANK CV).Nos escogemos una f € "w
tal que (Va < k)[(a € H = Ny(a)(a) CU) AN (@ € K = Nyoy(a) SV).V =1L
implicaque £ = {a < /<c|f o = fo} € Ay es estacionario. Ahora, no es dificil
demostrar que C = {a < | es limite A (V3 < «)[8 € dom(v) = v(8) < o]}
es un club en « (aqui se utiliza fuertemente la regularidad de ). Por ello hay
unae ENC.
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Como « € E, entonces f [ a = f,. Luego, como ademas a € Ay, entonces

azW(f,a)Nk=W(fo,a) Nk

Esto implica que a € dom(v) = {8 < k|W(fs,8) N (k \ B) # @}. Ahora como
« € C, entonces cuando pasamos por « en la construccion anterior, caimos
en el primer caso. Por lo tanto:
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azW(f,a)Nk=W(fo,a) Nk

Esto implica que a € dom(v) = {8 < k|W(fs,8) N (k \ B) # @}. Ahora como
a € C, entonces cuando pasamos por « en la construccién anterior, caimos
en el primer caso. Por lo tanto:

O bien a € W(H,, fa, ), €n cuyo caso a € K,
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Como « € E, entonces f [ a = f,. Luego, como ademas a € Ay, entonces

azW(f,a)Nk=W(fo,a) Nk

Esto implica que a € dom(v) = {8 < k|W(fs,8) N (k \ B) # @}. Ahora como
a € C, entonces cuando pasamos por « en la construccién anterior, caimos
en el primer caso. Por lo tanto:

O bien a € W(H,, fa, ), €n cuyo caso a € K,

o bien o« € W(K,, fo, ), €n cuyo caso « € H.

Comoa e W(H, fo,a) CUY a € W(K, fo,) C V, entonces o bien

v(a) €UN K o bienv(a) € VN H, lo cual es una contradiccion.
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Sélo resta el caso Ry < cf(k) < k.
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Sélo resta el caso Ny < cf(k) < k.
Paracada p: (S C x) — s uno a uno, definimos V(f,a) = | Nsp)(B)y

p(B) <o
Bes

D(f,a) =V(f,a)n{B € S|p(B) = a}.

Definicién

Decimos que f es gruesa con respectoa S y p si (3a < k)(|D(f, )| > «).
En caso contrario decimos que f es delgada respectoa S y p.

David J. Fernandez Breton (UNAM-UMSNH) Espacios “collectionwise Hausdorff" Jornadas de Topologia 04/11/2009 11/15



Sélo resta el caso Ry < cf(k) < k.
Paracada p: (S C x) — s uno a uno, definimos V(f,a) = | Nsp)(B)y

p(B)<a
Bes

D(f,a) =V(f,a)n{B € S|p(B) = a}.

Definicién

Decimos que f es gruesa con respectoa S y p si (3a < k)(|D(f, )| > «).
En caso contrario decimos que f es delgada respectoa S y p.

Lema (GCH)
Para cualesquiera S y p existe una f delgada con respecto a S y p.
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Sélo resta el caso Ny < cf(k) < k.
Paracada p: (S C x) — s uno a uno, definimos V(f,a) = | Nsp)(B)y

p(B) <o
Bes

D(f,a) =V(f,a)n{B € S|p(B) = a}.

Definicién

Decimos que f es gruesa con respectoa S y p si (3a < k)(|D(f, )| > «).
En caso contrario decimos que f es delgada respectoa S y p.

Lema (GCH)
Para cualesquiera S y p existe una f delgada con respecto a S y p.

DemosTRACION: En caso contrario, definiremos como antes H y K por
induccién. Utilizaremos la funcién de Gédel o — (a1, as) que es inversa de la
biyeccién canénica x x k — « Yy que tiene la propiedad de que
a < méx{ag, as} + 1.
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Para cada a < x ordenamos “w. Comenzamos con Hy = Ky = &; Si vy es
limite, entonces H, = |J Hgy K, = |J Kg.
B<y B<y
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Para cada a < x ordenamos “w. Comenzamos con Hy = Ky = &; Si vy es

limite, entonces H, = |J Hgy K, = |J Kg. Ahora, si ya conocemos H, Yy
By B<y
K, entonces consideraremos, si tiene sentido, a f, el a-ésimo elemento de

2 y nos fijamos si hay un 8 € D(f,az) \ (Ho U K,).
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Para cada a < x ordenamos “w. Comenzamos con Hy = Ky = &; Si vy es
limite, entonces H, = |J Hgy K, = |J Kg. Ahora, si ya conocemos H, y
B<y B<y
K, entonces consideraremos, si tiene sentido, a f, el a-ésimo elemento de
2 y nos fijamos si hay un g € D(f, as) \ (Hn, U K,,). Si si,como 8 € V(f,«)
entonces o bien 3 €= |J Ny(g)(53), en cuyo caso hacemos
p(B)

BEHq

Koi1=Ko,U{B}YY Hor1 = HyU(p 1 ({a})\ Kat1), €0 caso contrario
tenemos que B €= |J Ny (B)y hacemos Hy 1 = Hy U {3},
)

(B
BEKq

Koy1 =Ko U(p~ ({a}) \ Hat).
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Para cada a < x ordenamos “w. Comenzamos con Hy = Ky = &; Si vy es
limite, entonces H, = |J Hgy K, = |J Kg. Ahora, si ya conocemos H, y

By B<y
K, entonces consideraremos, si tiene sentido, a f, el a-ésimo elemento de
2 y nos fijamos si hay un g € D(f, as) \ (Hn, U K,,). Si si,como 8 € V(f,«)
entonces o bien 3 €= |J Ny(g)(53), en cuyo caso hacemos

p(B)

BEH
Koi1=Ko,U{B}YY Hor1 = HyU(p 1 ({a})\ Kat1), €0 caso contrario
tenemos que B €= |J Ny (B)y hacemos Hy 1 = Hy U {3},

)

(B

BEKq
Koi1=KoU(p7'({a})\ Hoy1). Alfinal, hacemos H = |J H, Y
a<k
K= |J K,.Tenemosque HNK =@y S =HULK, al ser ambos cerrados

a<k

hay una separacién por abiertos U, V disjuntoscon H CUy K C V.
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Sea g un refinamiento de U/ y V.
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Sea g un refinamiento de U/ y V.

Por el grosor de g hay un « < « tal que |D(f [, «)| > |«|. Por GCH, tenemos
que |*w| = 2/°l = |a|T. Asi, hay un 3 < |a|* y un v tal que bajo la funcién de
Godel, vy — (B,a) y f | « es el elemento 8-ésimo de “w.

David J. Fernandez Breton (UNAM-UMSNH) Espacios “collectionwise Hausdorff" Jornadas de Topologia 04/11/2009 13/15



Sea g un refinamiento de U/ y V.

Por el grosor de g hay un « < « tal que |D(f [, «)| > |«|. Por GCH, tenemos
que |*w| = 2/°l = |a|T. Asi, hay un 3 < |a|* y un v tal que bajo la funcién de
Godel, vy — (B,a) y f | « es el elemento 8-ésimo de “w.

Asi, v < max{f, a} + 1, por tanto |y| < |a| y, dado que |Hy U K.,| = 7| < |
entonces hay elementos de D(f,«) \ (H, U K,), luego en esa etapa del
proceso inductivo habiamos “destruido” esta separacion, lo cual es
contradictorio. O
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Sea g un refinamiento de U/ y V.

Por el grosor de g hay un « < « tal que |D(f [, «)| > |«|. Por GCH, tenemos
que |*w| = 2/°l = |a|T. Asi, hay un 3 < |a|* y un v tal que bajo la funcién de
Godel, vy — (B,a) y f | « es el elemento 8-ésimo de “w.

Asi, v < max{f, a} + 1, por tanto |y| < |a| y, dado que |Hy U K.,| = 7| < |
entonces hay elementos de D(f,«) \ (H, U K,), luego en esa etapa del
proceso inductivo habiamos “destruido” esta separacion, lo cual es
contradictorio. O
Ahora debemos escoger ciertos S y p con cuidado. Como « es singular, hay
un conjunto de cardinales C' = {cq|a < cf(x)} que es club en x, y

(Vo < cf(K))(ca > cf(k)). Sea By = {7](36 < ca)(y = cf(k) - § + o)}
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Sea g un refinamiento de U/ y V.

Por el grosor de g hay un « < « tal que |D(f [, «)| > |«|. Por GCH, tenemos
que |*w| = 2/°l = |a|T. Asi, hay un 3 < |a|* y un v tal que bajo la funcién de
Godel, vy — (B,a) y f | « es el elemento 8-ésimo de “w.

Asi, v < max{f, a} + 1, por tanto |y| < |a| y, dado que |Hy U K.,| = 7| < |
entonces hay elementos de D(f,«) \ (H, U K,), luego en esa etapa del
proceso inductivo habiamos “destruido” esta separacion, lo cual es
contradictorio. O
Ahora debemos escoger ciertos S y p con cuidado. Como « es singular, hay
un conjunto de cardinales C' = {cq|a < cf(x)} que es club en x, y

(Vo < cf(K))(ca > cf(k)). Sea By = {7](36 < ca)(y = cf(k) - § + o)}
Entonces los B,, son disjuntos, B, C Cy Y |Ba| = ca-

Lema (GCH)
Para ¥, < cf(k) < k € Card, X es k-CWH.
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DemMOSTRACION: Para i < w, definimos S;, p;, f;. Comenzamos haciendo Sy = &,
po = id,. Siempre escogeremos una f; delgada con respecto de S; y p;.
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DemMOSTRACION: Para i < w, definimos S;, p;, f;. Comenzamos haciendo Sy = &,

po = id,. Siempre escogeremos una f; delgada con respecto de S; y p;.

Hacemos S;+1 = |J D(f;,«). Porla delgadez de f;, |D(f:,a)| < «, al ser
aceC

|Bo| = ca > |D(fi, ca)| €ntonces hay funciones inyectivas f : D(f;,a) — Ba,
las unimos para obtener p; 1 : Sit1 — k.
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DemMOSTRACION: Para i < w, definimos S;, p;, f;. Comenzamos haciendo Sy = &,

po = id,. Siempre escogeremos una f; delgada con respecto de S; y p;.

Hacemos S;+1 = |J D(f;,«). Porla delgadez de f;, |D(f:,a)| < «, al ser
acC

|Bo| = ca > |D(fi, ca)| €ntonces hay funciones inyectivas f : D(f;,a) — Ba,
las unimos para obtener p; 1 : Sit1 — k.
Asi, si § € D(f;,«) entonces p;+1(8) < a < p;(B) por la definicion de D(f;, «).

Al no haber sucesiones infinitamente descendientes de ordinales, () S; = &.
<w
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DemMOSTRACION: Para i < w, definimos S;, p;, f;. Comenzamos haciendo Sy = &,

po = id,. Siempre escogeremos una f; delgada con respecto de S; y p;.

Hacemos S;+1 = |J D(f;,«). Porla delgadez de f;, |D(f:,a)| < «, al ser
acC

|Bo| = ca > |D(fi, ca)| €ntonces hay funciones inyectivas f : D(f;,a) — Ba,

las unimos para obtener p; 1 : Sit1 — k.

Asi, si § € D(f;,«) entonces p;+1(8) < a < p;(B) por la definicion de D(f;, «).

Al no haber sucesiones infinitamente descendientes de ordinales, () S; = &.
i<w

Luego k = | (Si \ Sit+1), €s unién de una familia discreta numerable de

1<w
cerrados, la cual por consiguiente puede separarse. Por lo tanto basta

demostrar que podemos separar a los conjuntos discretos S; \ S;+1. Desde
luego, esto soblo presenta dificultad cuando |S; \ Siy1| = &.
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DemMOSTRACION: Para i < w, definimos S;, p;, f;. Comenzamos haciendo Sy = &,

po = id,. Siempre escogeremos una f; delgada con respecto de S; y p;.

Hacemos S;+1 = |J D(f;,«). Porla delgadez de f;, |D(f:,a)| < «, al ser
acC

|Ba| = co > |D(fi, co)| €ntonces hay funciones inyectivas f : D(f;, ) — B,

las unimos para obtener p; 1 : Sit1 — k.

Asi, si § € D(f;,«) entonces p;+1(8) < a < p;(B) por la definicion de D(f;, «).

Al no haber sucesiones infinitamente descendientes de ordinales, () S; = &.
<w

Luego k = | (Si \ Sit+1), €s unién de una familia discreta numerable de

1<w
cerrados, la cual por consiguiente puede separarse. Por lo tanto basta

demostrar que podemos separar a los conjuntos discretos S; \ S;+1. Desde
luego, esto solo presenta dificultad cuando |S; \ S;+1| = «.Pero en este caso,
C seguird siendo club en S; \ S;+1, y para cada «a € C, tendremos que

V(fi, @) N (S; \ Si+1) = pi(a) debido a que si z ¢ S; 11 esto significa que
pi(z) < o para cada « € C'. Luego el conjunto

{a € S; \Si+1\V(fi,a) N (S; \ Si+1) # a} no es estacionario; por una ligera
modificacion de un argumento anterior, S; \ S;11 admite una
separacion.
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DemMOSTRACION: Para i < w, definimos S;, p;, f;. Comenzamos haciendo Sy = &,

po = id,. Siempre escogeremos una f; delgada con respecto de S; y p;.

Hacemos S;+1 = |J D(f;,«). Porla delgadez de f;, |D(f:,a)| < «, al ser
acC

|Bo| = ca > |D(fi, ca)| €ntonces hay funciones inyectivas f : D(f;,a) — Ba,

las unimos para obtener p; 1 : Sit1 — k.

Asi, si § € D(f;,«) entonces p;+1(8) < a < p;(B) por la definicion de D(f;, «).

Al no haber sucesiones infinitamente descendientes de ordinales, () S; = &.
i<w

Luego k = | (Si \ Sit+1), €s unién de una familia discreta numerable de

1<w
cerrados, la cual por consiguiente puede separarse. Por lo tanto basta

demostrar que podemos separar a los conjuntos discretos S; \ S;+1. Desde
luego, esto solo presenta dificultad cuando |S; \ S;+1| = «.Pero en este caso,
C seguird siendo club en S; \ S;+1, y para cada «a € C, tendremos que

V(fi, @) N (S; \ Si+1) = pi(a) debido a que si z ¢ S; 11 esto significa que
pi(z) < o para cada « € C'. Luego el conjunto

{a € S; \Si+1\V(fi,a) N (S; \ Si+1) # a} no es estacionario; por una ligera
modificacion de un argumento anterior, S; \ S;11 admite una
separacion.

Por lo tanto todo el conjunto x admite una separacioén. O
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