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Resumen

Este trabajo estd inspirado por las contribuciones de William T. Gowers, ganador de la
medalla Fields en 1998. En particular, se estudia una de sus contribuciones al problema de
la distorsion. En su articulo Lipschitz Functions on Classical Spaces, Gowers demuestra que
el espacio ¢y no es distorsionable utilizando herramientas combinatorias. En este trabajo se
busca comprender la compactacién de Cech-Stone en espacios discretos, misma que Gowers
empled para obtener su resultado.



Abstract

This work is inspired by the contributions made by William T. Gowers, winner of the
Fields medal in 1998. In particular, we study one of his contributions to the distortion
problem. In his article Lipschitz Functions on Classical Spaces, Gowers showed that cg is
no a distortionable space using combinatorial tool. In this work, one important goal is
understanding the Cech-Stone compactification, which Gowers implemented to obtain his
results.
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Introduccion

En la década de los 60’s muchos matemaéticos perseguian muchas de las incégnitas plan-
teadas por Stefan Banach y otros matemaéticos de la escuela de matematicas de Lwéw en
el Scottish book. Algunos de estos problemas fueron solucionados gracias al trabajo de Wi-
lliam Timothy Gowers y sus colaboradores, entre los cuales destacan: el problema de la
base incondicional [7], el problema del espacio homogéneo [3], el problema del hiperplano de
Banach [4] y el problema de Schréder-Bernstein [5]. Aunque varios autores desempenaron
un papel importante en la resolucién de estos problemas, lo que distinguié a Gowers, y lo
hizo merecedor de la Medalla Fields, fue el hecho de hacer uso de herramientas combina-
torias para atacar dichos problemas de Anélisis Funcional, logrando hacer contribuciones
importantes en ambas ramas y exhibiendo conexiones donde parecia que no las habia.

La primera vez que Gowers relacioné sus trabajos anteriores con herramientas de com-
binatoria fue en su articulo Lipschitz Functions on Classical Spaces [6], el cual surgié en
un momento en el que se buscaba solucionar un problema acerca de la geometria de los
espacios de Banach conocido como problema de la distorsion. Es muy conocido el hecho
de que la topologia de un espacio de Banach no es alterada por normas equivalentes, pero
surge la duda de qué tanto se modifican los objetos geométricos por dichas normas. Como
Gowers y otros autores explican en los articulos [11], [12] y [13], para saber si un espacio de
Banach X se puede distorsionar es 1util analizar la oscilacién de las funciones de Lipschitz,
definidas en la esfera unitaria Sx. Gowers en su articulo se concentrd en las funciones de
Lipschitz definidas en c¢g, utilizé la teoria de ultrafiltros idempotentes y la compactacion
de Cech-Stone para concluir que las funciones f : Se¢, — R son de oscilaciones estables, lo
que significa que el espacio ¢y no es distorsionable.

La intencién de este trabajo es entender cémo se utilizé la compactacién de Cech-
Stone para demostrar la conclusién que obtuvo Gowers en su articulo, ademas de entender
demostraciones de algunos resultados combinatorios que la emplean. En el articulo de
Gowers se utilizan esta teorfa sobre el semigrupo N<7°° el conjunto de los subconjuntos
finitos de N, en este trabajo seguimos el enfoque de Todorcevich [14], que emplea funciones
de suporte finito.

En el primer capitulo de esta tesis se introducen conceptos conocidos. Comenzamos
presentando el concepto de filtro, el cual es un concepto que suele presentarse en cursos
de topologia de manera tangencial. Se presentan algunas formas de contruir filtros para

7



8 INDICE GENERAL

conjuntos o colecciones con ciertas propiedades. También se introduce el concepto de ultra-
filtro, el cual es probablemente el concepto mas importante en este trabajo. Se presentan
los ultrafiltros principales y los no principales, ademés de mostrar algunos resultados que
ayudan a caracterizarlos. Mas adelante en este capitulo se define lo que es un semigrupo,
se presentan conceptos parecidos a los de los cursos de Algebra Moderna tales como los
ideales y los elementos idempotentes de un semigrupo, ademéds de describir un orden sobre
los elementos idempotentes de un semigrupo. Por iltimo en este capitulo se presenta la
definicién de los semigrupos topoldgicos y el teorema de Ellis-Numakura, que es de los méas
importantes de esta teoria.

El segundo capitulo estd dedicado a la compactacién de Cech-Stone, comenzamos presen-
tando la definiciéon de la compactacién de un semigrupo discreto y dando algunas de sus
propiedades. Seguido de eso, se indaga en la existencia de dicha compactacién para cual-
quier semigrupo discreto, mencionando temas relacionados con la universalidad de esta
construccién. Por ltimo, se dedica una seccion al estudio del residuo de Stone, que es
indispensable para justificar la existencia de ultrafiltros no principales idempotentes.

En el tercer capitulo se utiliza lo desarrollado en el capitulo anterior para probar algunos
de los resultados més famosos de combinatoria: el teorema Ramsey, el teorema de Schur, el
teorema de Folkman-Rado-Sanders, el teorema de Hindman y el teorema de Van der Waer-
den. El primero es un resultado relacionado con graficas, mientras que los demas hacen
preguntas relacionadas con coloraciones de N en donde se permiten operaciones aritméti-
cas. Estos resultados se pueden probar con tacticas puramente combinatorias pero en este
trabajo se recurre a la teorfa de la compactacién de Cech-Stone.

En el capitulo final se introduce un espacio de funciones de soporte finito y los ultrafiltros
cofinitos para entender la versiéon combinatoria del teorema de Gowers. Las definiciones al
principio del capitulo se extienden para dar una version “aproximativa” del teorema com-
binatorio de Gowers. Esta tltima versién del teorema es la que permite hacer la conexion
entre el resultado combinatorio y el problema de la distorsiéon que motivé a Gowers. El
capitulo cierra con la demostracién del resultado principal del articulo de Gowers.

Por ultimo, al final del texto se encuentra un apéndice que presenta resultados de topologia
de manera muy breve para que no exista confusion a lo largo del texto. La intencién del
apendice Uinicamente es enlistar resultados conocidos omitiendo su demostracion, ya que
se asume que el lector estd familiarizado con estos conceptos.

Contribuciones del autor

Este trabajo es mayormente compilativo, sin embargo, hay algunos razonamientos que
se presentan de forma maés explicita que en los textos consultados.

» En el libro de Todorcevich [14] se define una operacién parcial en FINg, en este
texto que considera una operacién alternativa que resulta estar definida en todo el
conjunto. Como consecuencia, no es necesario adaptar la teoria de ultrafiltros al caso
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de operaciones parciales.

= En la proposicién 4.1.6 se demuestra explicitamente que vFIN; es subsemigrupo
topoldgico de SFINy.

= En la seccién 4.2 se describe la relacion entre FIN, v Ay de manera més detallada
que en [14].

» En la seccién 4.3 se demuestra a detalle que ST es subsemigrupo cerrado de ’yFINf
(proposicién 4.3.4). Este resultado no es totalmente trivial pero se apoya en ideas
anteriores.

= En la seccion 4.3 se discute la relacién entre FIN,f y Af; de manera mas extensa que
en [14].

= En la seccién 4.3 se demuestra explicitamente el corolario que relaciona el teorema
de Gowers con la esfera de cg, (corolario 4.3.10).

= En la seccién 4.3 se demuestra explicitamente el corolario que relaciona la esfera de
¢p con las funciones de Lipschitz sobre ¢, (corolario 4.3.11).
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Capitulo 1

Conceptos fundamentales

A lo largo de esta seccién se definen distintos conceptos y se explora lo necesario para
trabajar con estas herramientas. En un inicio los conceptos no tienen relaciéon inmediata,
mas adelante se definira lo necesario para conectar dichos conceptos y aplicarlos a la com-
pactacién de Cech-Stone. Este capitulo estd basado principalmente en el libro de Hindman
y Strauss [8].

1.1. Ultrafiltros

Definicion 1.1.1. Sea X un conjunto no vacio. Decimos que un conjunto no vacio F C
P(X) es un filtro sobre X si:

= 0 ¢ F,

» Para cualesquiera A, B € P(X),si A€ Fy A C B, entonces B € F (Propiedad de
absorcion),

» Para cualesquiera A, B € P(X),si A€ Fy B € F, entonces AN B € F (Cerradura
bajo interseccién).

Ejemplo 1.1.2.

Si X es un conjunto infinito, el filtro de Fréchet sobre X se define como el conjunto
Fr={AeP(X) : X\ A es finito}.

Definicion 1.1.3. Sea U un filtro sobre X. Decimos que U es un ultrafiltro sobre X si
cualquier filtro F tal que YU C F cumple que U = F.

Denotamos al conjunto de los filtros sobre X por ®x y lo dotamos del orden parcial de
la inclusién. Con esta notacién demostramos el siguiente lema.

Lema 1.1.4. Todo filtro estd contenido en un ultrafiltro.

11



12 CAPITULO 1. CONCEPTOS FUNDAMENTALES

Demostracion. Sean F € &x vy Q = {U € &x : F C U}. Sea C una cadena en Q.
Mostraremos que UC € ) y es cota superior de C.

i) Supongamos que () € UC, entonces existe un filtro U € C tal que () € U, lo cual es
falso. Por lo tanto () ¢ UC.

ii) Sean A € UC y B DO A, entonces existe un filtro U € C tal que A € U, por lo tanto
BeUucCcuc

iii) Sean A, B € UC, entonces existen filtros U;,Us € C tal es que A € Uy y B € Us.
Asumimos sin pérdida de generalidad que Uy C Us. Por lo tanto AN B € Us. Lo que
demuestra que AN B € UC.

iv) Como F C U para cada U € C, claramente F C UC.

La existencia de un filtro maximal que contiene a F es consecuencia del lema de Zorn. [

El entendimiento de los ultrafiltros sera indispensable en los capitulos finales, es por
esto que las siguientes proposiciones nos ayudan a construirlos:

Definicién 1.1.5. Decimos que una familia B tiene la propiedad de la interseccion finita
si la interseccién de cualquier subfamilia finita A C B es no vacia, es decir, NA # ().

Lema 1.1.6. Sea B C P(X) una familia con la propiedad de la interseccion finita. Entonces
existe un filtro F sobre X que contiene a B.

Demostracion. Sean M = {NU : U C By Uesfinito} y F = {4 € P(X) : IM €
M tal que M C A}. Veamos que F es filtro sobre X.

= Debido a que B tiene la propiedad de la interseccién finita, para cualquier U C B
finito se tiene que NU # 0, es decir, ) ¢ M. Suponiendo que ) € F, entonces existe
M € M tal que M C (), por lo tanto M = () € M, lo cual es falso. Por el razonamiento
anterior concluimos que () ¢ F.

» Sean A € Fy B € P(X) tales que A C B, entonces existe M € M tal que M C A C
B, lo que muestra que B € F.

= Sean A, B € F, entonces existen M, N € M tales que M C Ay N C B. Como
M N € M, existen Py, Ps,..., Py, Pna1, ..., Pmin € B tales que

m n
M = m P N= m Py
i=1 i=1

Como el conjunto {Py,..., Pnin} C B es finito, entonces

m n m+n
MAN = <ﬂpi> N (ﬂpmﬂ-) =) PeM.
i=1

i=1 i=1
Ma4s ain, se cumple que M NN C AN By, por lo tanto, AN B € F.
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De la construcciéon de F y la propiedad reflexiva de la inclusién “C ” | notamos inme-
diatamente que M C F. Més ain, dado B € B se tiene que B = N{B} € M C F, por lo
tanto, el filtro F contiene a B. O

Corolario 1.1.7. Cualguier familia con la propiedad de la interseccion finita estd contenida
en un ultrafiltro.

La siguiente proposiciéon nos permite determinar cuando un filtro es ultrafiltro sin revi-
sar directamente la condiciéon de maximalidad, por lo que serd muy ttil en varias ocasiones.

Proposicién 1.1.8. (Caracterizacion de los ultrafiltros). Un filtro U es un ultrafiltro sobre
X, si y sélo si para cualquier A € P(X) o bien se cumple que A €U o bien X \ A € U.

Demostracion. Supongamos que U es un ultrafiltro sobre X. Dado A € P(X), se tienen
dos posibilidades:
VBeU, ANB #0.

En caso contrario, existe un By € U tal que AN By = (). Para el segundo caso se sigue que
By C X\ A, por lo tanto X \ A € U. Ahora, asumimos que para cualquier B € U se cumple
que AN B # (), entonces U U { A} tiene la propiedad de la interseccién finita, pues U es un
filtro. Por el lema 1.1.6, se sigue que existe un filtro F tal que & U {A} C F. Dado que U
es un ultrafiltro y & C F, concluimos que U = F, por lo tanto, A € U.

Reciprocamente, supongamos que U es un filtro en X tal que para cualquier A € P(X)
se cumple que A € U o bien X \ A € U. Suponiendo que existe un filtro F que contiene
propiamente a U, luego se toma A € F \ U, por hipétesis sabemos que X \ A € Y. Como
U esta contenido en F, entonces X \ A € F. Ademds, como A, X \ A € F, que es un filtro,
se concluye que AN (X \ A) =0 € F, lo cual es falso. O

Proposicién 1.1.9. Sea z € X un elemento, entonces el conjunto U, = {A € P(X) : = €
A} es un ultrafiltro sobre X.

Demostracion. Vemos primero que U, es un filtro ya que
o ()¢ U,.
o SiA,Bel,, entoncesz € Ayx € B, luegox € ANB.
o SiCCDCXyCeU,,entonces x € C C D, luego D € U,.

Para mostrar que U, es un ultrafiltro, utilizamos la caraterizacién de los ultrafiltros. Dado
AeP(X),sabemos quex € Aox ¢ A Asi AclUy o X \Acl, O

Definicién 1.1.10. El conjunto U, = {A € P(X) : z € A} es el ultrafiltro principal
sobre X definido por z. Si un ultrafiltro &/ no es de la forma U, para algin x € X, decimos
que es un ultrafiltro no principal.
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Proposicién 1.1.11. (Caracterizacion de los filtros principales). Un ultrafiltro U sobre X
es principal, si y sdlo si existe un conjunto finito F € P(X) tal que F € U.

Demostracion. Supongamos que U es un ultrafiltro principal sobre X. Entonces existe un
x € X tal que i = Uy. En particular, {z} € U, = U. Lo que muestra que existe un conjunto
finito F' = {z} € P(X) tal que F' € U.

Reciprocamente, supongamos que U es un ultrafiltro y existe F' = {x1,...,z,} C X tal que
F € U. Suponiendo que {z;} ¢ U, i € {1,2,...,n}, por la caracterizacién de los ultrafiltros,
se tiene que N, X \{z;} = X\ F € U, lo cual es falso, pues U es ultrafiltro. Por lo anterior,
debe existir {z;} € U con i € {1,2,...,n}. Como {z;} € U, para cualquier A € P(X) tal
que x; € A, se tiene que A € U, luego U, C U. Mas atin, x; es el tinico elemento de F' que
pertenece a U, ya que {z;} N {x;} # 0, si y sélo si x; = ;. Finalmente, para cualquier
A € U se tiene que AN{x;} # 0, siy sélo si z; € A, por lo tanto U C U,. O

En el lema 1.1.6 se vio que tener una familia con la propiedad de la interseccién finita
permite encontrar un filtro, por lo tanto un ultrafiltro, que contenga a dicha familia. Mas
aun, las intersecciones finitas estan contenidas en al menos un elemento del ultrafiltro, esto
significa que la cardinalidad de cualquier elemento del ultrafiltro depende de la cardinalidad
de las intersecciones finitas. Este hecho en conjunto con la caracterizacion anterior nos da
el siguiente corolario.

Corolario 1.1.12. Sea B C P(X) una familia tal que para cualquier A C B finito se
cumple que NA es infinito. Entonces existe un ultrafiltro no principal U tal que B CU.

Demostracion. Claramente B tiene la propiedad de la interseccion finita. Como todas las
intersecciones finitas son conjuntos infinitos, se sigue que todos los elementos del ultrafiltro
que contiene a B son infinitos. Por la caracterizaciéon 1.1 se sigue que el ultrafiltro que
contiene a B no puede ser principal. O

Corolario 1.1.13. Sea X un conjunto y B C X infinito. Entonces existe un ultrafiltro no
principal U sobre X tal que B € U.

Demostracion. Notamos que la coleccién {B\ F' : F C B es finito } cumple las hipétesis
del corolario anterior, por lo tanto existe un ultrafiltro no principal U sobre X tal que
Be{B\F: FCBes finito } C U. O

Aunque el corolario anterior serd més 1til cuando nos interese contruir ultrafiltros no
principales, a continuacion tenemos otra caracterizacién muy distinta.

Proposicién 1.1.14. (Caracterizacion de los filtros no principales). Un ultrafiltro U sobre
X es no principal si y solo si Fr CU, donde Fr se definié en el ejemplo 1.1.2.

Demostracion. Suponga que U es un ultrafiltro no principal. Procediendo por contradic-
cién, suponga que existe A € Fr \ Y. Por la caracterizacién de los ultrafiltros se tiene que
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X\ A € U, més ain, como A € Fr, entonces X \ A es finito. Por la proposicién anterior,
concluimos que U es un ultrafiltro principal, lo cual es una contradiccion.

Reciprocamente, supongamos que U es un ultrafiltro sobre X y Fr C /. Suponiendo que U/
es ultrafiltro principal, por la proposicién anterior, existe un /' C X finito tal que F' € U.
M4s atin, como F' es finito, entonces X \ F' € Fr C Y. Por lo tanto, § = FN (X \ F) € U,
lo cual es falso. O

Proposiciéon 1.1.15. Sea U un ultrafiltro sobre X y A € U tal que A = Ay U---U A,.

Entonces existe un i € {1,...,n} tal que A; € U.

Demostracion. Suponga que A; ¢ U, i € {1,2,...,n}. Por la caracterizacién de los ultrafil-
tros se tiene que X\ A4; e U, i € {1,2,...,n}. Luego X\ A = X\ (U, A4;) = NI (X \4;) €
U, lo que contradice que A € Y. O

Corolario 1.1.16. Sea U un wultrafiltro sobre X y A € U tal que {Ay,..., A} es una
particion de A. Entonces existe un unico i € {1,...,n} tal que A; € U.

Este ultimo corolario resalta la cualidad que tienen los ultrafiltros de “elegir” una pieza
de cualquier particion, hecho que serd muy ttil para hacer combinatoria.

1.2. Semigrupos

La estructura algebraica mas importante en este trabajo son los semigrupos, los cuales
tienen muchas propiedades interesantes aunque pueda parecer en un principio, que son
estructuras con poca riqueza.

Definicion 1.2.1. Sea S un conjunto no vacio y * : § x S — S una operaciéon binaria.
Decimos que (S, %) es un semigrupo si * es asociativa. Dado un semigrupo (5,x*) y dos
subconjuntos R,T C S, se define

RT ={r«t : r€ R,teT}.

En caso de que algiin conjunto sea unipuntual, digamos 7' = {a}, se denota Ra en lugar
de R{a}.

Ejemplo 1.2.2. Las siguientes parejas son ejemplos de semigrupos:
= (N,+),
= (N,-),
» (X X o) para cualquier conjunto X,

» cualquier grupo (G, ).
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Definicién 1.2.3. Sea (S, %) un semigrupo, T'C S y = € S. Decimos que T es un subse-
migrupo de S si es cerrado bajo la operacion *, es decir, si 7T C T. Ademaés, definimos
las funciones

" p, S — S dada por p,(y) = yz,

» )\, S — S dada por \;(y) = zy.
Definicién 1.2.4. Sean (S, %), (T, 0) semigrupos y ¢ : S — T una funcién. Decimos que
1 es un homomorfismo de semigrupos si V(z xy) = ¥(x) o ¢ (y) para cualesquiera

x,y € S.
Si ¢ es un homomorfismo biyectivo, decimos que es un isomorfismo.

Observacion 1.2.5. Dados (5, %), (R, o) semigrupos, 7' C S subsemigrupo y ¢ : S — R un
homomorfismo, entonces ¢ [T'] C R es un subsemigrupo.

A partir de este punto se omite la notacién (S, *), que denota la operacién con la
que va dotado cada semigrupo; no obstante, en todo momento se debe tener presente. A
continuacién, definimos lo que es un ideal en el contexto de semigrupos.

Definicion 1.2.6. Sea S un semigrupo. Decimos que
» L C S esun ideal izquierdo de S,si L # () y SL C L.
» RC S esun ideal derecho de S, si R# () y RS C R.
= [ C S es un tdeal si es ideal izquierdo e ideal derecho de S.
Observacion 1.2.7. De la definicién 1.2.6 notamos que todo ideal es subsemigrupo pero el
reciproco no se cumple en general.
Definicion 1.2.8. Sea S un semigrupo.

= Decimos que L C S es un tdeal minimal izquierdo de S, si es un ideal izquierdo
de S que cumple lo siguiente: Cualquier ideal izquierdo no vacio I de S tal que I C L
debe cumplir I = L.

= Decimos que R C S es un tdeal minimal derecho de S, si es un ideal derecho de S
que cumple lo siguiente: Cualquier ideal derecho no vacio I de S tal que I C R debe
cumplir [ = R.

Proposicion 1.2.9. Sean S un semigrupo, L C S un ideal minimal izquierdo y T C S.
Entonces T es un ideal minimal izquierdo si y sélo si existe un a € S tal que T = La.
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Demostracion. Supongamos que 7' es ideal minimal izquierdo y sea a € T'. Como L es ideal
izquierdo, se cumple que SL C L, entonces

Vo € SLa, 3s € S,l € L tales que x = sla = (sl)a € La (1.2-E1)

Lo que muestra que La es ideal izquierdo, més atun, como a € T', entonces La C Sa C
ST CT. Por la minimalidad de T, concluimos que T' = La.

Reciprocamente, supongamos que existe a € S tal que T' = La. Por (1.2-E1) sabemos
que T es un ideal izquierdo. Sea I C La un ideal izquierdo, veamos que I = La. Conside-
ramos el conjunto J = {x € L : za € I}, el cual es no vacio ya que I es no vacio por ser
un ideal. Veamos que ademads es un ideal izquierdo:

Dados s € Sy x € J se tiene que sz € L ya que L es ideal izquierdo, ademés (sx)a =
s(za) € I ya que I es ideal izquierdo. Asi SJ C J.

Por definiciéon J C L, como L es minimal, se tiene que J = L y esto implica que

I = La. O

Observacion 1.2.10. Por la ecuacién (1.2-E1) podemos decir que para cualquier ideal iz-
quierdo L C S se tiene que La C S es ideal izquierdo también.

Proposicion 1.2.11. Sea S un semigrupo. Si S tiene algin ideal minimal izquierdo, en-
tonces cualquier ideal izquierdo de S contiene algun ideal minimal izquierdo.

Demostracion. Sea M un ideal minimal izquierdo y sea L un ideal izquierdo de S. Por ser
ideal izquierdo, existe a € L, luego Ma C Sa C SL C L y sabemos por la proposicién 1.2.9
que Ma es ideal minimal izquierdo. O

Los resultados anteriores fueron enunciados para ideales izquierdos, pero son vélidos
también al considerar ideales derechos, realizando demostraciones enteramente analogas.

Definicion 1.2.12. Sea S un semigrupo, decimos que x € S es un elemento idempotente
si xx = x. Denotamos al conjunto de los elementos idempotentes de S por E(S5).

Los elementos idempotentes seran los mas importantes méas adelante, tanto que se define
un orden para estos elementos.

Definicién 1.2.13. Sea S un semigrupo y z,y € E(S). Entonces decimos que
m <y ysiy sélosiz=uzy,
= x <pysiysdélosiz=yx,
¢ <ysiysolosix=yr=uxy.

Proposicion 1.2.14. Las relaciones <r,<pg, < son reflexivas y transitivas. Mds ain, la
relacion < es un orden parcial en E(S).
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Demostracion. Mostraremos que <y, es reflexiva y transitiva, para <g, < se puede mostrar
de forma anéloga.

» Reflexividad: Dado x € E(S) se tiene que z = zz, es decir, z <y, x,

» Transitividad: Sean z,y,z € E(S) con x <p yy y < z, entonces * = zy y y = yz.
Por lo tanto x = zy = z(yz) = (zy)z = xz, luego = <, 2.

Para probar que < es orden parcial, comprobamos la propiedad antisimétrica: Dados =,y €
E(S) conx <yyy<uwz, se tiene que x = zy = yx = y. O

La proposicién anterior deja en claro que las tres relaciones anteriores son muy distintas;
sin embargo, ser elemento minimal es indistinto para las tres. Para probar esto necesitamos
de los siguientes lemas:

Lema 1.2.15. Sea x € E(S). Entonces x es minimal respecto a la relacion <pg, si y solo
si, para cualquier y € E(S) se cumple © = xy.

Demostracion. Consideramos primero que x es minimal respecto a la relacion <p. Como
x € E(S), entonces
2
z(zy) = x°y = xy.
Esto significa que xy <g x, por la minimalidad de x obtenemos xy = x. Ahora supongamos

que para cualquier y € E(S) se cumple zy = z. Sea z € E(S) con z <p z, entonces
Z2=xz=1. O

Podemos adaptar los razonamientos del lema anterior y obtener un resultado similar
con la relacién <;, dando el siguiente lema como consecuencia directa.

Lema 1.2.16. Sea z € E(S). Entonces x es minimal respecto al orden parcial <, si y sélo
st, para cualquier y € E(S) se cumple x = xy = yx.

Proposicién 1.2.17. Sea x € E(S), entonces los siguientes enunciados son equivalentes:
1) = es minimal con respecto a <,
2) x es minimal con respecto a <r,,
3) x es minimal con respecto a <pg.

Demostracion. Mostraremos que 1) <= 3). La equivalencia 1) <= 2) es andloga.
Suponga que x es minimal con respecto a <pr. Dado y € E(S) tal que y < z, se cumple
que y = zy = yx, en particular y <gr z. Por la minimalidad de x se tiene que x = y.

Ahora supongamos que z es minimal con respecto a <. Sea y € E(S) con y <gr z, por el
lema 1.2.16 y la minimalidad de x sabemos que = = zy = y. O
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Definicion 1.2.18. Un elemento idempotente es minimal, si es un elemento minimal
respecto a alguna de las relaciones <p, <pg, <.
Observacion 1.2.19. Sea ¢ : S — T un homomorfismo de semigrupos. Entonces

» Para cualquier x € E(S) se tiene ¢(z) = ¢ (zx) = () (x), es decir, ¥(x) € E(T).

» Para cualesquiera z,y € E(S), si  <p y entonces ¢(z) = ¥(zy) = ¥(x)y(y), es
decir, 1 (z) <p, ¢¥(y). Lo mismo se cumple para las relaciones <p y <.

Proposicién 1.2.20. Sea L un ideal minimal izquierdo de S. Cualquier elemento idem-
potente que pertenezca a L, es también elemento minimal.

Demostracion. Sea L C S un ideal minimal izquierdo y x € L un elemento idempotente.
Sea y € E(S) tal que y < x, es decir, y = xy = yx. Entonces y = yx € SL C L, més atn,
SLy C Ly. Por lo tanto Ly C SL C L es un ideal izquierdo. Por la minimalidad de L se
tiene que Ly = L, por lo que existe z € L tal que zy = x. Por lo tanto zy = 2y? = 2y =
y asi x < y. Lo que muestra que £ = y y x es minimal. O

Proposicion 1.2.21. Sea S un semigrupo. Suponga que existe un ideal minimal izquierdo
de S con un elemento idempotente. Entonces cualquier ideal minimal izquierdo tiene un
elemento idempotente.

1.3. Semigrupos topologicos

Ahora que se ha trabajado con semigrupos, nuestro objetivo es dotarlos de estructura
topoldgica. En esta seccién se verd el lema de Ellis-Numakura, nuestra herramienta mas
atil para encontrar elementos idempotentes.

Definicion. Decimos que (S, *,7) es un semigrupo topoldgico derecho si
» (S, %) es un semigrupo.
» (S, 7) es un espacio topoldgico.
= La funcién p, : S — S dada por y — y * x es continua para todo x € S.

Observacion 1.3.1. En esta seccion, siempre que se considere S compacto, se asume también
que es espacio de Hausdorff. Por A.0.10 y A.0.11, cualquier subconjunto K C S es cerrado
siy solo si es compacto, asi que se utilizan los términos “cerrado” y “compacto” de manera
indistinta en estos casos.

Lema 1.3.2. Sea (S, *,7) es un semigrupo topoldgico derecho y compacto. Entonces existe
un subsemigrupo no vacio, compacto y minimal.
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Consideramos el conjunto F = {C' C S : C es subsemigrupo compacto y no vacio de S}
ordenado parcialmente con el siguiente orden: A < B <— A CB.

Cualquier cadena C de F tiene la propiedad de la interseccién finita, pues para cuales-
quiera Ay, As, ..., A, € C se puede asumir que A1 C Ay C --- C A, al cambiar los indices
para respetar la notacién, lo que implica que N ;A4; = Ay # 0 . De la caracterizacién
de compactos A.0.5, se sigue que NC # (). Ademéas sabemos que NC es compacto por la
observacién 1.3.1, pues es la interseccién arbitraria de conjuntos compactos en un espacio
de Hausforff. Hemos encontrado una cota superior de F, por el lema de Zorn, se sigue que
existe un elemento maximal respecto a este orden, el cual es minimal respecto al orden de
contencién usual.

Teorema 1.3.1 (Ellis-Numakura [8]). Si (S,%,7) es un semigrupo topologico derecho,
compacto y de Hausdorff, entonces existe un elemento idempotente s € S.

Demostracion: Sea T el subsemigrupo compacto, minimal, no vacio, que existe por la
proposicién anterior, y s € T, se sigue de inmediato que T * s C T. Se tiene que T * s
es subsemigrupo compacto de S, ya que (t1 * §) x (to x s) = (t; x s*t2) x s € T * s para
cualesquiera t1,ty € T, ademds T x s = pg[T]. Por lo tanto, por minimalidad de T, se
tiene que T x s = T, en particular, s € T x s. Con esto se ha mostrado que el conjunto
{teT : txs=s} esno vacio.

Sea R={teT : txs=s}. Dados t,t2 € R se tiene que (t; xt3) x s =t1 * (ta x 5) =
t1 x s = s, por lo que R es subsemigrupo de S, més atn {t € T : txs = s} C T es
compacto ya que es la imagen inversa del cerrado {s} bajo la funcién continua ¢ — t * s.
Nuevamente, por minimalidad de T, se tiene que T'={t € T : t*s = s} y como s € T,
es un elemento tal que s = s * s, lo que muestra que s es idempotente.

Lema 1.3.3. Sea S un semigrupo topoldgico derecho, compacto y de Hausdorff, L C S un
ideal izquierdo cerrado y a € E(S) (elemento idempotente). Entonces el ideal izquierdo La
contiene un e € E(S) tal que e < a.

Demostracion. Por la observacion 1.2.10, se tiene que La es ideal izquierdo, més atun, La =
pa [L] es compacto. Al ser un ideal compacto, en particular es un semigrupo compacto. Por
el teorema de Ellis-Numakura 1.3.1, existe un elemento idempotente b € La. En particular,
b = xa para algin x € L. Sea e = ab, entonces

ee = abab = axaara = axara = abb = ab = e.
Mis atn, se tiene que
= ca = aba = axaa = axa = ab = e, luego e <y, a,
» ae = aab = ab = e, luego e <y a.

Es decir, e < a. OJ
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Teorema 1.3.2. Sea S un semigrupo topoldgico derecho, compacto y de Hausdorff. Un
elemento idempotente es minimal si y solo si pertenece a un ideal minimal izquierdo.

Demostracion. La suficiencia es cierta debido a la proposicion 1.2.20. Para la necesidad,
sean e € F(S) minimal y L ideal minimal izquierdo cerrado. Dicho ideal minimal existe
ya que se puede aplicar el lema de Zorn a la coleccién de ideales izquierdos cerrados de
S. Entonces Le es ideal minimal izquierdo por la proposicién 1.2.9. Por el lema anterior,
existe un elemento idempotente ¢ € Le tal que ¢ < e. Como e es minimal, entonces
¢ =ee€ Le. O

Corolario 1.3.4. Cualquier ideal minimal izquierdo es de la forma Se para algin e € E(S).

Demostracion. Sea L un ideal minimal izquierdo. Por el teorema anterior sabemos que tiene
un elemento minimal idempotente, digamos e. Inmediamente notamos que Se C SL C L
es un ideal izquierdo, por la minimalidad de L concluimos que Se = L. 0

Observacion 1.3.5. Una consecuencia directa del colorario anterior es que cualquier ideal
minimal de un semigrupo topoldgico derecho, compacto y de Hausdorff, es la imagen de la
funcién p, para algin e € E(S) y, por lo tanto, es compacto.
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Capitulo 2

Compactacién de Cech-Stone en
semigrupos discretos

Ahora que se han definido todos los conceptos necesarios, el objetivo de esta seccién es
presentar la Compactacién de Cech-Stone para el caso de semigrupos discretos; la construc-
cién general es mas complicada y sale de los objetivos de este trabajo. La Compactacion
de Cech-Stone de semigrupos discretos es una herramienta muy poderosa, que brinda so-
luciones elegantes a distintos problemas de combinatoria. Este capitulo presenta algunos
conceptos de topologia general extraidos del libro de Munkres [10] pero se basa en el caso
particular de la compactacion de espacios discretos que se presenta en el libro de Hindman-
Strauss [8].

2.1. Topologia de Stone en el espacio de ultrafiltros
Definicion 2.1.1. Sea X un espacio topoldgico dotado de la topologia discreta. Se define
BX ={U € P(X) : U es un ultrafiltro sobre X }.

A partir de este punto, para cualquier z € X, denotaremos su ultrafiltro principal por
e(z)={AC X : ze€ A}

Para cualquier A C X, se define
A={UepX : AcUu}.

Observacion 2.1.2. Dado € X se cumple que {z} = {e(z)}. Como {z} € e(z), entonces
e(x) € {x}. Suponiendo que se tiene otro ultrafiltro V en {z}, se debe cumplir que e(x) C V
por la propiedad de absorcién de los filtros. Por ser filtros maximales, concluimos que

e(r) =V.

23
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Proposicion 2.1.3. Para A, B C X tenemos las siguientes propiedades

1.

2.
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s1 1y solo si A = 0.

A=X siysdlosiA=X.

A =B siysélosi A= B.

Demostracion. Sean A, B C X. Probamos entonces

1.

Por definicion ANB={U € X : ANBeU}.Sil € BX estal que ANB €U,
por la propiedad de absorcién se tiene que A € U v B € U. Reciprocamente, si A € U
y B € U, por la cerradura de la interseccién se tiene que AN B € U. Con esto hemos
demostrado que {UY € BX : ANBelU}={UecpX : AcUyBeclU}={Uc¢c
BX : AceUtn{UeBX : BeU}=ANB.

. Similarmente, utilizando la proposicién 1.1.16, se tiene que AUB = {U € X : AU

BeUl={UecpX : AcUoBelU}={UecpX : AcUtU{U e pPX : Be
U}y =AUB.

. X\A={UepBX : X\ AU} =pX\A, porla caractericacién de los ultrafiltros

1.1.8.

. Si A = (), por definicién de ultrafiltro sabemos que ningtin ultrafiltro contiene a A, por

lo tanto A = (). Mostramos la otra implicacién de manera contrapositiva, suponiendo
que A # (), existe z € A, luego A € e(x), por la definicién del ultrafiltro principal de
z. Entonces e(z) € A={U € BX : A €U}, es decir, A # 0.

. Utilizando 3 y 4, tenemos lo siguiente

A=8X <= 1=8X\A <= 0=X\A4A <= 0=X\A4 &< A=X

. Si A = B, por definicién A = B. Reciprocamente, supongamos que A # B. Sin

pérdida de generalidad, supongamos que x € A\ B, por lo tanto A € e(x) pero
B ¢ e(x). Asi e(x) € A\ B, es decir, A\B#0y A+# B.

O
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Definicion 2.1.4. Por la proposicién 2.1.3, se sabe que el conjunto

B={A: ACX},

es cerrado bajo intersecciones finitas, luego B es base para una topologia. A la topologia
generada por B se le conoce como la topologia de Stone y se denota por 7.

A continuacion se presentan las propiedades topoldgicas de la topologia de Stone en

8X.

Teorema 2.1.1. Sea X un espacio topologico discreto.

1.

NS G e e

Para toda A C X, A es cerrado y abierto en la topologia de Stone.
(BX,T) es un espacio de Hausdorff compacto.

Para toda A C X, A = cl(e[A]).

Para toda A C X y cualquier u € BX, u € cl(e[A]) si y sdlo si A € u.

La funcion e : X — BX es un encaje (X es homeomorfo a e [X]).

e[X] C BX es denso y coincide con el conjunto de puntos aislados de SX .

Si U es abierto en fX, entonces cl(U) es abierto.

Demostracion. 1. Sea A C X. Por definicién SX \ A es abierto de la topologia 7. Por

2.

otro lado, A = BX \ X \ A, por lo que A es cerrado en 5X.

Sean U,V € BX distintos, por lo que existe A € U \ V. Como A ¢ V, por la caracte-
rizacién de los ultrafiltros 1.1.8 se tiene que X \ A € V. Entonces U € AyveX\A
donde A, X\AeTy ANX\ A=10. Por lo que 8X es Hausdorff.

Para mostrar que X es compacto se mostrard que cualquier familia de cerrados
bésicos con la propiedad de la interseccién finita tiene interseccion no vacia. Sea

FC{A : AecP(X)},
con la propiedad de la interseccién finita. Se vera que NF # 0. Se define

F={AecPX): AcF}.

Se toma un subconjunto finito ' C F, por hipétesis NaerA # 0. Esto implica que
existe U € NacrA, es decir, A € U para toda A € F. Como U es cerrado bajo
intersecciones finitas, se tiene que NF # (), por lo que F también tiene la propiedad
de la interseccién finita. Por 1.1.7 se sabe que existe un ultrafiltro V € X tal que
F C V. Asi V € A para toda A € F, por lo tanto V € NF.
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. Considerando la funcién e : X — X, x — e(z). Dado U € e[A], existe z € A tal

que U = e(x). Por la definicién de ultrafiltro principal se cumple que A € U, es decir,
U e Ay e[A] C A Del inciso (1) obtenemos cl(e [A]) C cl(A) = A. Reciprocamente,
sea U € A, luego A € U. Dada una vecindad N de U, entonces N € U. Por ser
ultrafiltro, se tiene que NNA # (. Sea a € ANN, entonces N € e(a) y e(a) € e [A]NN,
por lo que U € cl(e [A]).

. Por (3) se cumple que

Uecclle[d]) &= UeA — AclU

. Se define la funcién e : X — X, x — e(x).

» Inyectividad: Suponga que e(a) = e(b), en particular se tiene que {a} € e(b).
Por definicién {b} € e(b). Se tiene que {a} N{b} #0 < a=0.

» Continuidad: Cualquier funcién con un espacio topoldgico discreto (X, P(X))
como dominio es continua.

= Funcién abierta: Para cualquier A € P(X) abierto, se tiene que e [A] = Ugea{a}
es abierto.

. Sea A no vacio, por definicién, e(a) € A para cualquier a € A, por lo tanto e [X]NA #

(). Asi e [X] es denso en SX.

Por la observacién 2.1.2, para cualquier € X, {e(x)} = {z} es abierto, por lo
que cualquier elemento de e [X] es punto aislado de X . Reciprocamente, sea U un
punto aislado de X, por definicién {4} es abierto en SX. Por densidad se tiene que
e[X]N{U} # 0, lo que implica que U € e [X].

. SiU = 0, entonces cl(U) = (). Supongamos que U # () es abierto en X, consideramos

el conjunto A = e~ ! [U], por lo que e [A4] C U.

Utilizamos la proposicién A.0.13 con el abierto U y, sabiendo por el inciso (6) que
e [X] es denso en SX, tenemos que

c(U) =cl(e[X]NU) =cl(e[A]) = A

de donde se concluye que cl(U) es abierto en SX.
O

El teorema anterior nos permite identificar a e [X] en X como una copia de X, por lo

que se puede escribir X C 5X, entendiendo que es un abuso de notacién.

Definicién 2.1.5. El conjunto X* = X \ X es llamado residuo de Cech-Stone. Note
que X* es el conjunto de todos los ultrafiltros no principales sobre X.

Proposicién 2.1.6. El residuo de Cech-Stone es cerrado con la topologia de Stone.

Demostracion. Por el teorema 2.1.1, se tiene X = e[X] = Uzex{x} que es abierto en

BX.

O
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2.2. Compactacién de Cech-Stone de espacios discretos

En esta seccién se enfatiza la universalidad de la compactacién de Cech-Stone y se
muestra que SX es la que le corresponde a cualquier espacio discreto X.

Hay que recordar que estamos suponiendo que los espacios topoldgicos presentados aqui
son espacios de Hausdorff. También recordamos que se dice que una funcion ¢ : X — Z,
entre dos espacios topoldgicos, es un encaje si es un homeomorfismo de X en p[X].

Definicion 2.2.1. Sea X un espacio completamente regular. Una compactacién de
Cech-Stone de X, es una pareja (¢, C) tal que

= (' es un espacio compacto,
= p es un encaje de X en C,
» ©[X] es denso en C.

= Dado un espacio compacto K y una funcién continua f : X — K, existe una tnica
funcién continua g : C — K tal que go ¢ = f (Es decir, el siguiente diagrama
conmuta).

C N

X > K

Observacion 2.2.2. La compactacion de Cech-Stone de un espacio completamente regular
es Unica salvo homeomorfismos.

La existencia de la compactacién de Cech-Stone es crucial pero la demostracién de este
hecho para cualquier espacio completamente regular no es el objetivo de este texto, por lo
que enunciamos este teorema sin demostracion. Para saber los detalles de esta demostracion
y la observacién anterior se puede consultar el libro de Munkres [10].

Teorema 2.2.1. Cualquier espacio completamente reqular X tiene una correspondiente
compactacion de Cech-Stone.

Por el teorema anterior se sabe que esta garantizada la existencia de una compactacion
de Cech-Stone para los espacios completamente regulares. Mas atin, nos referiremos a la
compactacién de Cech-Stone de un espacio topoldgico ya que esta resulta ser unica
salvo homeomorfismos.

En nuestro caso, la compactacién que nos interesa es la de espacios discretos, por lo
que tenemos el siguiente teorema.
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Teorema 2.2.2. Sea X un espacio discreto. Entonces (e, 3X) es una compactacion de

Cech-Stone de X .

Demostracion. Por el teorema 2.1.1 sabemos que SX es compacto y e : X — X es un
encaje y e[X] C X es denso. Sea K un compacto y f : X — K una funcién continua,
veamos que existe una funcién continua g : X — K tal que el siguiente diagrama conmuta.

BX

.A
X > K

Para definir esta funcién, dado un ultrafiltro Y € X consideramos Ay = {clx (f[4]) :
A € U}. Veamos que Ay tiene la propiedad de la inteseccién finita: Sean B C Ay finito y
C={AeclU : clg(f[A]) € B}. Por ser elementos de un ultrafiltro, sabemos que (|C € U
y asi NC' # (. Sea xy € (| C, hacemos notar que

Nc=4: (B=[) ck(/[AD,

AeC AeC

por lo tanto

fzo) € f<ﬂ A) C () flA] € el (ﬂ f[A]) C () ex(f1A) =B

AeC AeC AcC AcC

Como el espacio K es compacto, para cada U € X se sigue que (| Ay # 0. Elegimos
gU) € N Au.

Veamos que el diagrama conmuta. Sea x € X, entonces {z} € e(z) y g(e(r)) € NA(y).
En particular, debido a que el espacio K es de Hausdorff, tenemos

gle(x)) € clx (fl{z}]) = clx{f (@)} = {f(2)}.

Por lo tanto g(e(x)) = f(x).

Seald € fX y V una vecindad de g(U) en K. Como K es espacio de Hausdorff compacto,
entonces es regular. Como K es regular, existe W una vecindad de g(u) en K tal que
clg(W) C V. Sea A = f~1[W], veamos que A € U. Supongamos que A ¢ U, como U es
ultrafiltro se sigue que X \ A € U, por lo tanto g(Uf) € clg(f[X \ A]). Como sabemos que
W es vecindad de g(U), entonces W N f[X \ A] # 0, lo que contradice que A = f~1[W].

Hemos mostrado que A es una vecindad de U{. Para probar que g es continua basta
mostrar que g [m C V. Sea F € Ay supongamos que g(F) ¢ V, entonces K \ clgW es
una vecindad de ¢g(F). Por la definicién de g, en particular g(F) € clg f[A], lo que implica
que (K \ clgW) N f[A] # 0, lo que contradice que A = f~1[W]. O
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Teorema 2.2.3. Sean X,Y dos espacios discretos y f : X — Y. Entonces existe una unica
extension continua Bf : X — BY.

Demostracion. Consideramos el siguiente diagrama:

f
X >Y

€x ey

BX b1 > BY

Como BY es compacto y ey o f es continua, por el teorema anterior existe una extensién
continua 5f : X — BY.

Supongamos que existe g : X — [Y extensién continua de f. Entonces g = Sf en el
conjunto denso e[X], por el teorema A.0.2 concluimos que g = Sf en SX. O

Observacion 2.2.3. Al considerar Y = K compacto en las hipétesis del teorema 2.2.3,
resulta SK = K y ex = Idg, lo que implica directamente que la funcién que cumple la
propiedad universal (denotada g en 2.2.2) es dnica salvo isomorfismos.

Proposicion 2.2.4. Con las hipdtesis del teorema 2.2.3, la extension continua estd dada

por BfU) ={AeP(Y) : fHA eU}.

Demostracion. DadoU € X, veamos primero que el conjunto V = {A € P(Y) : f~lA] €
U} es un utrafiltro en Y.

= Supongamos que () € V, entonces ) = f~1[()] € U, lo cual es falso.

» Sean A,BCY,con A, B € V. Entonces f'[ANB] = f~[A]n f~'[B] € U, por lo
tanto AN B € V.

» Sean AC BCY con A€ V. Entonces f~![A] C f~1[B] con f~1[A] € U, por lo tanto
f7YB] €U, asi B e V.

= Dado A € P(Y), se tiene que f~[A] € U, o bien, f~1[Y'\ A] € U. Por lo tanto A € V,
o bien, Y\ A € V.

Ahora consideramos la funcién g(U) = {A € P(Y) : f~A] € U} paraUd € BX,
veamos que g es continua. Sea U € BX fijoy A € P(Y) tal que A es una vecindad de
g(U). Para cualquier W € g~ [ A], se cumple que g[W] € A, por definicién de la topologia
de Stone, esto es equivalente a que A € g(W), por definicién de g esto equivale a que
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f7HA] € W, que es lo mismo que W € f~1[A]. Hemos mostrado que g~ [ A] = f~1[A] es
abierto, por lo que g es continua.

Por 1ltimo, como e[X] C X es denso, basta mostrar que g = [f para ultrafiltros
principales y ocupar el teorema A.0.2. Sea x € X, por la definicién de g tenemos que

glex(z)) ={AeP(Y) : fHA] € ex(x)}.

Notamos que para cualquier A € P(Y), se cumple que A € g(ex(z)) si y sélo si
f7YA] € ex(z), lo que ocurre si y sélo si @ € f71[A], es decir f(x) € A, lo que es
esquivalente a que A € ey (f(x)). Por el teorema 2.2.3 se sabe que Sf(ex(z)) = ey (f(z)),
asi que se concluye que g = 5f. O

Gracias al Ultimo teorema, tenemos una forma de extender funciones definidas en espa-
cios discretos, a funciones continuas definidas en sus compactaciones y la forma explicita
de esa funcién. Estos resultados seran muy importantes cuando revisemos el teorema de
Gowers, que es con el que culmina todo este trabajo.

2.3. Compactacién de Cech-Stone de un semigrupo discreto

Hasta ahora se ha hablado de la compactacién de Cech-Stone como un espacio topolégi-
co creado a partir de un espacio topolégico discreto X. Ahora, se verd que la compactacion
de Cech-Stone resulta ser un semigrupo topolégico-derecho, los cuales ya fueron tratados
en el capitulo anterior, cuando el espacio X tiene estructura de semigrupo.

Definicién 2.3.1. Sean (X, *) un semigrupo dotado de la topologia discreta y (5X,7) la
compactacion de Cech-Stone dotada de la topologia de Stone. Dados U,V € X, se define
la operacién x : X x X — P(P(X)) por

UxV={AePX) : {zeX : {yeX : zxyec A} eV} elU}.
Observacion 2.3.2. Para cualquier A € P(X) se cumple que

AeUxV, siysolosi{reX : {ye X : zxye A} eV} el.

Definicion 2.3.3. Para simplificar la notacién, se define el conjunto
Az ={ye X : zxyec A}
Con esta definicién, la observacion 2.3.2 se escribe como

AeUxV, siysélosi{re X : A/x eV} el.
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Proposicion 2.3.4. Utilizando la notacion de la definicion anterior, se cumple que:
- (ANB)/z = (A/)N (B/x)
- (X\ A)/z =X\ (4/)
= {yeX : (A/x)/yeWt={ye X : A/yeW}/z

Demostracion. s Por definicién tenemos que

(ANB)/x={ye X : zxy€ ANB}
={yeX :zxyecA}ln{yeX : zxyec B}
= (4/z)N (B/z).

= Por definicién tenemos que

(X\A)/)z={yeX : zxyec X\ A}
={yeX rxxy¢At={yeX : y¢ A/z}
=X\ (A4/z).

= Tenemos lo siguiente

ze{yeX : (AJx)/ye W} <= (A/x)/zeW <<= {peX : zxpec Alz} eW
{peX : zxpe{teX : zxtec A}teW
{peX : zx(zxp)e A} eW

{peX : (zxz)xpe A} eW

Af(z*x2z)eW

zxzef{yeX : Alye W}

ze{{ye X : Aly} e W}/x.

1rreey

Lo que muestra la doble contencién de los conjuntos.
O

Lema 2.3.5 (Cerradura de la operacién x en 5X). Para cualesquierald,V € X se cumple
qued xV € X.

Demostracion. Se mostrard que Ux*) es un ultrafiltro sobre X. Sean A, B € P(X). Entonces

» Suponga que ) € U V), por la definicién 2.3.3, sabemos que esto implica que {x €
X : 0/zeV}eU. Esdecir, ) =0/z={ye X : zxy e} €V, locual contradice
que V es un filtro. Concluimos que § ¢ U x V.
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m Sean A €U xV y AC B, esto tltimo implica que
Alx={ye X : zxyc A} C{ye X : zxye€ B} =B/x.

Dado z € {x € X : A/x € V}, por la propiedad de absorcién del filtro V se
tiene que B/xz € V. Por lo tanto x € {x € X : B/xz € V}, lo que muestra que
{reX : A/Jz eV} C{xe X : B/x e V}. Utilizando la propiedad de absorcién
del filtro U concluimos que {x € X : B/x € V} € U, es decir, B € U * V.

» Sean A, B € UxV, de la proposicién anterior sabemos que (ANB)/x = (A/x)N(B/z).
Por lo que

{reX : (ANB)/zeV}ield <— {ze€X : (A/x)N(B/x)eV}elU
— {zeX : AlzeV}iel
yv{reX : B/zeV}el.

Porloque ANB U x V.

» Sea A € U V. Por la proposicién anterior sabemos que (X \ A)/xz = X \ (A/z).
Como V es un ultrafiltro, se cumple que (X \ A)/z € V o bien A/x € V. Por otra
parte, como U es ultrafiltro principal,

{reX : (X\A)/zeV}é¢U — X\{zeX : (X\A)/zeV}el
— {reX : (X\A)/z¢V}Iel
— {reX : A/lreV}el.
Por lo tanto X \ A ¢ U = V.
O
Lema 2.3.6 (Asociatividad). Sean U,V, W € X, entonces (U V)« W =U*x (V xW).
Demostracion. Sea A € P(X), tenemos que

AcUx (VW) <= {zeX : AlzeVxW} el
— {zeX : {yeX : (A/x)/lyeW}eV}ielu
De la ultima proposicién sabemos que {y € X : (A/x)/ye W} ={ye X : Aly €
W}/z. Por lo tanto
{freX {yeX:(A)x)/JyeWreVield <= {zeX:{yeX:AlyeW}/zeV}ecl
— {yeX : AJlyeW}elUdxV
= AcU=xV)xW
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Teorema 2.3.1. Sea (X, ) un semigrupo. Entonces (56X, *,7T) es un semigrupo topoldgico
derecho.

Demostracion. Se ha demostrado la cerradura de la operacién de (X, ) en el lema 2,3,5,
y que es asociativa en el lema 2,3,6. Por lo que (X, *) es semigrupo, mas atin, sabemos
que esta dotado de la topologia de Stone 7y (8X,*,7) es espacio topolégico compacto.

Resta ver que, dado U € BX, la funcién py : X — [BX es continua. Sea A C X,
veremos que p&l M] € 7, mas ain, es un elemento de la base de esta topologia. Definimos
B={reX : A/z € U} y notamos que

Vep, ' [A] &= mV)=VsUecAd <= AcVxU
< B={recX : A/lrcU}eV < VeEB
Hemos mostrado que pzjl M] =Ber. O

En la seccién anterior se presenté la extensiéon continua de cualquier funcién f: X — Y,
denotada por Bf : X — BY. Ahora que se ha visto que la compactacién de Cech-Stone es
semigrupo topolégico, es natural preguntarse si la extensién resulta ser un homomorfismo.

Teorema 2.3.2. Sea f : X — Y wun homomorfismo. Entonces la extension continua
Bf: X — BY también es homomorfimo.

Demostracion. Sean U,V € X, veamos que Bf(U x V) = Bf(U) = Bf(V). Comenzamos
con B € Bf(U) = Bf(V) para encontrar una condicién equivalente més directa. Utilizando
la observacién 2.3.2 y la proposicion 2.2.4 se obtiene directamente

BefU)«Bf(V) — {z€Y: {weY: zxweB}epfWV)}epfU)

— {zeY: fF{lweY: zxwe B} €V} epfU)
<~ {z€Y: {yeX: z2x f(y) € B} € V} € Bf(UU)
— fl{zeY: {yeX: zxf(y)eBteV}eclU
«— {zeX: {yeX: fla)xfly)eB}eV}eld
— {zeX: {yeX: f(xxy)eByeV}iel

— {zeX: {yeX: zxycflBleVvicUu
— flUBleUxV

— BeBfUxV).

2.4. Residuo de Cech-Stone de un semigrupo discreto

Sabemos por la subseccién 2.1, que X* = X\ X es un subespacio topoldgico cerrado de
BX. Sin embargo, nuestra motivacién es encontrar ultrafiltros no principales idempotentes
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(por sus aplicaciones en la teorfa de Ramsey), asi que debemos examinar cuando es posible
utilizar el lema Ellis-Numakura. El siguiente teorema, nos brinda una herramienta para
saber cuando el residuo de Cech-Stone resulta ser un semigrupo.

Teorema 2.4.1. Sea (X, *) un semigrupo. Entonces X* C X es un subsemigrupo, si y
solo si para cualquier subconjunto finito A C X y cualquier subconjunto infinito B C X,
existe un subconjunto finito F C B tal que NyepA/x es finito.

Demostracion. Primero, mostremos la necesidad de manera contrapositiva. Sean A C X
un conjunto finito y B € X un conjunto infinito tales que para cualquier F' C B finito se
cumple que Ngep A/x es infinito. Entonces el conjunto {A/z : x € B} tiene la propiedad
de la interseccién finita, mas auin, las intersecciones finitas son conjuntos infinitos. Por el
corolario 1.1.12, sabemos que existe V € X™* tal que

{AJz : z€ B} C V. (2.4-E1)

Por el corolario 1.1.13, se sabe que existe I/ ultrafiltro no principal tal que B € U.
Notamos que de la ecuacién (2.4-E1) se sigue que BC {x € X : A/x € V}. Como B € U,
por las propiedades de filtro se sigue que {x € X : A/x € V} € U, es decir A € U x V.
Como A es finito, se sigue que U * V) es un ultrafiltro principal, lo que significa que X™* no
es un subsemigrupo de 5X.

Mostremos ahora la suficiencia de manera contrapositiva. Sean U,V € X* tales que
UV = e(z) para algin z € X. Por la definicién de los ultrafiltros principales y la operacién
x se obtiene para cualquier A C X que

2€A & Ace(z) &= AcUxV < {z€X : AlzreV}el.

En particular podemos tomar A = {2} y B = {x € X : A/x € V}. Lo anterior
implica que B € U, por lo que es infinito. Vemos que para cualquier ' C B se tiene que
NzerpA/x € V, por lo que es infinito. Hemos encontrado un A C X finito y un B C X
infinito tales que para cualquier F' C B finito, se tiene que NzepA/x € V es infinito, lo que
concluye la demostracion. O

Definicién 2.4.1. Sea (X, ) un semigrupo. Decimos que X es débilmente cancelable por
la izquierda, si {z € X : x 2z =y} es finito para cualesquiera x,y € X.

Proposicién 2.4.2. Sea (X, ) un semigrupo infinito. Entonces X* es un ideal izquierdo
de BX siy solo si X es débilmente cancelable por la izquierda.

Demostracion. Mostremos la necesidad de manera contrapositiva. Supongamos que existe
z,y € X tales que A ={z € X : %z =y} es infinito. Entonces existe Y € X* tal que
A € U. Dado un S C X, notamos las siguientes equivalencias
Sece(@)*xU < {ac X : S/laclU} €e(x)
= rxc{acX : SlacU}
— S/x el.
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Como A € U, si tomamos S € e(z)*U se sigue que (S/x)NA # (). Mas ain, esto significa
que hay algin z € X tal que y =z x z € 5, es decir, S € e(y). Por la maximalidad de los
ultrafiltros concluimos que e(x) *U = e(y), lo que muestra que X* no es ideal izquierdo de
BX.

Mostremos ahora la suficiencia de manera contrapositiva. Supongamos que X* no es
ideal izquierdo de SX. Sabemos que X* # () ya que X es infinito. Entonces existen U € X
y V € X* tales que U *V = e(y) para algun y € X. En particular {y} € U V), por lo tanto
{a € X : {y}/a €V} € U. Como U es ultrafiltro, ninguno de sus elementos es el vacio,
por lo que sabemos que existe algin x € X tal que {y}/x ={z€ X : zxz=y} eV, 1o
que implica que {z € X : x %z =y} es infinito. Hemos mostrado que X no es débilmente
cancelable por izquierda. O

Las proposiciones anteriores nos ayudan a saber cuando X* es un semigrupo o un ideal,
esto es muy importante ya que saberlo (puesto que X* C 5X es cerrado) nos permite aplicar
el lema de Ellis-Numakura 1.3.1 para obtener ultrafiltros idempontentes.

Lema 2.4.3. 5S¢ X™* es un subsemigrupo de X, existe un ultrafiltro no principal idempo-
tente sobre X.

Observacion 2.4.4. Evidentemente N es débilmente cancelable, por lo tanto, SN* es un ideal
izquierdo de SN. En particular sabemos que SN* es subsemigrupo de SN, lo que signfica
que siempre existe un ultrafiltro no principal idempotente sobre N. Esta observacion sera
crucial para la Teoria de Ramssey que se desarrolla en el siguiente capitulo.

Observacion 2.4.5. Sea U € X idempotente. Entonces A € U, si y sélo si
{reX : AJzelU} el.

Visualizar esta propiedad nos serd de gran ayuda en lo que sigue.
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Capitulo 3

Ultrafiltros aplicados a Teoria de
Ramsey

En esta seccién presentaremos algunos resultados de combinatoria muy famosos y utili-
zaremos la teoria de ultrafiltros de los capitulos previos para demostrarlos. Nuestra inten-
cion es exhibir la versatilidad de esta teoria, aunque cabe recalcar que todos estos teoremas
fueron demostrados por primera vez de manera puramente combinatoria.

3.1. Teorema de Ramsey

En esta secciéon enunciaremos el teorema de Ramsey para graficas infinitas, aunque
existen muchas variaciones de éste. Las graficas son utilizadas en muchas ramas de las
matematicas, ya que la manera de visualizarlas es muy intuitiva.

Definicién 3.1.1. Una grafica G es una pareja (V) E), donde V' es un conjunto no vacio,
cuyos elementos se conocen como vértices y £ C V x V es una relaciéon simétrica, cuyos
elementos se conocen como aristas. Si V' es infinito, se dice que G es una grafica infinita.

Esta definicién es la abstraccién de lo que en muchos ambitos se puede visualizar con
un diagrama, en el que distintos nodos se encuentran unidos por curvas continuas. Algunos
ejemplos son los siguientes:

Existe una gran variedad de gréaficas, las siguientes definiciones nos ayudan a distinguir
ciertas graficas en las que estaremos interesados.

37
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Definicién 3.1.2. i) Decimos que una grafica H = (Vy, Ex) es subgrafica de G =
(Va, Eg), si Vu C Ve y En C Eg.

ii) Sea G = (V, E) una gréafica. Si V! C V, se conoce como subgrafica inducida a la
pareja (V/, E'), donde E' = {(v,w) € E : v,w € V'}.

iii) Decimos que una grafica G = (V, E) es completa, si para cualesquiera dos vértices
disntintos, existe una arista que los une. Es decir, si se toman v,w € V distintos,
entonces existe e = (v, w) € E.

De las graficas mostradas anteriormente, sélo la primera es una grafica completa.

Definicién 3.1.3. Sea A un conjunto no vacio. Decimos que una coloracién es una
funcién ¢ : A — {0,1}. Si B C A es tal que ¢[B] C {0} o bien ¢[B] C {1}, se dice que B es
monocromatico.

Cuando se considera una coloracién estamos pensando en una funciéon que induce una
particién sobre A en dos partes, también se puede pensar en coloraciones que particionan
un conjunto en més partes. En combinatoria, cuando se trata con coloraciones o particiones,
muchas veces el resultado esperado es una estructura que resulta ser monocromaética. Por
comodidad, en esta seccién se denotara vw en lugar de (v, w) para referirnos a aristas de
una grafica. Ahora tenemos el siguiente teorema:

Teorema 3.1.1 (Ramsey). Sea G = (V, E) una grdfica infinita completa. Para cualquier
coloracion ¢ : E — {0,1}, existe un conjunto infinito X C 'V tal que la subgrifica inducida
por X es monocromdtica.

Demostracion. Como V es infinito, por el corolario 1.1.13, existe U un ultrafiltro no prin-
cipal de V. Se toma v € V fijo, por lo que se tiene la siguiente particion

V={vtu{weV : clvw) =0}U{weV : clvw) =1}.

Como consecuencia de 1.1.16, sélo uno de estos elementos de la particion pertenece a
U. Dado que U es no principal, por la proposicién 1.1, no puede ocurrir que {v} € U, asi
que {w € V : c(vw) =0} € U (en este caso se dice que v esU — cero) o {w € V : c(vw) =
1} € U (en este caso se dice que v es U — uno).

Con el procedimiento anterior, se puede determinar para cada vértice si es U — uno o
U — cero, lo que permite construir otra la siguiente particién:

V={veV :vesU —unofU{veV : veslU — cero}

Nuevamente, s6lo uno de los elementos de la particion pertenece a U por 1.1. Supéngase,
sin pérdida de generalidad, que A={v €V : v esU — uno} € U. Para cada v € A, dado
que v es U — uno, U tiene el conjunto A, = {w € V : ¢(vw) = 1} como elemento. Se toma
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v € Ayvg € ANA,,, sabemos que vg existe ya que ANA,, €U (por lo tanto ANA,, # D).
Dado que vy € A, se tiene que c¢(vivy) = 1. Por otro lado, dado que ve € A, se tiene que
Ay, € U, por lo que se escoge vz € A,, N Ay, ya que A,,, Ay, €U y se ocupan nuevamente
las propiedades de filtro de U. Ya que vs € A,,, se tiene que c(viv3) = 1 también. De esta
forma se han encontrado tres vértices vy, ve, v3 que generan una grafica monocromética (de
color uno).

Construimos de manera inductiva a los demés elementos de la sucesién. Supongamos

que se tienen vértices vy, va,..., vy tales Ay, Ay,,..., Ay, € U, de modo que la grafica
inducida por {v1,vg,..., vt} es monocromética de color uno. Por propiedades de los ultra-
filtros existe vg41 € AN Ay N---N Ay, Entonces para todo i € {1,...,k} se tiene que
Vg+1 € Ay, por lo que c(vivg41) = 1. Se sigue que la grafica inducida por {v1, va, ..., Vg+1}
es monocromdtica. Ademds, como vy 1 € A, se tiene que A,, ., € U, lo que termina el paso
inductivo. O

3.2. Teoremas de Schur, Folkman-Rado-Sanders y Hindman

Esta seccién esta dedicada a los teoremas del tipo Ramsey en los que se considera una
estructura aditiva.

Teorema 3.2.1 (Schur). Supdngase que se tiene una coloracion ¢ : N — {0,1}. Entonces
existe un conjunto monocromdtico de la forma {z,y,x + y}.

Demostracion. Por la observacién 2.4.4 se sabe que existe un ultrafiltro &/ no principal
idempotente en N. Como N = {n : ¢(n) = 1} U{n : c¢(n) = 0}, se cumple que
{n : en)=1}eU é6{n : c(n) =0} € U. Supongase, sin pérdida de generalidad, que
A={n : ¢(n) =0} €. Como U es idempotente, se tiene que

AelU <= {neN: {meN :n+meAleclU}lcld
Por lo tanto
A*=ANn{neN: {meN : n+meAlclU} el

Como A* # () por ser elemento de U, se toma x € A*. Entonces ¢(z) = 0, més atin, el
conjunto

Ar,={meN : z+me A}l el

Luego, se puede tomar tomar y € A, N A. Con esto se tiene que ¢(y) =0, yaque y € A,
més ain, como y € A,, se cumple que z +y € A (es decir ¢(z +y) = 0). Se ha encontrado
un conjunto de la forma {z,y, x + y} monocromético (todos los elementos son color cero).

O
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Observacion 3.2.1. Analizando la demostracién del teorema 3.2.1 se puede notar que, uti-
lizando que U es ultrafiltro no principal idempotente de N, para cualquier A € U se pueden
encontrar dos elementos distintos {z,y,z + y} C A.

Definicion. Dado un conjunto de nimeros X C N, el conjunto de sumas finitas de X se
define como

FS(X)={x1+---+z, : neN, z1,...,2, € X distintos a pares}

= {Z$ : F C X es finito y no vacio}

zeF

Teorema 3.2.2 (Folkman-Rado-Sanders). Dada una coloracion ¢ : N — {0,1} y un nidme-
ron € N, existen elementos x1,...,x, € N tales que el conjunto FS(x1,...,x,) es mono-
cromdatico.

Demostracion. Sea U un ultrafiltro no principal e idempotente sobre N. Se procede por
induccién sobre n € N con la idea comentada en la observacién 3.2.1, es decir, dado A € U
existen distintos elementos z1,...,z, tales que FS(z1,...,z,) C A. El caso n = 1 es
evidente, supéngase entonces que la afirmacién se cumple parany sea A € Y. Como U es un
ultrafiltro idempotente, se tiene que A* = AN{z e N : {y e N : z+ye€ A} eU} €U. En
particular, A* es no vacio, por lo que se puede elegir 1 € A*. Esto implica que z1 € A y, mas
aun, B = An{y € N : x1+y € A} € U, por hipétesis de induccién existen zo, . .., y4+1 tales
que F'S(zg,...,2p+1) € B. Notar que si z € FS(z1,x2,...,Tnt+1), entonces z = x1 € A* C
Aoz e FS(xg,...,2n41) € BC A, 02z =ux +y para algin y € FS(zo,...,x,41) C B,
por definicién esto es que z = 1 + y € A. En cualquier caso z € A, lo que implica que
FS(xzy,x9,...,xn41) C A.

Supéngase ahora que se tiene una coloracién ¢ : N — {0,1} y sea n € N. Por las
propiedades de filtro de U, se tiene que sélo uno de los conjuntos {z € N : ¢(z) =0} y
{z € N : ¢(x) = 1} pertenece a U, se denota a dicho conjunto por A € U. Entonces, por

la afirmacion establecida en el parrafo anterior, existen elementos x1,xs...,x, tales que
FS(x1,x9,...,2,) C A. Lo que significa que el conjunto F'S(z1, ..., x,) es monocroméatico.
O

Revisando cuidadosamente la prueba de la demostracion 3.2.2; se puede notar que las
mismas ideas funcionan para probar un resultado ain maés fuerte, que ahora involucra infi-
nitos elementos tales que el conjunto de sus sumas finitas es monocromatico. Este resultado
se conoce como “Teorema de Hindman”.

Teorema 3.2.3 (Hindman). Dada una coloracion ¢ : N — {0,1}, ewxiste un conjunto
infinito X = {x1,x2...} CN tal que el conjunto FS(X) es monocromdtico.

Demostracion. Considerando las condiciones del teorema anterior, se debe observar que
en el paso inductivo la eleccién de z; € A* es independiente de n. En otras palabras, es



3.3. VAN DER WAERDEN 41

posible encontrar un z; tal que para cualquier n, x1 es el primer elemento del conjunto de n
elementos, que se define como X,,, que satisfacen F.S(X,,) C A. Se toma x; fijo, se definen
B=An{yeN : z1+yec A} =AnA, yB*=Bn{neN : {meN : n+me B} eU}.
Dado que U es un ultrafiltro idempotente, B* € . Ahora se elige o € B* fijo.

Se define C = BN{y € N : x9+y € B} y se aplica el mismo argumento inductivo
que en la demostracién del teorema 3.2.2: Por hipétesis de induccién existen n elementos
x3,...,Tnto tales que FS(xs,...,2,42) C C. Entonces, de manera similar al teorema
anterior, se concluye que F'S(z1,...,2p+2) € C C A es monocromético para xi,xs fijos.
En otras palabras, es posible encontrar xo tal que para cualquier n, los elementos x1, z2
son dos elementos del conjunto X,, de n elementos que satisfacen F'S(X,) C A.

Fijando de manera inductiva zj; se obtiene una sucesién infinita tal que para todo
n € N, el conjunto F'S(x1,x2,...) C A, por lo que es monocromético. Entonces el conjunto
X ={x1,...,x,...} es tal que F'S(X) es monocromatico. O

3.3. Van der Waerden

Este teorema aprovecha la estructura aditiva para concluir que es posible encontrar una
progresién aritmética monocromatica, un hecho bastante sorprendente.

Teorema 3.3.1 (Van der Waerden). Dada una coloracion ¢ : N — {0,1} y cualquier
nimero finito 1, existen nimeros a,b € N tales que el conjunto {a,a+b,a+2b,...,a+ (I —
1)b} (que forman una progresion aritmética de tamano 1) es monocromdtico.

Demostracion. Se considera el conjunto
X={n+mx : ne NmeNU{0}}

de todos los polinomios (en la variable x) de grado 0 o 1 con coeficientes en N. Este conjunto
tiene estructura de semigrupo (conmutativo) equipado con la operacién de adicién usual.
Mas aun, el conjunto de los polinomios en X de grado exactamente 1

I=X\N={n+mz : n,meN},

es un ideal del semigrupo X. Con esto se tiene una situacion donde X es un semigrupo que
puede escribirse como la unién disjunta de I UN, donde N es un subsemigrupo e I es un
ideal de X. Ahora se extienden estos semigrupos e ideales a la compactacién de Cech-Stone,
por lo que se tiene que X es un semigrupo topoldgico-derecho que puede escribirse como
la unién disjunta de T UN, donde N = {t/ € 83X : N € U} es un subsemigrupo cerrado e
I={Ue€BX : I€U} esun ideal cerrado de 5X.

M4ds ain, para cada k € NU {0}, se puede construir el mapeo de evaluacién

evp : X - N
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n+mx— n+mk

que resulta ser un homomorfismo de semigrupos y, al restringirse a N, es simplemente la
funcién identidad. A partir de aqui denotaremos por ev;. a la extensién continua que va de
BX en N. Por el teorema 2.3.2, sabemos que evy, : X — N es un homomorfismo continuo
entre semigrupos cuya restricciéon a N es la funcién identidad en este caso particular.

Ahora que se han establecido las herramientas, se considera una coloracién ¢ : N —
{0,1}. Sea U € N un ultrafiltro no principal, minimal, idempotente (minimal en N), y sea
V € T un ultrafiltro no principal, minimal, idempotente (minimal en 3X) que pertenece al
ideal cerrado I con V < U. Se fija un k € NU{0}. Como V < U y evy, es un homomorfismo
de semigrupos, se tiene que evg(V) < evi(U) = U. Con esto evg(V) € N y U se eligié para
ser minimal en N, por lo tanto, se cumple que evy(V) = U.

Ahora, como U es un ultrafiltro y N € U, se cumple que {n € N : ¢(n) =1} €U o
{n €N : ¢(n) =0} € U. Se considera, sin pérdida de generalidad, que se cumple la primer
afirmacion y se procede a construir la progresién aritmética de longitud [ cuyos elementos
sean todos de color uno. Sea A ={n € N : ¢(n) = 1}, para cada k € {0,...,l— 1} se tiene
que A €U =evy(V) ={B C X : ev;'[B] € V}. En otras palabras, ev, '[A] € V.

Como V es un ultrafiltro, es cerrado bajo intersecciones finitas, por lo que

-1
B=1In <ﬂ evkl[A]) ey
k=0

En particular, este conjunto es no vacio, por lo que podemos elegir un elemento a+bx €
B, como a + bx € I, se tiene que b # 0, més ain, dado k € {0,...,l — 1}, el hecho de que
a+ bz € ev, '[A] significa que a + bk = evy(a + bx) € Ay asi ¢(a + bk) = 1. Esto se aplica
para cualquier k € {0,...,l — 1}, por lo que el conjunto {a,a + b,a + 2b,...,a+ (I — 1)b}
(con més de un elemento ya que b # 0) es monocroméatico de color 1. O



Capitulo 4

Teorema de Gowers y su aplicacion
a la esfera positiva de ¢

En las secciones anteriores, la mayoria de los razonamientos fueron consecuencia de
las propiedades de la compactacién de Cech-Stone en N, pero ahora es necesario definir
un nuevo semigrupo discreto. Esta seccion estd dedicada a expandir muchos detalles de las
ideas del articulo de W. Timothy Gowers, mencionado en la introduccién. En dicho articulo,
el autor presenté resultados acerca del conjunto N(<@) (el conjunto de los subconjuntos
finitos de N), nosotros presentaremos una versién mds contempordnea, en términos de
funciones definidas sobre N. Este enfoque mas moderno se puede encontrar en el libro de
Todorcevich [14].

4.1. Funciones de soporte finito

Consideramos en esta seccién que k es un nimero natural fijo. En este texto, el soporte
de una funcién f: N — {0,1,...,k} se refiere al siguiente conjunto

supp(f) = {n €N : f(n) #0}.
Definicion 4.1.1. Dado k € N, se define el conjunto

FIN, ={f:N—={0,1,...,k} : supp(f) es finito y k € rang(f)} U {0},
donde 0 es la funcién constante cero. Dotamos al conjunto FINj con la siguiente operacion:

(f +9)(n) = min{f(n) +g(n), k}.

43
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Observacion 4.1.2. La suma estéd definida y es asociativa en todo FINy, aunque en realidad
s6lo serd necesario sumar funciones con soportes disjuntos. Como la suma es una opera-
cion total, es evidente que el conjunto (FINg, +) es un semigrupo discreto, por lo que su
compactacién de Cech-Stone, SFIN}, es un semigrupo compacto.

Observacion 4.1.3. La operacién que definimos en 4.1.1, se puede extender al conjunto
k
FIN 4 = | FIN,
j=1

de la siguiente manera: Si f € FIN,, y g € FIN,, entonces

(f +9)(n) = min{f(n) + g(n),r}, r=mix{p,q}.
Con esta definicién no es dificil mostrar que FINj, es un ideal de FIN[y 4.
Definicion 4.1.4. Dado k € N se tiene lo siguiente:

» Una sucesién de bloques es cualquier sucesion finita o infinita B = (b, )pen € FINg
tal que si m < n, entonces max(supp(b,,)) < min(supp(by)).

» Definimos la operacién tetris 7' : FIN, — FIN;_; como T'(f)(n) = max{f(n) —
1,0}.

» Dada una sucesién de bloques B = (by,)nen, €l subsemigrupo combinatorio ge-
nerado por B sera la familia de vectores de la forma

TFU(B) ={TY) (b)) 4 - - - + TU(b,,) : (bn,)}_y es una subsucesién
creciente finita de By 0 € {j1,...,5i} €{0,1,...,k}}.

De manera muy similar a los teoremas de combinatoria mostrados en la seccién anterior,
el teorema de Gowers nos dice que para cualquier coloraciéon de FINg, existe una sucesion
de bloques tal que el subsemigrupo generado es monocromatico. Para la prueba del teorema
de Gowers, necesitamos una coleccién especial de ultrafiltros, por lo que son necesarias las
siguientes definiciones.

Definicion 4.1.5. Decimos que un ultrafiltro U sobre FINy es cofinito, si para todon € N
se cumple

{f € FINy : supp(f)n{0,1,...,n} =0} €U,

podemos escribir de manera equivalente esta condicién como
{f € FINg : min(supp(f)) > n} e U.

Al conjunto de los ultrafiltros cofinitos sobre FIN; lo denotaremos por vFINy.
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Proposicién 4.1.6. El conjunto yFINy, es subsemigrupo topoldgico cerrado de (BFINy, +,T)
con la suma de ultrafiltros y la topologia de Stone que se definieron anteriormente.

Demostracion. Sean U,V € vFINg, primero veamos que U + V € vFINg. Por definicién
tenemos que para A € P(FINy),

AcU+V << {feFIN, : {geFIN, : f+ge€ A} eV} el.
Para mostrar que U + V es un ultrafiltro cofinito hay que verificar que
VneN, {feFIN; : {g € FINg : min(supp(f +g)) >n} eV} elU.

Dado n € N fijo, consideramos f, g € FINy, tales que min(supp(f)) > n y min(supp(g)) >
n.

Por la definicién de la suma, se tiene que min(supp(f+g¢)) = min(supp(f)) 6 min(supp(f+
g)) = min(supp(g)). En cualquier caso se cumple que min(supp(f + g)) > n, por lo tanto

{g € FIN}, : min(supp(g)) > n} C {g € FINy : min(supp(f + g)) > n}.

Por las propiedades de ultrafiltro de V, se sigue que {g € FINy : min(supp(f + g)) >
n} € V. Méas atn, hemos mostrado que

{f € FINk : min(supp(f)) > n} C {f € FINg : {g € FIN : min(supp(f+g)) > n} € V},
por lo tanto
{f € FINg : {g € FINg : min(supp(f +g)) >n} € V} € U.

Ahora veamos que YFINy es cerrado. Sea U € SFINj \ vFINy, entonces existe n € N
tal que {f € FINg : supp(f) N {0,...,n} = 0} ¢ U. Sea A = {f € FINy : supp(f) N

{0,...,n} # 0}, entonces U € A. Ahora, si tomamos V € A, se tiene que {f € FINj :
supp(f)N{0,...,n} =0} ¢ V, lo que muestra que V no es ultrafiltro cofinito. Asi obtenemos
que U € A C BFINg \ YFINy. O

Corolario 4.1.7. (yFINy,+) es semigrupo compacto con la topologia de Stone.

Corolario 4.1.8. Al extender la operacion definida en cada vFIN; (1 < j < k) al conjunto

k
YFINy gy = | v FIN;,
j=1

dado que estd bien definida la operacion en FIN} 1, se sigue que YFINy es ideal de
YFIN} -
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Proposicion 4.1.9. La extension continua vT : yFIN, — vFIN,_1 de la operacion tetris,
que es la restriccion y¥I' = BT |ypin,, es un homomorfismo suprayectivo para k > 1.

Demostracion. Sabemos por el teorema 2.3.2 que la extensiéon continua de T que va de
BFINg en SFIN._; es homomorfismo.

Ahora veamos que al restringirla a vFINg, su imagen cae en YFINy_1. Dados n € Ny
U € vFINg, se define B, = {f € FIN,_; : min(supp(f)) > n}, por la proposicién 2.2.4,
tenemos la siguiente cadena de equivalencias

B, eYTU) < T YB,) €U
< {f€eFIN, : TfeB,}elU
<= {f € FINy : min(supp(Tf)) > n} e U.

Como supp(T'f) C supp(f), entonces min(supp(f)) < min(supp(7'f)). Del hecho de
que U es cofinito se sigue que {f € FINg : min(supp(T'f)) > n} € U, como se queria
mostrar.

Por dltimo, mostremos que la funciéon v7T': yFIN; — vFIN;_1 es suprayectiva. Dado
V € yFIN},_1, consideramos U = {T~![B]: B € V}. Entonces A € yT(U) <= T '[A] €
U < AecV, porlotanto V =~T(U). O

Hemos mostrado que para cualquier funcién tetris que consideremos, su extension con-
tinua es homomorfismo suprayectivo y tenemos una descripcién explicita de esta extensién.
Si denotamos por T; a la funcién tetris cuyo dominio estd en FIN;, podemos considerar la
funcién tetris general T' : FIN}; 3y — FIN[ 3 como T' [pin;= Tj. A partir de este punto,
estamos considerando que T es la funcion tetris general y 47T su extensién continua.

Para demostrar el teorema principal de esta seccion serd importante el siguiente lema.

Lema 4.1.10. Para cualquier k € N, se puede encontrar un ultrafiltro idempotente Uy, €
~FIN, tal que para cualesquiera i < j:

(1) Ui > U,
(2) YTU=(U;) = U;.
Demostracion. Procedemos por inducién sobre k. Para k = 1 tomamos cualquier ultrafiltro

minimal idempotente U; del semigrupo YFIN;. Supongamos que hemos construido los
ultrafiltros idempotentes U; con 1 < j < k, que satisfacen (1) y (2). Sea

Sp = {V €FINy : AT(V) = Up_1} =T [{Uy_1}).

Por el lema 4.1.9, sabemos que Sy es un subconjunto cerrado no vacio de YFIN.
Més aun, sea py : YFINp — ~FINg, definida como py(U) = U +V con V € yFIN;_1,
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sabemos que estd bien definida por el corolario 4.1.8 y es continua, por lo que conjunto
Sk +Uk—1 = pu,_, ‘[Sk] es no vacfo y cerrado de yFINy.
Veamos que Sy +U_1 es subsemigrupo de yFINg, sean V+U_1, W+Ui_1 € Sp+Uk_1.
Como Ui_1 < Ujp_o, por la definicién del orden de ultrafiltros se tiene que Up_1 =
U1 +Up_o =U;_o + U1, entonces

YTV +Up—1 + W) =Ui—1 +Uy—o + U1 = Up—1.

Hay que notar que para el caso k = 2, el ultrafiltro Uj_s, se puede pensar como el ultrafiltro
generado por la constante cero.

Como Sy + U1 es compacto, por ser subconjunto cerrado de vFINg, por el lema de
Ellis 1.3.1, existe un ultrafiltro W idempotente que estd en S + Ui_1. Sea V € S, tal
que W =V + Uj_1. Ahora definimos U, = U_1 + V + Up_1, notamos que U, € YFIN, y
vT'(Uy) = U—1. Vemos que U, es idempotente, ya que

U, +U =Up 1+ V +U 1 +U 1 +V + U1
=U 1 +W+W
=U_1+W
=Up_1 +V+ U
= U.

También se verifica que U = Up_1 + U, = Uy, + Ui._1, por lo tanto Uy, < U_1. Con esto se
ha mostrado el paso inductivo. ]

Estos lemas nos ayudan a probar la versién combinatoria del Teorema de Gowers, el
cual se volvid transcendente en temas de combinatoria.

Teorema 4.1.1 (Gowers). Para cualquier coloracion finita de FINj, existe una sucesion
de bloques B de elementos en FIN; tal que el semigrupo parcial generado por B es mono-
cromdtico.

Demostracion. Dado k € N, consideramos primero una sucesién finita de ultrafiltros U; €
FIN; con 1 < i < k que satisfacen las condiciones del lema anterior. Dada una coloracién,
existe una unica pieza P que pertenece a Uj,. Ahora vamos a construir recursivamente una
sucesion infinita de bloques {f,}22, C FINy y por cada [ € [0, k] una sucesién decreciente
AZO D) All D..-D Afl D --- de elementos de U; tales que

a) Ak =P,
b) fn € AL
c) TW=D[AF] = AL,

d) {g € FIN, : T6=(f,) + T, (g) € AT € 1 para 1 <i,j < k.
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Para el primer paso recursivo, consideramos A) = T*=D[P] con 1 < I < k. Dados
i,7 € [1,k] y r = max{i,j}, por la construccién de los ultrafiltros U; se cumple que

U, = U + Uy = yTE DUy + 4T (Uy,). (4.1-E1)
Es decir,

B el < Be~rT*IU) +~T% (W)
= {f {9 f+geBy e T" D)} €T hy)
= {f T g f+geBY et} eIy
= {f:{g: f+T"I(g) € By et} € 47" (Uhy)
= T g - f+TE(g) € By eth}] e Uy
= {f :{g : TV + TH(g) € BY € Uy} € Uy
Como A} € U,, quiere decir que {f : {g : T*~ Z)( )—I—Tk Ng) € ALYy € Uy} € Uy,
Por lo que el conjunto C = {f : {g : T*=9(f) —|—T (k=7)(g) € A5} € Uy} es infinito. Como
“(f

P = Af € Uy, entonces PNC = PN{f: {g: Tk )+Tk Ng) € ALY # 0. Asi que
existe al menos un fj € Ak tal que

{g: TOD(fo) + T* I (g) € A=y e .

Hemos encontrado el primer fy € FINy y el primer conjunto AL (1 < I < k) que
satisfacen las condiciones (a),(b),(c) y (d).

Consideremos ahora que hemos encontrado fy,..., f, € FINg y Aé DA D...D AL
elementos de U; que cumplen (a),(b),(c) y (d). Para i,5 € {1,...,k} y m < n definimos

Chi = {g € FIN, : T¢0(f,) + T*=I)(g) ¢ Améxtighy, (4.1-E2)

Por la hipétesis de induccién Cf € Uy, para todo 4, j € [1,k] y m < n. Sean

1<i,j<k, m<n

Ak = Aﬁm( N Cﬁ;ﬁ), (4.1-E3)

Ay =THO[Ak L] (1<I<H). (4.1-E4)

Claramente Aﬁl +1 € U;. De manera analoga al primer paso inductivo, le ecuacion
(4.1-E1) y el hecho de que AmaX{Z’J} € Unsxqi,jy implican que

AE N {f €FINg : {g € FINy, : T (f, 1)+ TF9)(g) € A0y c 1 e .
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mas aun, como Uy, es cofinito, se tiene que {h € FINy : min(supp(h)) > max(supp(fn))} €
Uy.. De todo lo anterior se sigue que podemos encontrar f, 11 € AQ 41 tal que

{g € FINy, : T*D (£, )+ TEI) (g) € AmSETH gy,

y min(supp(fn+1)) > méax(supp(f,)). Esto finaliza la contruccién recursiva.

Mostremos ahora que la sucesién de bloques { f,, }nen que construimos genera un semi-
grupo combinatorio que esta contenido en P. Afirmamos que, dado p € N, para cualesquiera
ny < --- < n, numeros naturales, ly,...,l, € {1,...,k} yg € AZi se cumple:

TE) (fo) + TR () + -+ T(k_lpfl)(fnp,l) +g¢c Aﬁf‘x{ll’“"lp}. (4.1-E5)

Mostremos la afirmacion por induccién sobre p. Para p = 1 es evidente que se cumple,
incluso el caso p = 2 es directo por la propiedad (d) de la sucesién. Supongamos que la
hipétesis de induccién se cumple siempre que formamos combinaciones de tamafnio p > 0
como en la ecuacién (4.1-E5). Consideramos n; < -+ < n, < n,41 numeros naturales,
L,... 1 €{1,... )k} yg e A%ﬁ Sea

h=TER(f )+ 4+ TEW(f, )+

Como h es una combinacién de la forma (4.1-E5) de tamano p, se sigue que h €

pméx{lz,lpi1}
no .

Seal = méx{ly,...,lp+1}, como Al = T(k_l)[Afm], existe b € A¥ tal que T*=D(b) = h.
Como nj < ng, es claro que n1 + 1 < ny. Como la sucesion de conjuntos que se construyé
es decreciente, se tiene que b € AﬁZ C Ak 11 De la ecuacién (4.1-E2) se sigue en particular
que b € CH-1 es decir

TE (f,) + TED(0) € AT,

Con esto termina el paso inductivo. Notemos que cada elemento del semigrupo combi-
natorio tiene la forma (4.1-E5), haciendo g = T*~'r(f,, ) € An? y k € {l1,...,1,}. Entonces

T(k_ll)(fm) T _i_T(k:—lp_l)(fnpil) +T(k—lp)(fnp) c Agiléx{ll,m,lp} — AZI C A’S =P
O

Podemos considerar a los elementos de FIN; como subconjuntos finitos de N, con esta
identificacion, la suma en FIN; se convierte en la unién de conjuntos y la operacién Tetris
no juega ningun papel importante. Considerando esto, es inmediata la siguiente version del
teorema de Hindman:

Corolario 4.1.11 (Hindman). Para cualquier particion de FINy, que coincide con la fa-
milia de todos los subconjuntos no vacios de N, existe una sucesion infinita B = (by)nen
de subconjuntos finitos de N tal que la familia de todas las uniones de subfamilias finitas y
no vacias de B es monocromdtica.

Demostracion. Es inmediato del teorema de Gowers para k = 1. O
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4.2. La esfera positiva de ¢,
En la rama de andlisis matematico es bien sabido que el espacio
— N . 9 _
co={x€eR" : lim z, =0},
n—oo

dotado de la norma supremo || - ||sup, €s un espacio de Banach. En esta seccién estamos
interesados en la esfera positiva de X C ¢y, es decir,

PSx={zeX : ||z|lsspp=1 y VneN, z, >0}

Al estar trabajando en un espacio normado, contamos también con la métrica natural
que surge a partir de la norma. Por esto es importante recordar algunos hechos fundamen-
tales de espacios métricos.

Definicién 4.2.1. Sea (X, d) un espacio métrico, dado € >0y A C X se define
V(Ae)={ye X : d(y,A) <e}.
Se dice que A es una e-red de X si X C V(A4,¢).

Observacion 4.2.2. Hay que notar que la condicién que hay que cumplir para pertenecer a
V (A, ) se relaciona con minorar un infimo, por lo que es importante saber equivalencias
de esto. Por la definicién de infimo se sabe que, dado A C R no vacio y ¢ € R,

c<infA, <= Va€eA, c<a.
Al negar ambos lados se tiene la siguiente equivalencia:
c>infA, <= da€cA: c>a.

Teniendo esto en cuenta, la condicién d(y, A) = inf,ca d(y,a) < € equivale a pedir que
exista a € A tal que d(y,a) < e. De esta forma, si A es una e-red, entonces el espacio X se
puede ver como la siguiente uniéon de bolas abiertas:

V(Aje)={ye X : Jac€ A:d(y,a) <e} = UB(a,s).
acA

Es por esto que las e-redes son muy tiles para caracterizar los espacios métricos totalmente
acotados.

En lo siguiente nos enfocaremos en construir los elementos que nos permitiran encontrar
una d-red para PS., que replique las propiedades del Teorema de Gowers.



4.2. LA ESFERA POSITIVA DE c o1

Proposicién 4.2.3. Dado ¢ € (0,1) eziste k € N tal que

1 0
< =, 4.2-E6
(1+4)k1 "2 ( )
Demostracion. Sabemos que 0 < § < 1, luego
0< L < L < L < < L <1
6+ 1)mtt " (+1)™ " (6+1)mt 0+1 '
Lo que implica que
1
N N
Para § > 0 existe k € N tal que se cumple (4.2-E6). O
Observacion 4.2.4. Como se mostro en la demostraciéon anterior,
0< L < < 1 <1
(1+§)k-1 1446 7
por lo que {0, (1+51)k—17 (1+51),€_2 Y l—}ré, 1} es una particién no uniforme de [0, 1].

En temas de analisis suele ser mas cémodo trabajar con particiones uniformes, en los
casos que no ocurre esto es 1til definir la malla de una particién. Si P = {rg,r1,...,"m}
es una particién de un intervalo, su malla se define como

|P|| = méx{|rjq1 —7;| : j=0,1,...,m—1}.
El siguiente enunciado ejemplifica la utilidad que tiene definir la malla:

Proposicién 4.2.5. Dados § € (0,1) y k € N que satisfacen (4.2-E6), el conjunto

1 1 1
pP=1o, : 1
{ (14 6)k=17 (1 + §)k—2 146 }
es una particion de [0, 1] tal que ||P|| < 4.

Demostracion. Dado m € {1,...,k — 2} tenemos que
0 1 1 1 1 1
— = — | =14+ — 7| > — Tl -
1446 1446 (I+5)m™ (1+9)mt (1+6)m™ (144)mt

De donde se sigue que

| P|| :méu({lj_(S }
Como
146 Yo dropt =y

Se sigue la conclusién. O
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Definicién 4.2.6. Dados 6 € (0,1) y k € N que satisfacen (4.2-E6), se define el conjunto
1 1 1
Ay = : N 0 vy —, 1
k {5 _){ ’(1+5)k—1’(1+5)k—2’ 146
donde supp(§) = {n e N : z, # 0}.

Lema 4.2.7. Dados 6 € (0,1) y k € N que satisfacen (4.2-E6), el conjunto Ay es una
d-red de PSq,.

} : supp(§) es finito y 1 € rang(ﬁ)},

Demostracion. Primero caracterizamos a los elementos de PS,,. Dada una sucesién = €
PS,,, se sabe que existe N € N tal que x,, = |z,| < 1/2 para todo n > N. Como se
sabe que ||z||sup = SUp,en®n = 1 y ningtn valor en {z,, : n > N} es cota superior de
{x, : n € N}, entonces el supremo se alcanza para alguno de los demds valores, es decir

sup{z, : n € N} =sup{z, : n < N}

Como el segundo conjunto es finito, el supremo coincide con el maximo, por lo que existe
algin 1 < m < N tal que z,, = 1. De esta forma se pueden caracterizan a los elementos
de PS., como sucesiones tales que

i) &, >0, Vn € N,
ii) Para todo ¢ > 0 existe N € N tal que z,, < € paran > N,

iii) Existe m € N tal que x,,, = 1.

Es inmediato que Ay C PS,,. Veamos ahora que PS., C V(Ag,J).

1 1 1
(1+§)k—1 9 (1+5)k—2 1yt 1480

ticién del intervalo [0, 1] y denotamos la malla de la particién por ||P|. Sea x € PS,,,

consideramos N € N que satisface (ii) para € = W. Sea £ € Ay, definida como

1 genera una par-

Hay que recordar que el conjunto P = {0,

0, siz, €0, s—mp=),

(146)F—1
&n = W7 si an € [(H(%k,m, (1+5)k1—<m+1>> conm & {l,....k—1},
1, z,=1.

Hay que notar que 1 € rang(&) y supp(§) es finito ya que &, = 0, Vn > N. Por la proposicién
4.2.5 se sabe que si n < N, se tiene que

’xn _gn’ S HP” < 57

y que para n > N se cumple

1 o
W<§, Vn € N.

Se sigue que ||z — &llsup = sup{|zn — &| : n < N} = méx{|z, — &,| : n < N} < 4. Es
inmediato por la observacién 4.2.2 que x € V(A,d), como se queria mostrar. O

‘xn - gn‘ S



4.2. LA ESFERA POSITIVA DE cy 93

Lema 4.2.8. Dados § € (0,1) y k € N que satisfacen (4.2-E6), el conjunto Ay es parcial-
mente isomorfo a FIN, como semigrupo.

Demostracion. En este caso, vamos a encontrar una funcion ¥ que actida como isomor-
fismo entre Ay y FIN, cuando se consideran funciones de soportes disjuntos. Se define
¢ :]0,400) = RU{+00} como

ln(m)

Es facil comprobar que ¢ es decreciente, positiva para valores menores que 1 y negativa
para valores mayores. Ademas

© ((1 + 5)_1) = paral € N. (4.2-E7)
Ahora definimos ® : PS., — FIN; como
®(§)(n) = max{k — [p(£(n))], 0}
De la ecuacién (4.2-E7) se sigue que ® es suprayectiva pero no inyectiva, ademés
Oz +y) = 0(z) + 0(y),

si z,y € PSe, y supp(x) Nsupp(y) = 0. Consideramos entonces la restriccién ¥ = @ [a,,
de este modo supp(®(x)) = supp(x), con esto se tiene una biyeccién entre A y FINg que
es homomorfismo cuando se consideran funciones de soporte disjunto. O

Observacion 4.2.9. En el lema anterior se encontrd un isomorfismo parcial entre Ay y FIN,
es este caso es suficiente para traducir el teorema de Gowers ya que la herramienta principal
son los ultrafiltros cofinitos y, como se ha visto en varias demostraciones, estos siempre
permiten encontrar funciones con soportes disjuntos. En resumen, aun si no estd definida
la operacién para todo FIN, con los ultrafiltros cofinitos siempre se pueden encontrar
elementos que si se pueden sumar.

Lema 4.2.10. Sean & € Ay y A € [0,1], considerando las funciones definidas en el lema
4.2.8 tenemos que

(X&) =T(2(6), j=le(N)],

donde T es la funcién tetris y se toma como convenio que T7(£)(n) =0 si j > k.

Demostracion. Sabemos por la ecuacién 4.2-E7 que p(§(n)) = € N, entonces

(A (n) =k = [p(A) +¢E(n)] =k = [p(N) +1] =k =1 = [p(N)].

La conclusién es inmediata. O
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Observacion 4.2.11. Aunque en el lema anterior se demuestra que la funciéon ® admite

todos los valores escalares A\ € [0, 1], sélo se necesita tomar los escalares de la forma ﬁ

para actuar como la funcién tetris. De modo que estd bien definido lo siguiente

1
W (Mg) =TH W), leN.

Esto muestra que el semigrupo combinatorio de una sucesién de bloques B = (b, )nen C
FINj se corresponde con un subconjunto de ¢y de la forma

1 _ 1 _ _ .
{ Arom T (bpy) + - + sy T L(by,) ¢ (T7Y(by,))_, es una subsucesién
creciente finita de By 0 € {j1,...,51} € {0,1,.. ,k:}} (4.2-E8)

Corolario 4.2.12. Para cualquier § € (0,1) eziste una d-red A en PS,, con la propiedad
de que cualquier particion finita de A existe un subespacio infinito de blogues X de cq tal
que PSx estd incluido en una de las piezas de la particion.

Demostracion. Sea A la é—red encontrada como en el lema 4.2.7. Se sigue del lema 4.2.8
que A es parcialmente isomorfo a FINj, (la condicién de homomorfismo es vélida sélo para
funciones con soportes disjuntos). Una particiéon de A induce una particién en FIN; por
medio de la biyeccién ¥ del lema 4.2.8, se sigue del teorema de Gowers (4.1.1) que existen
P, un elemento de la particién de FINg, y B = (by)nen € FIN; una sucesién infinita de
bloques tales que TFU(B) C P.

Sea X = (({¥~1(b,) : n € N}), como el conjunto (¥1(b,)),en es una sucesién de bloques
en cp, es evidente que cualquier combinacién lineal tiene una tnica representacion, de
esto se sigue que X es un subespacio infinito de ¢y. De la observacion 4.2.11 se sigue que
U—Y(TFU(B)) C A es de la forma (4.2-E8). Cualquier elemento de PSy es de la forma

>‘jo ’ ‘lj_l(bno) et )‘jz ’ \I/_l(bm)’

donde existe al menos un a € {jo,...,ji} y un g € {ng,...,n;} tales que A\, = 1y
1 € rang(V~1(bg)), de la proposicién 4.2.5, se sigue que Y~1(TFU(B)) es una d—red de
PSx. Entonces PSxy C V~YTFU(B)) C ¥~(P), por lo que ¥~1(P) es la pieza de la
particién que se buscaba. O

4.3. Funciones de Lipschitz definidas en ¢

En esta seccién final se presenta una version “aproximativa” del Teorema de Gowers,
que serd util para extender los resultados de la esfera positiva de ¢y a toda la esfera, estos
resultados nos permitiran dar una conclusién muy interesante sobre todas las funciones de
Lipschitz definidas en cy.
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Definicion 4.3.1. Dado k£ € N, se define FIN? como el conjunto de todas las funciones
de soporte finito

FiN—{—k—(k—1),...,-1,0,1,... .k —1,k}
tales que —k o k estan en rang(f).

Con la suma definida punto a punto se verifica facilmente que (FIN%7 +) es un semi-
grupo. En este conjunto se tienen inversos aditivos, por lo que para cualquier conjunto
B C FIN% se puede definir

—B={-f feB}

En este contexto se puede extender la operacién tetris T : FIN? — FIN,f_1 definida de
la siguiente manera

F)—1, s fn)>0,
T(f)(n) =40, st f(n) =0,
f(n)+1, sif(n)<O.

Una sucesién de bloques de elementos en FINki se define del mismo modo que en la
definicién 4.1.4. Un subsemigrupo combinatorio de FIN% generado por una sucesién de
bloques B = {b, }nen es una familia de funciones de la forma

€0 T(jo)(bno) + e T(jl)(bnl) Tt T(jl)(bnl)7

donde ¢; = +1 para 0 < i <[, ng < --- < n; es una sucesion finita de indices del conjunto
Byo0ce€{j,. ...} €A{0,...,k —1}. En este capitulo también ocuparemos ultrafiltros
cofinitos.

Definicion 4.3.2. Dado A C FINf, denotamos
(A):={g € FIN; : 3pe A, |p—dllsuwp <}

Decimos que un ultrafiltro cofinito U € WFINf es subsimétrico si —(A); € U para cada
Acl.

Observacion 4.3.3. Hay que notar que una condicién equivalente de pertenecer al conjunto
—(B)1 es la siguiente:

f € _(B>1 — dsup(_faB) S 1:

donde dg,p es la métrica inducida por la norma supremo. Con el uso de la distancia a un
conjunto se evita el uso de un cuantificador, lo que hace més sencilla la condicion.
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Como en la seccién 4.1, se puede probar de manera anédloga que la operacion de FINjE
define la operacién en el espacio de ultrafiltros cofinitos 'yFINi (k > 1) y lo convierte en
un semigrupo compacto. Ademas, existe una extension de la funcién tetris

. + +
T : AFIN{ — FIN}

que resulta ser un homomorfismo continuo. Sea Sy, * a coleccién de todos los ultrafiltros sub-
simétricos cofinitos sobre FINjE El siguiente lema es consecuencia directa de la definicién
del S,:Ct y la definicién de la topologla de yFINjE

Lema 4.3.4. Sk es un subsemigrupo cerrado de 'yFINf.

Demostracion. La demostracién de que S,;t es cerrado con la topologia de Stone es la misma
que en 4.1.6. Veamos que este conjunto es semigrupo. Sean U,V € S,:CIE yAeU+V.
Queremos demostrar que —(A); € U + V, por la observacién 4.3.3 es equivalente a que

{f €FIN; : {g € /FING : dawp(—(f +9),4) <1} €V} €U (4.3-E9)
Utilizando la notacion 2.3.3, denotamos
C={fenFIN{ : A/f €V}

Sabemos que A € U +V si y sblo si C € U. Como U es subsimétrico, se tiene que
—(C)1 € U. Sea p € —(C)1, por ser U ultrafiltro cofinito se puede encontrar p’ € C N {h €
FIN% : minsupp(h) > maxsupp(p)} tal que dsup(—p,p’) < 1. Cabe recalcar que se utilizé
la propiedad de ser cofinito del ultrafiltro para que la adicién sea mds sencilla, pues las
funciones ahora tienen soportes disjuntos.

Como p' € C, entonces A/p' = {g € 'yFINi p +g € A} € V. Como V es cofinito
y subsimétrico, existe ¢ € —(A/p')1 N {h € FIN; : mmsupp(h) > méxsupp(p’)} tal
que dsup(—p,p’) < 1. Como A/p' € Vy V es coﬁmto existe ¢ € (A/p')N{h € FINjE :
minsupp(h) > maxsupp(q)}. En resumen, encontramos p, ¢,p’, ¢ € FINi tales que

supp(p) < supp(p’) < Supp( ) < supp(q’) (4.3-E10a)
dsup(—p, ') < (4.3-E10Db)
doup(—a, ) < (4.3-E10c)
p+qdeA (4.3-E10d)

De la condicién (4.3-E10a) se sigue que las funciones tienen soportes disjuntos. Esto,
junto con (4.3-E10b) y (4.3-E10c) implican que p’ y ¢’ valen cero, salvo en una cantidad
finita de puntos en los que valen +1, con esto se tiene que dgyp(—p — ¢,p' + ¢') < 1.
Recordando la condicién (4.3-E10d), notamos que hemos mostrado

—(A/p')1 N {h € FIN{ : minsupp(h) > méxsupp(p’)}
C {g € 7FIN} : dsup(— (0 +9), 4) < 1}.
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Por lo tanto {g € vFle t dsup(—(p' +9),A) <1} € V. Lo que implica que
—(C)1 S {f €FIN; : {g € 7FIN} : daup(—(f +9),A) <1} €V},
hemos mostrado que se cumple (4.3-E9), lo que concluye la demostracién. ]
Lema 4.3.5. Si # (0 para todo k € N.

Demostracion. Sean V € ’yFINf y

U=ATE DY) =9 TE D Q) +ATED (V) =y TED (V)4
AT V) = ATV)+V =V +4T (V) =T (V)+
A ATE2 V) = A TED (V) 4 4TED (W) —ATE V().

Se puede verificar que U es subsimétrico. Probamos el caso k = 2 para evitar que la notacién
sea demasiado pesada.

Consideramos sin pérdida de generalidad que las funciones elegidas tienen soportes
disjuntos. Sea A € YT'(U) —~yT'(U) +U —U +~T'(U) — ~vT'(U) y se define

B={z:{y:{z :{w :{a :{b: T(x)-T(y)+z—w+T(a)-T(b) € A eU---} €U} €U.

Fijemosz € ByseaCi ={y : {z : {w :{a : {0 : T(x)—T(y) +z—w+T(a) —T(b) €
Al eU---} e U} € U. Similarmente, Cy = {z : {w : {a : {b: T(x) - T(y) +z —w +
T(a)—T(b) € A} €eU---} €U} y se definen C3, Cy hasta obtener C5 = {b : T'(x)—T(y)+
z—w+T(a) —T(b) € A}. Con esto, definimos D = {T'(y) —T(z) +w —a+T(b) —T(c) :
y € Cr,z € Cy,w € C3,a € Cg,be Cs,c € FIN%}. Notamos que en esta construccién C;
depende de la eleccién de z, Co depende de elegir x y y, esto ocurre sucesivamente para
los demas C;. Con esta construccién afirmamos que

i) DeTU)—~1TU)+U—-U+~TU) —~TU),
ii) D C —(A);.

Para mostrar i) hay que notar que {y : {z :{w :{a :{b: {c:T(y) —T(2) +w—a+
T(b) —T(c) € D} €eU---} € U} contiene a C;. Tomando y € Cy se elije después z € Cy
y de manera sucesiva se elijen w € C3,a € Cy,b € Cs,c € FIN? Por la definicion de D se
tiene que

T(y)—T(z)+w—a+T(b)—T(c) € D <= T(z)-T(y)+z—w+T(a)-T(b) € A, (4.3-E11)

para cualquier ¢ € FINF. Se sigue que {b : {c¢ : T(y) —T(z) +w—a+T(b) - T(c) € D} €
U} D Cs,porloquef{a : {b:{c: T(y)—T(z)+w—a+T(b)—T(c) € D} eU} e U} D Cy,
siguiendo este razonamiento se obtiene que {y : {z :{w : {a : {b: T(y)—T(z) +w—a+
T)—-T(c)eD}elU---} €U} DCh.
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Para demostrar i) notamos que los elementos de D son de la forma T'(y) — T'(z) +w —
a+T(b)—T(c) en donde y, z, w,a,by c son tales que T'(z) —T(y)+z—w+T(a) —T(b) € A,
por lo tanto —T'(z) + T'(y) — 2+ w — T'(a) + T'(b) € —A. Notamos que, como todas las
funciones distintas tienen soportes disjuntos, d(T(y) —T(z) +w—a+T'(b) —T(c), =T (z) +
T(y) —z+w —T(a) + T(b)) depende tinicamente de lo siguiente:

» La distancia de d(—T7'(z), —z), que es a lo més 1,

» la distancia de d(—a, —T'(a)), que es a lo més 1,

= el hecho de que —T'(z) € FINT, por lo que d(—T(x),0) < 1.

Se concluye que T'(y) = T(2) + w —a +T(b) — T(c) € —(A4)1. O
Lema 4.3.6. 1T(U) € SE_| para todo U € S

Demostracion. Primero notamos que 1 es lineal e isométrica con respecto a la norma
supremo. Veamos que YT'(U) es ultrafiltro subsimétrico. Sea A € yT'(U), sabemos que
T—1[A] € U, por lo tanto —(T~1[A]); € U. Veamos que

—(T7YAD C T H—(A)]. (4.3-E12)

Sea f € —(T71[A])1, por la observacién 4.3.3, sabemos que dsup(—f, T 1[A4]) < 1,
entonces existe g € FINki tal que dsup(—f,9) < 1y T(g9) € A. Por la propiedad de
isometria se tiene que dsup(—1'(f),T(g9)) < 1, porlo que T'(f) € —(A);. Con esto mostramos
(4.3-E12), por lo tanto —(A)1 € vT'(U). O

De esta forma, para cada k > 1 existe una funcién tetris que actua sobre FIN f, Igual
que en la seccién 4.1, se puede considerar una extensiéon que abarque todos los FIN% con
k > 1y su extensiéon continua 7.

Lema 4.3.7. Existe una sucesion U; € S]?—L (1 <j<k) tal que para todo 1 <i < j <k:
i) Uy +U; = U,
i) Us + Uy = U + U = Uy (ice. Us > U;),
i) yTU=D(U;) = U;.

Demostracion. Sea Rl?t = k=9 [S,:Ct] (1 <i < k). Por el lema 4.3.4, sabemos que S:iIE es
compacto, por lo tanto Rii es subsemigrupo compacto de Sii y TU-D . Rj.[ — R es
suprayectiva para 1 <i < j < k. Construiremos una sucesién de ultrafiltros U; € ch (1<
i < k) que satisfaga (1) — (3). Sea Uy un ultrafiltro idempotemte arbitrario sobre en RY.
Supongamos que se han construido los ultrafiltros U; € Rli con (1 < < j) que satisfacen
(1) = (3). Sea

Pji ={z € Rj[ : T(x) e Uj—1}.



4.3. FUNCIONES DE LIPSCHITZ DEFINIDAS EN c 99

Entonces PjjE es un subsemigrupo cerrado no vacio de ch. Igual que en la prueba del lema
4.1.10, se verifica que PjjE +U;_1 es un subsemigrupo cerrado de R;E, por lo que se puede
elegir un ultrafiltro idempontente W en PjlL +Uj_1. Sea V € PjlL tal que W =V +U;_1.
Sea

Ui =Uj—1 +V +Uj—.

De manera analoga al lema 4.1.10, se demuestra que U; € R;E satisface (1) — (3). O

El resultado es la siguiente versién del Teorema de Gowers:

Teorema 4.3.1 (Gowers). Para cualquier particion finita de FIN;f, existe una pieza P de
la particion tal que (P)1 contiene un semigrupo combinatorio de FIN? generado por una
sucesion infinita de bloques.

Demostracion. Sea U; (1 < j < k) la sucesiéon de ultrafiltros dada por el lema 4.3.7.
Sea P una pieza de la particion tal que P € U,. Como U}, es subsimétrico, sabemos que
—(P)1 €Uy y P C (P);. Entonces (P); N —(P); es un elemento simétrico de Uy, es decir
—((P)1 N —=(P)1) = (P)1 N —(P)1 € Uy. Definiremos una sucesién de bloques {f,}>2, v
una sucesién decreciente {A! 1% o (1 <1 < k), tales que

(1) Ak = (P)1n—(P);, Al =TkED[Ak),

(2) AL =-AL eu,

(3) £fn € Ak y £THD(f,) € AL,

(4) {y € FINF : 2T (f) £y € AV e 1y para 1 < i, j < k.

Considerando (1) como definicién, inmediatamente se cumple que — A} = Al. El primer
elemento, fy € A’g se selecciona de la misma forma que en el teorema de Gowers original
4.1.1y el signo = se debe a la simetria del los A’ . Consideremos ahora que hemos encontrado
fose s fn € FIN% y Af) D Al1 D..-D2 Al (1 <1<Ek) elementos de U; que cumplen (1)-
(4). Para i,j € {1,...,k} y m < n se definen los conjuntos Al ., (1 <1 < k) del mismo
modo que en las ecuaciones (4.1-E2), (4.1-E3) y (4.1-E4). Debido a que hemos construido
sucesiones que satisfacen (1) — (4), se puede demostrar para cualquier p € N que

6OT(k—lo)(an) I EpT(k_l"_l)(fnp,l) +epg € Agoéx{low--,lp}7
para cualquier eleccién de ng < --- <ny en N, lo,...,l, € {1,...,k}, e0,..., 6, € {—1,1},

ygE Aii’p. Esto se demuestra del mismo modo que la ecuacién (4.1-E5). Con esto termina
la demostracion. O
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Ahora, similarmente a la seccién anterior, relacionaremos este resultado combinatorio
con la esfera de cy:
Sea 0 < 6 < 1 tal que (1+0)01-F) < g y sea Af la coleccién de todas las funciones

p:N={—1,—-1+6)" L. .., -1+ 0,(14+6)R .. (146711},

que tienen soporte finito y —1 o 1 estdn en su rango. Notamos que, analogamente a la
seccién anterior, Alf es una o-red para la esfera S.,. Para relacionar la versién ultima
version del Teorema de Gowers con la esfera de ¢y modificamos ligeramente las funciones
utilizadas en la proposicién 4.2.8.

Definimos ¢ : R — RU {+oc} y @ : S,y — FIN}- como

(2) = log ||
PAE = log(1+46)~t

®(§)(n) = sign((n)) - méx{k — [¢(£(n))], 0}

©(0) = +o0,

Note que ¢(£(148)7") = [ para cualquier I € N, extendiendo las propiedades que tenia
la funcién ¢ definida en la secciéon pasada y

O(—z) = —®(z) ; Px+y)=2(zx)+2(y),

cuando se toman z,y € S, donde supp(z)Nsupp(y) = 0. Con las definiciones que tomamos
se sigue la siguiente proposicion:

Proposicion 4.3.8. Sea VU : Af — FIN% definida como ¥ = ® [+, entonces
k

i) ¥ es un isomorfismo parcial entre A]f Y FIN?, la condicion de homomorfismo se
cumple para funciones con suportes disjuntos,

i1) Para cualesquiera § € A,f y A € [—1,1] se cumple

(X&) =T7(2(8)), 7= Le(N)]

Donde T es la funcion tetris definida en F]N?cIE y se toma como convenio que T7(£)(n) =
0sij> k.

La proposicién anterior es una generalizacion natural de la proposicién 4.2.8 y el lema
4.2.10 pero esta versién del teorema de Gowers da una conclusion méas aproximativa, por
lo que se necesita el siguiente lema:

Lema 4.3.9. Sean Af, FINkjE y WV definidos como en la proposicion 4.3.8. Si QQ C FIN,f,
entonces ¥1((Q)1) C (T~HQ))s.
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Demostracion. Notamos primero que la correspondencia explicita entre los valores de las
funciones de Af y FIN% es la siguiente:

§(n) =0 < ¥(E)(n) =0,

£(n) = + = U(¢)(n) =+, le{l,... k.

(1+0)k1

De modo quesi P = {—1,—(1+8)~",..., —(1+8)0% 0, (1+6)1-F ... (14+6)"1, 1}y
se toman &, € Af tales que |£(m) —n(n)| < 1, entonces [W(&)(m) — ¥ (n)(m)| < ||P| < 6.
Asi que tenemos las siguientes equivalencias:

E€VTH(Q)1) <= daup(T(€),Q) <1
= Af€Q: V() — fllawp <1
— 3f€Q:|¥()(n) - f(n) <1,VneN,
— Jfe@Q:&n)— (\If‘lf)(n)| <4, Vn €N,
= IfeQ: 6= (T F)lsup <6,
— (e (VHQ))s

O]

Corolario 4.3.10. Para cualquier particion de Aki, existe X un subespacio de cy de di-
mension infinita y una pieza P de la particion tal que Sx C (P)s.

Demostracion. Dada una particién de Af, el isomorfismo parcial ¥ induce una particién
en FIN?. Similar al corolario 4.2.12, existen ) un elemento de la particiéon de FIN% y
B = (bp)nen C FIN% una sucesién de bloques tales que TFU(B) C (Q);. Sean X =
({9~Y(b,) : n € N}) y P=U"YQ), se muestra sin mucha dificultad que ¥~(TFU(B))
es una d-red de Sx, del lema 4.3.9, se sigue que

Sx CUHTFU(B)) C ¥ ((Q)1) C (P)s
]

La conclusién de este trabajo se presenta en el siguiente lema. Hay que notar que el
trabajo realizado nos permite controlar la variacién de cualquier funcién de Lipschitz en
Sx para un subespacio de bloques infinito.

Corolario 4.3.11. Para cualquier funcion de Lipschitz f : Se, — R y cualquier € > 0
existe X un subespacio de ¢y de dimension infinita tal que osc(f [sy) < €.

Demostracion. Sea L la constante de Lipschitz de f. Sin pérdida de generalidad € € (0, 1),

tomamos 0 = ¢/4L y k € N tal que W < ¢/2. Sabemos que S, es compacto, por
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lo que existen a,b € R tales que f(S¢,) C [a,b). Sea n € N tal que bfT“ < §, entonces la
colecci6én de intervalos I; = [a + b_Ta(j —1),a+ b_Taj) con 1 < j < n es una particién de
[a, b) tal que diam(I;) < £/2. Entonces la coleccién {f~1(I j)}j—1 se puede completar para
formar una particién de Af. Por el corolario anterior existe un subespacio de bloques X
tal que Sx C (f~1(I},))s para algun jo € {1,...,n}. Por dltimo, verificamos que cualquier
funcién varia a los méas € en Sx. Sean x,y € Sy, por lo anterior sabemos que existen
z,w € f71(I,) tales que ||z — 2lsup < 0 ¥ ||w — yllsup < 6. Entonces

[f(@)=f )| < |f (@)= F(2)+f ()= f(w) [+ (w) = f(y)] < LHx—ZHsuerngLHw—y\lsup =e.

Por lo tanto, osc(f [sy) = sup, yes, [f(z) = f(y)] <e. O

La conclusién de nuestro dltimo lema es que todas las funciones de Lipschitz definidas
en S, son de oscilacién estable, un hecho que por si mismo es bastante interesante. En el
contexto del problema de la distorsion esta es otra forma de concluir que ¢y no es un espacio
distorsionable, un hecho que fue mostrado antes por R.C. James en [9], pero la ventaja
del trabajo de Gowers en su momento, fue llegar a la misma conclusiéon con herramientas
combinatorias.



Apéndice A
Topologia general

Sabemos que en ramas como el andlisis funcional es muy 1til trabajar en espacios de
Hausdorff, no es sorpresa ya que ofrecen muchas propiedades que rescatan la intuicién
de los espacios métricos. Para nuestros propésitos seran mas ttiles estos espacios cuando
tienen la propiedad de ser compactos, en este apéndice enumeramos varios conceptos y
resultados indispensables de la topologia general para que los lectores con menos experiencia
en topologia tengan ma&s intuicién.

Definicion A.0.1. Una topologia sobre un conjunto X es una coleccion 7 de subconjuntos
de X con las siguientes propiedades:

= )y X estdn en 7.
= La union de los elementos de cualquier subcolecciéon de 7 estd en 7.
= La interseccién de los elementos de cualquier subcoleccién finita de 7 estd en 7.

A la pareja (X, 7) se le conoce como espacio topolégico. A los elementos de 7 se les
llama conjuntos abiertos de X. Se dice que un B C X es un conjunto cerrado de X
siX\Ber.

Como consecuencia directa de las definiciones y las leyes de De Morgan se sigue direc-
tamente la siguiente proposicién.

Proposicién A.0.2. Sea (X, T) un espacio topoldgico. Entonces:
s Los conjuntos O y X son cerrados de X .

s La union de una cantidad finita de conjuntos cerrados de X es un conjunto cerrado

de X.

= La interseccion arbitaria de conjuntos cerrados de X es un conjunto cerrado de X.

63
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servacion. razon par ir njun IT nfatizar cu nuestr i
Ob La razén para decir “co to cerrado de” es enfatizar cual es nuestro espacio
topolégico, esto es crucial cuando se trabaja con subespacios de un espacio topolégico, pero
puede ser omitido cuando no cause confusiones.

Al trabajar en espacios métricos es evidente que los conjuntos abiertos estdn muy
relacionados con medir distancias, esta definicién permite que los abiertos se comporten
de la manera mas parecida posible para espacios generales. El siguiente ejemplo enfatiza
que un espacio puede tener estructura de espacio topolégico sin ser parecido a un espacio
euclideo:

Ejemplo A.0.3. Sea X = {a,b,c} un conjunto de tres elementos. La figura A.1 contiene
ejemplos de algunas topologias con las que se puede dotar X:

(9 @)
(2 (O (@

Figura A.1: Ejemplos visuales de topologias, extraido del libro de Munkres [10].

Esto no significa que cualquier coleccion de subconjuntos de X es una topologia, dos
ejemplos de colecciones que no forman topologias son los siguientes:

®© ®
a b

Figura A.2: Extraido del libro de Munkres [10].

Para cualquier conjunto, hay dos topologias con las que siempre se le puede dotar. Dado
un conjunto X, a la topologia 7 = P(X) se le conoce como topologia discreta y cuando
7 = {0, X} se conoce como topologia indiscreta.

En este trabajo se utilizan espacios compactos, por lo que vale la pena enunciar su
definicién y algunas propiedades.
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Definicién A.0.4. Sea (X, 7) un espacio topolégico.

» Se dice que una colecciéon U C P(X) de abiertos de X es una cubierta abierta de
X siuU = X.

= Dada una cubierta abierta U de X, se dice que V' C U es subcubierta abierta si
UV = X. Si, ademés, V es un conjunto finito, se dice que es una cubierta abierta
finita de X.

= Se dice que X es compacto si toda cubierta abierta tiene una subcubierta abierta
finita.

Otra forma de caracterizar a los espacios compactos es en términos de conjuntos cerra-
dos.

Proposicién A.0.5. Sea (X, T) espacio topoldgico. Entonces X es compacto, si y sdlo si
para cualquier familia F de conjuntos cerrados con la propiedad de la interseccion finita
se cumple NF # (.

En ocasiones existen subconjuntos de la topologia con los que es suficiente trabajar
para obtener todas las propiedades topoldgicas.

Definicién A.0.6. Sea (X, 7) espacio topoldgico y B un subconjunto de 7. Decimos que
B es una base de 7 si para cada x € X y para cada U € 7, que contiene a x, existe V € B
tal que z € V C U.

Teorema A.0.1. Sea X un conjunto y B una subfamilia de P(X) tal que UB = X.
Entonces existe una topologia T de X tal que B es una base de T si y sélo si para cualesquiera
UVeByxeUNV, existe WeB tal quex e WCUNV.

La definicién de continuidad en espacios topoldgicos es fundamental en este trabajo,
por lo que vale la pena enunciarla.

Definicién A.0.7. Sean (X, 7x) y (Y, 7y) espacios topolégicos. Decimos que f: X — Y
es una funcién continua si para cualquier U € 1y se cumple que f~[U] € 7.

Una de las ventajas de contar con una base en un espacio topoldgico es la siguiente:

Demostracion. Sean (X, 7x) y (Y, 7y) espacios topoldgicos y B una base de Y. Entonces
f X — Y es una funcién continua si y sélo si para cualquier V € B se cumple que
f_l [V] € Tx. ]

Podria parecer que no hay ventajas importantes en la proposicion anterior pero en
muchos casos serd més facil verificar la condicién de continuidad dnicamente para los
elementos de una base.
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Definicién A.0.8. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Se dice que X es espacio de Haus-
dorff si dados dos puntos distintos x,y € X, existen dos abiertos disjuntos U,V € 7 tales
quezeUyyelV.

Este es uno de los axiomas de separabilidad que se estudian en topologia general y es,
probablemente, el mas importante para las personas que se dedican al andlisis funcional.
A continuacién presentamos algunas propiedades sencillas de los espacios de Hausdorft:

Proposicién A.0.9. Sea (X, 7) espacio de Hausdor(f, entonces los singuletes son cerrados
en X.

Proposicién A.0.10. Sea (X,7) espacio de Hausdorff. Si A C X es compacto, entonces
es cerrado en X.

Proposicién A.0.11. Sea (X, 7) espacio de Hausdorff compacto. Si A C X es cerrado,
entonces es compacto.

El siguiente es otro axioma de separabilidad y en este texto sdlo es importante porque
caracteriza a qué espacios se les puede encontrar una compactaciéon de Cech-Stone.

Definicién A.0.12. Se dice que un espacio de Hausdorff X es completamente regular (o
de Tychonoff) si para cada punto x € X y cada subconjunto cerrado C' C X, que no
contiene a z, existe una funcién continua f : X — [0,1] tal que f(x) =1y f[C] = {0}.

Por ltimo, enunciamos dos resultados que seran ttiles en el texto. En particular,
el ultimo es un resultado muy util para caracterizar funciones en problemas de andlisis
funcional.

Proposicién A.0.13. Sea Y un subconjunto denso de un espacio topolégico (X, ), para
cualquier D subconjunto abierto de X se cumple que cl(Y N D) = cl(D)

Teorema A.0.2. Sean X,Y espacios de Hausforff y D C X un subespacio denso. Si
f,9: X =Y son funciones continuas y f =g en D, entonces f =g en X.
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