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Resumen
Esta tesis investiga los fundamentos de la teoŕıa de conjuntos de Zermelo-Fraenkel (ZF),
centrándose en los roles del Axioma de Elección (AC) y el Axioma de Determinación (AD)
dentro de este marco. ZF sirve como una base sólida para la matemática moderna,
sin embargo, la inclusión de AC introduce complejidades significativas, permitiendo la
construcción de pruebas no constructivas y facilitando diversos resultados clásicos.
En contraste, la adopción de AD genera un paisaje rico de resultados alternativos,
alineándose a menudo con perspectivas intuicionistas.
A través de una exploración sistemática de modelos de ZF que incorporan AC ó AD,
esta tesis examina las interacciones entre estos axiomas, con especial interés en cómo su
aceptación ó rechazo influye en la teoŕıa de juegos y la teoŕıa de la medida.
Al profundizar en estos modelos, se aclara la filosof́ıa de la teoŕıa de conjuntos actual.
Aśı, la interacción entre elección y determinación no solo es una preocupación técnica,
sino que también es un catalizador para discusiones más amplias sobre los fundamentos
de la matemática. Este trabajo, en última instancia, contribuye a nuestra comprensión
de cómo ZF, junto con AC y AD, moldea el panorama de la verdad matemática y
las indagaciones filosóficas que inspira.
Palabras clave: teoŕıa de conjuntos, ZF, elección, determinación, modelos, juegos, medida.

Abstract
This thesis investigates the foundational aspects of Zermelo-Fraenkel set theory (ZF),
focusing on the roles of the Axiom of Choice (AC) and the Axiom of Determinacy (AD)
within this framework. ZF serves as a robust foundation for much of modern mathematics,
nevertheless the inclusion of AC introduces significant complexities, mainly by enabling
the construction of non-constructive proofs and facilitating various mathematical results.
In contrast, the adoption of AD generates a rich landscape of alternative results,
often aligning with intuitionistic perspectives.
Through a systematic exploration of ZF models that incorporate either AC or AD,
this thesis examines the interactions between these axioms, with particular interest in
how their acceptance or rejection influences game theory and measure theory.
By delving into these models, the thesis elucidates the philosophy of current set theory.
Thus, the interplay between choice and determinacy serves not only as a technical con-
cern but also as a catalyst for broader discussions on the foundations of mathematics.
This work ultimately contributes to our understanding of how ZF, along with AC and AD,
shapes the landscape of mathematical truth and the philosophical inquiries it inspires.
Keywords : set theory, ZF, choice, determinacy, models, games, measure.
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Introducción.

Nuestro marco histórico comienza, como la teoŕıa de conjuntos misma, con Georg Cantor,
quien, durante su periodo de investigación de 1874 a 1884, es argumentable que comenzó
la teoŕıa de conjuntos utilizando dos principios, extensionalidad y compresión irrestricta.
Este sistema, al formalizarse dentro de la lógica, resultó inconsistente, hecho demostrado
por Bertand Russell en su paradoja planteada en el año de 1901. Consecuentemente,
estos principios se fueron refinando, en un constante juego de la soga cuya intención fue
evitar la aparición de contradicciones y construir conjuntos de una manera intuitiva.
Parte fundamental de este proceso de reconstrucción fue Ernst Zermelo quien en 1908
axiomatizó por primera vez la teoŕıa de conjuntos. 14 años después, durante 1922,
Abraham Fraenkel y Thoralf Skölem ampliaron y mejoraron los axiomas de Zermelo,
resolviendo algunas deficiencias. Luego, como una adición a esta axiomatización, en 1925,
Von Neumann adjunta su axioma de fundación, finalizando la base de la teoŕıa ZF.
En los márgenes del desarrollo de esta teoŕıa ocurŕıa una historia similar: era el año de 1883
cuando Cantor ideó el principio del buen orden; esta noción, a causa de su potencia,
necesitaba un sustento formal más riguroso. Con el fin de probar este principio, en 1904,
Zermelo formuló el axioma de elección y demostró que éste es esencial para el buen orden.
En 1935, Max Zorn, en un esfuerzo por proporcionar una herramienta más accesible y
con el mismo objetivo de demostrar el buen orden, enunció el principio del máximo,
que rápidamente se tornó un recurso central en muchas demostraciones. Posteriormente,
en 1940, John Tukey renombró el principio del máximo como el lema de Zorn,
en reconocimiento a su importancia dentro de los resultados que él mismo desarrolló,
como el lema de Tukey. Todos estos resultados parecieran seguir una clara jerarqúıa;
sin embargo, como se ha demostrado desde sus formulaciones, son equivalentes entre śı,
y a muchos otros, por mencionar uno, la existencia de bases de espacios vectoriales,
como demostrado por Andreas Blass en 1984.
Paralelamente al desarrollo de elección, dentro de la teoŕıa ZF, en la decada de 1950,
los matemáticos David Gale y Frank Stewart comenzaron a estudiar juegos infinitos.
Estudios que extendieron Jan Mycielski y Hugo Steinhaus, quienes propusieron, en 1962,
al axioma de determinación como una alternativa a elección en este contexto. Inicialmente
considerado una curiosidad, este axioma se consolidó en las áreas de teoŕıa descriptiva de
conjuntos y teoŕıa de cardinales grandes, debido a los trabajos de 1970 de Robert Solovay.
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Este trabajo, como su marco histórico, se encuentra dividido en tres partes, como un árbol,
con un tronco común y dos ramas, paralelas pero interconectadas.
En el primer caṕıtulo sentaremos las bases con las que trabajaremos a lo largo del texto,
los fundamentos de la teoŕıa ZF, su axiomatización y algunos conceptos básicos derivados.
En el segundo discutiremos las consecuencias del axioma de elección en este contexto,
sus equivalencias e implicaciones, haciendo énfasis particular en las patoloǵıas que surgen.
En el tercero contrastaremos lo anterior con los resultados de asumir determinación,
resolviendo las patoloǵıas de elección.

Caṕıtulo 1: ZF

Caṕıtulo 2: ZF+AC Caṕıtulo 3: ZF+AD
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Caṕıtulo 1

ZF

Para entender a las matemáticas primero debemos entender el lenguaje en que se expresan:

La lógica de primer orden es un sistema formal que se utiliza para representar y
razonar sobre relaciones entre objetos en un dominio espećıfico, esta se constituye por:

˝ La sintaxis consiste de un alfabeto, términos y reglas de construcción de fórmulas,
permitiéndonos cuantificar y describir relaciones entre objetos.

• El alfabeto se compone de śımbolos; lógicos (a1)-(a4) y no lógicos (a5)-(a7):

(a1) Los conectores lógicos, que conectan y forman nuevas proposiciones lógicas;
la negación p␣q, la conjunción p^q, la disyunción p_q, la implicación pñq,
etcétera. Seŕıa suficiente contar con la conjunción opuesta p^q, ya que,
por completitud funcional, nos permite construir a los demás.

(a2) Los cuantificadores, que hacen declaraciones generales sobre los objetos;
el cuantificador universal p@q es indicador de que una propiedad o relación
se cumple para todos los objetos en el dominio de discurso, por ejemplo,
@xP pxq se interpreta como “para todo x, P pxq es verdadero”, por otro lado,
el cuantificador existencial pDq indica que existe al menos un objeto en
el dominio para el cual la propiedad o relación se verifica, por ejemplo,
DxP pxq significa “existe un x tal que P pxq es verdadero”. Similarmente,
con los conectores, basta un cuantificador, pues DxP pxq ” ␣p@x␣P pxqq.

(a3) La igualdad p“q como śımbolo primitivo de la lógica, cuyo significado es,
si se cumple la igualdad entre dos objetos del dominio, son el mismo objeto.

(a4) Los śımbolos de variables px, y, z, ¨ ¨ ¨ q se refieren a objetos en el dominio.

(a5) Los śımbolos de constantes pa, b, c, ¨ ¨ ¨ q aluden a objetos fijos en el dominio.

(a6) Los śımbolos de funciones pf, g, h, . . .q representan funciones en el dominio,
cada función tiene un número de argumentos finito (aridad).

(a7) Los śımbolos de predicados pP,Q,R, . . .q plasman relaciones o propiedades
entre objetos, evaluando su verdad, cada predicado tiene una aridad.
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• Los términos son las expresiones que representan objetos, pueden ser:

(t1) Variables px, y, zq.

(t2) Constantes pa, b, cq.

(t3) Funciones valuadas en términos previamente construidos pfpt1, t2, . . . , tnqq.

• Una fórmula es una cadena de śımbolos formada finitamente de (f1)-(f5),
en particular diremos que una fórmula es atómica si es de la forma (f1), (f2):

(f1) Si t1 y t2 son términos, entonces t1 “ t2 es una fórmula.

(f2) Si t1, t2, ¨ ¨ ¨ , tn son términos y R es una relación no lógica de aridad n,
entonces Rt1 ¨ ¨ ¨ tn es una fórmula.

(f3) Si φ es una fórmula previamente construida, entonces ␣φ es una fórmula.

(f4) Si φ y ψ ya son fórmulas, entonces pφ^ψq, pφ_ψq y pφñ ψq son fórmulas.

(f5) Si φ es una fórmula previa, entonces p@xφq y pDxφq son fórmulas.

˝ La semántica explica cómo asignamos significados a los śımbolos y a las fórmulas,
se define mediante modelos (o estructuras):

• El dominio de discurso (D) es una clase no vaćıa de objetos.

• Una interpretación asigna significados espećıficos:

(i1) A cada constante un objeto particular en D.

(i2) A cada función n-aria una asignación de Dn en D.

(i3) A cada predicado n-ario una subclase de Dn.

Una fórmula se considera verdadera en un modelo si, dada una interpretación,
la fórmula se evalúa como verdadera.

˝ La inferencia se refiere al proceso de derivar nuevas declaraciones (o teoremas)
a partir de premisas dadas utilizando las siguientes reglas:

• Modus Ponens:
Si P y P ñ Q son verdaderos, entonces Q es verdadero.

• Instanciación Universal:
Si @xP pxq es verdadero, entonces P paq es verdadero para cualquier objeto a.

• Generalización Existencial:
Si P paq es verdadero para algún objeto a, entonces DxP pxq es verdadero.
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1.1. Fundamentos axiomáticos

Tomaremos como base fundamental de nuestra teoŕıa, ZF, en honor a Zermelo y Fraenkel,
la lógica de primer orden, la pertenencia (P) como śımbolo primitivo del lenguaje y
los objetos de discurso son los conjuntosr1s.

Observación: Al ser la igualdad (“) y la pertenencia (P) los únicos śımbolos primitivos,
lás unicas fórmulas atómicas son de la forma x “ y y x P y, donde x y y son términos,
consecuentemente, todas las fórmulas de nuestra teoŕıa ZF son compuestas de estas,
ya sea con conectores lógicos o cuantificadores.

Proposición (Existencia de un conjunto): En ZF existe al menos un conjunto.

Demostración: En la lógica de primer orden, el dominio de discurso es no vaćıo,
aśı afirmamos algo existe, además en la semántica de ZF solamente hay conjuntos,
por ende en este contexto, sabemos un conjunto existe. ˝

Axioma de extensionalidad (AE)
Dos conjuntos son iguales (son el mismo conjunto) si tienen los mismos elementos:

p@xqp@yqrp@zqpz P x ðñ z P yq ùñ px “ yqs.

Subconjunto: Sean x, y conjuntos, diremos x es subconjunto de y, denotado x Ď y, si:

p@zqpz P x ùñ z P yq.

Observación: Notemos que p@xqpx Ď xq, con esta noción podemos reescribir AE como:

p@xqp@yqprpx Ď yq ^ px Ě yqs ùñ rx “ ysq.

Subconjunto propio: Sean x, y conjuntos, diremos que x es subconjunto propio de y,
denotado x Ă y, si:

px Ď yq ^ px ‰ yq.

Esquema axiomático de reemplazo (EAR)
Éste afirma que la imagen de un conjunto bajo toda función definible cae en un conjunto.
Sea f una fórmula en el lenguaje de ZF con dos variables libres (denotadas aqúı por x, y),
entonces:

p@xqrpDyqfpx, yq ùñ pD!yqfpx, yqs ùñ p@XqpDY qp@yqpry P Y s ðñ pDx P Xqrfpx, yqsq.
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Teorema (Esquema de especificación):
Sea f una fórmula cualquiera en el lenguaje de ZF con una variable libre x, entonces:

p@xqpDyqp@zqprz P ys ðñ pz P xq ^ rfpzqsq.

Construyendo el subconjunto:
tz P x | fpzqu Ď x.

Demostración: Sea f una fórmula cualquiera con variable libre x, considere la fórmula
gpx, yq :“ fpxq ^ px “ yq, @x existe a lo más un y tal que rgpx, yqs, en particular y “ x,
aśı por EAR:

p@xqpDY qp@zq rz P Y s ðñ pDw P xqrgpw, zqs

ðñ pDw P xqrfpwq ^ pw “ zqs

ðñ pz P xq ^ rfpzqs. ˝

Teorema (Existencia del conjunto vaćıo): Existe un único conjunto sin elementos,
denotado por ∅.

Demostración: Sea x un conjunto arbitrario, construyamos por especificación:

∅ :“ tz P x | z ‰ zu Ď x.

Por la definición de igualdad ningún conjunto es distinto de śı mismo, aśı:

p@zqpz R ∅q.

Además por vacuidad en el axioma de extensionalidad se sigue su unicidad. ˝

Axioma de unión (AU)
Para cualquier conjunto w hay un conjunto x que contiene exactamente a los miembros
de los miembros de w:

p@wqpDxqp@yqrpy P xq ðñ pDz P wqpy P zqs.

A este conjunto x lo denotamos por
Ť

zPw

z.

Axioma del conjunto potencia (AP)
Para cualquier conjunto x hay un conjunto y que contiene exactamente a sus subconjuntos:

p@xqpDyqp@zqrpz P yq ðñ pz Ď xqs.

A este conjunto y lo denotamos por Ppxq.

Observación: Podemos notar que p@xqr∅, x P Ppxqs.
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Teorema (del singulete): Para todo conjunto x hay un conjunto con único elemento x.

Demostración: Dado x, por AP es posible considerar Ppxq como conjunto, con x P Ppxq,
además la fórmula fpzq :“ pz “ xq claramente tiene a z como única variable libre,
aśı por esquema de especificación nos es posible construir:

tz P Ppxq | z “ xu “ txu. ˝

Observación: Pp∅q “ t∅u y PpPp∅qq “ t∅, t∅uu.

Teorema (del par): Para cualesquiera dos conjuntos w y x existe el conjunto y
cuyos únicos miembros son w y x:

p@wqp@xqpDyqp@zqtpz P yq ðñ rpz “ wq _ pz “ xqsu.

A este conjunto lo denotamos por tw, xu.

Demostración: Por existencia del conjunto vaćıo y AP sabemos que Pp∅q y PpPp∅qq
son conjuntos, definamos ahora la fórmula con variables libres u y v como
fpu, vq :“ rpu “ ∅ ^ v “ wq _ pu “ t∅u ^ v “ xqs, se cumplen los requisitos de EAR,
en particular si u “ ∅ tenemos v “ w y si u “ t∅u tenemos v “ x, y recurriendo a EAR:

p@uqpDV qp@zq rz P V s ðñ pDt P uqrfpt, zqs

ðñ pDt P uqrpt “ ∅^ z “ wq _ pt “ t∅u ^ z “ xqs

ðñ p∅ P u^ z “ wq _ pt∅u P u^ z “ xq.

Aśı al restringir nuestro dominio u :“ PpPp∅qq “ t∅, t∅uu tenemos que:

pDV qp@zq rz P V s ðñ pz “ wq _ pz “ xq.

Siendo V el conjunto deseado, concluyendo aśı esta prueba. ˝

Axioma de fundación (AF)
Todo conjunto no vaćıo x contiene un miembro y tal que x y y son conjuntos disjuntos:

p@xqrpx ‰ ∅q ùñ pDy P xqp@z P xqpz R yqs.

Axioma de infinitud (AI)
Existe un conjunto infinito:

pDxqrp∅ P xq ^ p@y P xqpry Y tyus P xqs.

Estos axiomas son la base formal usual para la construcción de las matemáticas,
desde la construcción de la aritmética de Peano (N,`,ˆ) hasta el análisis funcional,
entre muchas otras.
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1.2. Relaciones y teoŕıa de grupos

Par ordenado: SeanX, Y conjuntos, definimos el par ordenado pX, Y q :“ ttXu, tX, Y uu.

Producto cartesiano: Sean X, Y conjuntos, definimos el producto cartesiano,
mediante especificación, como X ˆ Y :“ tz P PpPpX Y Y qq | Dx P X, y P Y D z “ px, yqu.

Relación binaria: Sean X y Y conjuntos.
Diremos R es una relación binaria de X a Y si y sólo si R Ď X ˆ Y .
El hecho de que px, yq P R lo denotamos por xRy, lo cual se lee como “x se relaciona con y”.
En caso de que X “ Y diremos simplemente que R es una relación binaria en X.

Orden: Sea X un conjunto. Una relación binaria ď en X es un orden si es:
Reflexiva:

@x P X x ď x.

Antisimétrica:

@x, y P X px ď y ^ y ď x ùñ x “ yq.

Transitiva:

@x, y, z P X px ď y ^ y ď z ùñ x ď zq.

Orden total: Sea X un conjunto con un orden ď, diremos ď es un orden total si:

@x, y P X x ď y _ y ď x. ùñ x “ y

En tal caso, diremos que X es una cadena.

Conjunto superiormente acotado: Sea X un conjunto con un orden ď, diremos que
Y Ď X es superiormente acotado si:

Dx P X, y, z, @y P Y y ď x. ùñ x “ y

A todo elemento x con esta propiedad lo llamaremos una cota superior para Y .

Conjunto con maximal: Sea X un conjunto con un orden ď, X es con maximal si:

Dx P X, y, z, @y P X px ď y ùñ x “ yq.

A todo elemento x con esta propiedad lo llamaremos un maximal de X.
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Buen orden: Sea X un conjunto con un orden ď, ď será un buen orden si:

@Y P PpXqzt∅u Dy P Y @x P Y y ď x.

Al único elemento y con esta propiedad lo llamaremos el mı́nimo de Y , denotado mı́npY q.

Observación: Todo buen orden es un orden total.

Conjunto con máximo: Sea X un conjunto con un orden ď, X es con máximo si:

@Y P PpXqzt∅u Dz P X @x P X x ď z.

Al único elemento z con esta propiedad lo llamaremos el máximo de Y , denotado máxpY q.

Relación de equivalencia: Sea X un conjunto, diremos que una relación binaria R en X
es de equivalencia si es:
Reflexiva:

@x P X xRx.

Simétrica:

@x, y P X pxRy ùñ yRxq.

Transitiva:

@x, y, z P X pxRy ^ yRz ùñ xRzq.

Clase de equivalencia: Sea X un conjunto y R una relación de equivalencia en X.
Definimos (por especificación) la clase de equivalencia de x P X, denotada rxsR, como:

rxsR :“ ty P X : yRxu.

Observación: De la reflexividad de R se sigue que x P rxsR.

Conjunto cociente: Sea X un conjunto y R una relación de equivalencia en X.
Definimos (por especificación) el conjunto cociente como:

X{R :“ ty P PpXq : pDx P Xqpy “ rxsRqu “ trxsR : x P Xu.

Partición: Sea X un conjunto, diremos que P Ď PpXq es una partición de X si y sólo si:
La colección P no contiene al conjunto vaćıo:

∅ R P.

La unión de los conjuntos de P es igual a X:
ď

qPP

q “ X.

Los elementos de P son disjuntos a pares:

p@q, r P P qrpq ‰ rq ùñ pq X r “ ∅qs.

Observación: Notemos que el conjunto vaćıo es la única partición del conjunto vaćıo,
y que cualquier partición de un conjunto no vaćıo es no vaćıa.
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Teorema (fundamental de las relaciones de equivalencia): Sean X un conjunto y
R una relación de equivalencia en X, entonces X{R forma una partición de X.

Demostración:
La colección P no contiene al conjunto vaćıo:

@y P X{R pDx P Xqpy “ rxsRq ùñ x P y ùñ y ‰ ∅ ùñ ∅ R X{R.

La unión de las clases de equivalencia es igual a X, nuevamente por la reflexividad de R:

@x P X xRx ùñ x P rxsR Ď X

ùñ X “
ď

xPP

txu Ď
ď

xPP

rxsR Ď X.

Las clases de equivalencia son disjuntas a pares, consideremos p, q P X{R, por definición
Dx, y P X tales que p “ rxsR y q “ rysR, supongamos:

pX q “ rxsR X rysR ‰ ∅ ðñ Dz P rxsR X rysR

ùñ zRx ^ zRy.

Por la reflexividad de R,

ùñ xRz ^ zRy.

Recurriendo a la transitividad de R,

ùñ xRy.

Luego:

@a P rxsR ðñ aRx ùñ aRx ^ xRy ùñ aRy ðñ a P rysR ùñ rxsR Ď rysR.

Mediante un razonamiento similar probamos que

rxsR Ě rysR,

de forma que

rxsR “ rysR.

Aśı, por contrapositiva

prxsR ‰ rysRq ùñ prxsR X rysR “ ∅q,

lo cual reescribimos como

@p, q P X{R pp ‰ qq ùñ ppX q “ ∅q. ˝

Función: Sean X, Y conjuntos y f relación binaria de X a Y , f será una función,
denotado f : X Ñ Y , si:

@x P X D!y P Y px, yq P f.

Comúnmente a este elemento y se le denota por fpxq.
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Restricción de una función: Sean X, Y conjuntos, f : X Ñ Y , y W Ď X, definimos
la restricción de f en W , como la función f |W : W Ñ Y tal que:

@x P W f |W pxq “ fpxq.

Operación binaria interna: Sea G conjunto no vaćıo, una operación binaria interna
sobre G es cualquier función f : GˆGÑ G, por cuestiones de notación fpg, hq “: g ˚ h.

Grupo:r2s Sea G un conjunto no vaćıo y ˚ una operación binaria interna en G,
diremos que la dupla pG, ˚q es un grupo si se cumplen las siguientes propiedades:
La operación ˚ es asociativa:

@g, h, i P G pg ˚ hq ˚ i “ g ˚ ph ˚ iq.

Existe un elemento neutro:

De P G @g P G e ˚ g “ g ˚ e “ g.

Todo elemento tiene un inverso:

@g P G Dg´1
P G g ˚ g´1

“ e.

Subgrupo: Sea pG, ˚q un grupo y H Ď G, diremos que H es subgrupo de G (H ă G)
si pH, ˚|HˆHq tiene estructura de grupo.

Subgrupo generado: Sea pG, ˚q grupo y S Ď G, el subgrupo generado por S, xSy,
se define como:

xSy :“
č

HĚS
HăG

H.

Este resulta ser el subgrupo más pequeño que contiene a S, aún más, se puede caracterizar:

x∅y “ teu,
S ‰ ∅ ùñ xSy “ txϵ11 ¨ ¨ ¨ x

ϵn
n | n P N, @i P t1, ¨ ¨ ¨ , nu xi P S, ϵi P t´1, 1uu.

Acción de grupo: Sea X conjunto y pG, ˚q grupo, diremos que la función α : XˆGÑ X
es una acción de grupo si cumple:

@x P X @g, h P G αpαpx, gq, hq “ αpx, g ˚ hq,

@x P X αpx, eq “ x.

Diremos una acción de grupo es libre si:

@x P X @g P G pαpx, gq “ x ùñ g “ eq.

Órbita: Sea X un conjunto, pG, ˚q un grupo y α : G ˆ X Ñ X una acción de grupo,
definimos entonces la órbita de x P X:

Orbpxq :“ ty P X | Dg P G D y “ αpx, gqu.
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Teorema: Sea X un conjunto, pG, ˚q un grupo y α : X ˆ G Ñ X una acción de grupo,
el conjunto de órbitas inducen una partición de X.

Demostración:
Por el teorema fundamental de las relaciones de equivalencia basta demostrar que
la relación binaria definida mediante:

xRy ðñ x P Orbpyq,

es de equivalencia y sus clases son las órbitas, aśı el conjunto de órbitas particiona a X.
Reflexividad:

@x P X αpx, eq “ x ùñ

Dg :“ e P G D x “ αpx, gq ùñ

x P Orbpxq.

Simetŕıa:

@x, y P X x P Orbpyq ùñ

Dg P G D x “ αpy, gq ùñ

αpx, g´1
q “ αpαpy, gq, g´1

q “ αpy, g ˚ g´1
q “ αpy, eq “ y ùñ

Dh :“ g´1
P G D y “ αpx, hq ùñ

y P Orbpxq.

Transitividad:

@x, y, z P X x P Orbpyq, y P Orbpzq ùñ

Dg P G D x “ αpy, gq, Dh P G D y “ αpz, hq ùñ

αpz, h ˚ gq “ αpαpz, hq, gq “ αpy, gq “ x ùñ

Di :“ ph ˚ gq P G D x “ αpi, zq ùñ

x P Orbpzq.

Además:

rxsR “ ty P X : yRxu “ ty P X : y P Orbpxqu “ Orbpxq. ˝

Distancia euclidiana:r3s La distancia euclidiana es la función d : Rn ˆ Rn Ñ R:

@x “

¨

˚

˝

x1
...
xn

˛

‹

‚

, y

¨

˚

˝

y1
...
yn

˛

‹

‚

P Rn dpx, yq :“

d

n
ÿ

i“1

pxi ´ yiq2.

Isometŕıa:r3s Una función ϕ : Rn Ñ Rn será una isometŕıa si preserva distancias:

@, y P Rn dpx, yq “ dpϕpxq, ϕpyqq.
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Conjunto descomponible:r3s Un conjunto S Ď Rn es descomponible en m conjuntos
A1, A2, ¨ ¨ ¨ , Am Ď Rn si y sólo si existen isometŕıas ϕ1, ϕ2, ¨ ¨ ¨ , ϕm : Rn Ñ Rn tales que:

m
ď

i“1

ϕipAiq “ S,

@j ‰ k ϕjpAjq X ϕkpAkq “ ∅.
A tal unión se le conoce como una descomposición.

Equidescomponibilidad: Dos conjuntos S, T Ď Rn se dice son equidescomponibles
si y sólo si existe un conjunto:

E :“ tA1, A2, ¨ ¨ ¨ , Amu Ă PpRn
q.

Tal que S y T son descomponibles en los m elementos de E.

Ahora, retrocedamos un paso y desarrollemos una intuición de la equidescomponibilidad,
por definición tenemos una lista de figuras (los elementos de la equidescomposición)
y una lista de acciones (las isometŕıas), como lo son reflexiones, rotaciones y traslaciones,
de tal manera que podemos formar dos nuevas figuras (los conjuntos equidescomponibles)
pegando de distintas formas las mismas figuras iniciales, como armando con un Tangram.

Teorema: La equidescomponibilidad es preservada bajo subconjuntos.
Sean P,Q Ď Rn equidescomponibles, sea S Ď P , entonces existe T Ď Q tal que
S y T son equidescomponibles.

Demostración:
Sea A1, ¨ ¨ ¨ , Am descomposición de P y Q, e isometŕıas µ1, ν1, ¨ ¨ ¨ , µm, νm : Rn Ñ Rn:

P “
m
ď

i“1

µipAiq, Q “
m
ď

i“1

νipAiq.

Al considerar Bi :“ µ´1
i pS X µipAiqq Ď Ai tenemos que:

m
ď

i“1

µipBiq “

m
ď

i“1

µipµ
´1
i pS X µipAiqqq “

m
ď

i“1

S X µipAiq “ S X
m
ď

i“1

µipAiq “ S X P “ S.

Teniendo aśı una descomposición de S, aún más, debido a que Bi Ď Ai:

T :“
m
ď

i“1

νpBiq Ď

m
ď

i“1

νpAiq “ Q.

Dando aśı la equidescomposición de S y T . ˝
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Teorema: La equidescomponibilidad es una relación de equivalencia en PpRnq.

Demostración:
Reflexividad: Para demostrar es reflexiva basta notar que la identidad es una isometŕıa.
Simetŕıa: No hay un orden a la relación de ser equidescomponible, se sigue la simetŕıa.
Transitividad: Sean A,B,C Ď Rn donde A y B son equidescomponibles y B y C también.
Sea X1, ¨ ¨ ¨ , Xm descomposición de A y B, junto isometŕıas µ1, ν1, ¨ ¨ ¨ , µm, νm : Rn Ñ Rn:

A “
m
ď

i“1

µipXiq, B “
m
ď

i“1

νipXiq.

Similarmente, Y1, ¨ ¨ ¨ , Yp descomposición de B,C, e isometŕıas ξ1, τ1, ¨ ¨ ¨ , ξp, τp : Rn Ñ Rn:

B “
p

ď

i“1

ξipYiq, C “
p

ď

i“1

τipYiq.

Al considerar Zi,j :“ νipXiq X ξjpYjq, con i, j P N (1 ď i ď m, 1 ď j ď p) tenemos:

m
ď

i“1

p
ď

j“1

pµi ˝ ν
´1
i qpνipXiq X ξjpYjqq “

m
ď

i“1

pµi ˝ ν
´1
i ˝ νiqpXiq “ A,

m
ď

i“1

p
ď

j“1

pτj ˝ ξ
´1
j qpνipXiq X ξjpYjqq “

p
ď

j“1

pτj ˝ ξ
´1
j ˝ ξiqpYjq “ C.

Por lo que los Zi,j junto a las isometŕıas µi ˝ ν
´1
i y τj ˝ ξ

´1
j equidescomponen a A y C. ˝

Teorema: La equidescomponibilidad es preservada bajo uniones 1-1.
Sean tS1, S2, ¨ ¨ ¨ , Smu y tT1, T2, ¨ ¨ ¨ , Tmu conjuntos de conjuntos en Rn tales que
para cada j P t1, 2, ¨ ¨ ¨ ,mu, Sj y Tj sean equidescomponibles, entonces los conjuntos
S :“

Ťm
i“1 Si y T :“

Ťm
i“1 Ti también lo son.

Demostración:
Por hipotésis tenemos que podemos descomponer simultáneamente a Sj y Tj:

@j P t1, ¨ ¨ ¨ ,mu DAj,1, ¨ ¨ ¨ , Aj,kj Ď Rn
Dϕj,1, ¨ ¨ ¨ , ϕj,kj : Rn

Ñ Rn Sj “

kj
ď

l“1

ϕj,lpAj,lq,

Dθj,1, ¨ ¨ ¨ , θj,kj : Rn
Ñ Rn Tj “

kj
ď

l“1

θj,lpAj,lq.

Entonces:

S “
m
ď

j“1

Sj “

m
ď

j“1

kj
ď

l“1

ϕj,lpAj,lq, T “
m
ď

j“1

Tj “
m
ď

j“1

kj
ď

l“1

θj,lpAj,lq.

Dando aśı la equidescomposición de S y T . ˝
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1.3. Topoloǵıas, juegos y estrategias

En el marco de este escrito consideraremos las siguientes definiciones:

Topoloǵıa: Sea X un conjunto, y τ Ď PpXq, diremos que τ es una topoloǵıa de X si:
El conjunto X es elemento de esta colección:

X P τ.

La colección es cerrada bajo uniones arbitrarias:

@σ Ď τ
ď

APσ

A P τ.

La colección es cerrada bajo intersecciones a pares (y por ende bajo intersecciones finitas):

@A1, A2 P τ A1 X A2 P τ.

En tal caso diremos que la dupla pX, τq es un espacio topológico

Observación: En la mayoŕıa de la bibliograf́ıa se pide ∅ P τ , aqúı no lo haremos, pues:

∅ Ď τ
ď

AP∅

A “ ∅ P τ.

Abierto: Sea pX, τq un espacio topológico, diremos que A Ď X es abierto si A P τ .

Cerrado: Sea pX, τq un espacio topológico, diremos que C Ď X es cerrado si XzC P τ .

Borel: Sea pX, τq un espacio topológico, diremos que B Ď X es Borel si pertenece
a la cerradura bajo las operaciones de unión e intersección contables y complemento
(respecto a X) de la colección de abiertos, o equivalentemente, de cerrados.

Base topológica: Sea X conjunto, y B Ď PpXq, B será una base topológica de X si:
B cubre a X, es decir, todo elemento del conjunto X es elemento de algún miembro de B:

@x P X DB P B D x P B Ď X.

Y:

@B1, B2 P B @x P B1 XB2 DB3 P B D x P B3 Ď B1 XB2.

Básico: Sea X conjunto, y B base topológica de X, diremos W Ď X es básico si W P B.

Teorema: Sea pX, τq un espacio topológico, entonces τ es una base topológica. ˝

Demostración: Por definición de topoloǵıa τ Ď PpXq, además τ cubre a X pues X P τ ,
y la propiedad restante se obtiene de la cerradura bajo intersección a pares.
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Teorema (Topoloǵıa generada por una base): Sea X conjunto y B base topológica de X,
entonces τpBq :“ tA P PpXq | @x P A : DB P B D x P B Ď Au es una topoloǵıa de X,
a la cual llamaremos la topoloǵıa generada por B.

Demostración:
El conjunto X es elemento de esta colección, notemos que por definición de base:

@x P X DB P B D x P B Ď X ñ

X P τpBq.

La colección es cerrada bajo uniones arbitrarias:

@σ Ď τpBq, @x P
ď

APσ

A DA P σ Ď τpBq D x P A ñ

DB P B D x P B Ď A Ď
ď

APσ

A ñ

ď

APσ

A P τpBq.

La colección es cerrada bajo intersecciones a pares (y por ende bajo intersecciones finitas):

@A1, A2 P τpBq, @x P A1 X A2 rx P A1 P τpBqs ^ rx P A2 P τpBqs ñ

rDB1 P B D x P B1 Ď A1s ^ rDB2 P B D x P B2 Ď A2s ñ

B1, B2 P B D x P B1 XB2 Ď A1 X A2 ñ

DB3 P B D x P B3 Ď B1 XB2 Ď A1 X A2 ñ

A1 X A2 P τpBq. ˝

Corolario: Sea X conjunto y B base topológica de X, la topoloǵıa generada por B
puede ser caracterizada como:

τpBq “
!

ď

BPβ

B | β Ď B
)

.

Demostración: Loren

A P
!

ď

BPβ

B | β Ď B
)

ùñ Dβ Ď B D A “
ď

BPβ

B

ùñ p@x P Aq pDB P β Ď B D x P B Ď Aq

ùñ A P τpBq.

Y:

A P τpBq ùñ p@x P Aq pDBx P B D x P Bx Ď Aq

β :“ tBx | x P Au Ď B ùñ p@x P Aq pDBx P β D x P Bxq ^ p@Bx P βqpBx Ď Aq

ùñ A “
ď

xPA

Bx P

!

ď

BxPβ

Bx | β Ď B
)

. ˝
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Corolario: Sea X un conjunto y B una base topológica de X, entonces B Ď τpBq.

Demostración: @B1 P B podemos definir β :“ tB1u Ď B, aśı B1 “
Ť

BPβ B P τpBq. ˝

Teorema: Sea X conjunto y B1,B2 bases topológicas en X, luego:

τpB1q Ď τpB2q ðñ p@B1 P B1q p@x P B1q pDB2 P B2 D x P B2 Ď B1q.

Demostración:

ñ) Supongamos:

τpB1q Ď τpB2q ùñ

Por el corolario anterior:

B1 Ď τpB1q Ď τpB2q ùñ

p@B1 P B1qpB1 P τpB2qq ùñ

Recurriendo a la definición de topoloǵıa generada por B2 obtenemos la propiedad:

p@B1 P τpB1qqp@x P B1qpDB2 P B2 D x P B2 Ď B1q

ð) Para esta implicación partimos de que:

p@B1 P B1q p@x P B1q pDB2 P B2 D x P B2 Ď B1q.

Por definición de la topoloǵıa generada por B1:

p@U P τpB1qqp@x P UqpDB1 P B1 D x P B1 Ď Uq ùñ

Recurriendo a nuestra hipótesis, pues B1 P B1 y x P B1:

p@U P τpB1qqp@x P UqpDB1 P B1 D x P B1 Ď UqpDB2 P B2 D x P B2 Ď B1 Ď Uq ùñ

p@U P τpB1qqp@x P UqpDB2 P B2 D x P B2 Ď Uq ùñ

Lo cual es nuevamente la definición de topoloǵıa generada, sólo que ahora, por B2:

p@U P τpB1qqpU P τpB2qq ùñ

τpB1q Ď τpB2q. ˝
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Subbase topológica: Sea X conjunto y S Ď PpXq, S es subbase topológica de X si:
S cubre a X, es decir, todo elemento del conjunto X es elemento de algún miembro de S:

ď

SPS
S “ X; lo cual es equivalente a @x P X DS P S D x P S Ď X.

Subbásico: Sea X conjunto, S subbase topológica de X, W Ď X es subbásico si W P S.

Teorema (Base generada por una subbase): Sea X conjunto y S subbase topológica de
X, luego BpSq :“ tB P PpXq | DS1, ¨ ¨ ¨ , Sn P S D B “

Şn
i“1 Siu es base topológica de X,

a la cual llamaremos la base generada por S.

Demostración: Claramente S Ď BpSq, basta tomar S P S y considerar S “
Ş1

i“1 S,
en consecuencia por definición de subbase:

@x P X DS P S Ď BpSq D x P S Ď X.

Además, por construcción notemos que BpSq es cerrado bajo intersecciones a pares:

@B1, B2 P BpSq
DS1, ¨ ¨ ¨ , Sn1 P S D B1 “

Şn1

i“1 Si,
DS 1

1, ¨ ¨ ¨ , S
1
n2
P S D B2 “

Şn2

i“1 S
1
i.

En consecuencia de este hecho:

DS1, ¨ ¨ ¨ , Sn1 , Sn1`1 :“ S 1
1, ¨ ¨ ¨ , Sn1`n2 :“ S 1

n2
P S D B1 XB2 “

n1`n2
č

i“1

Si,

Por lo que:

B1 XB2 P BpSq.

Aśı se cumple inmediatamente la propiedad:

@B1, B2 P BpSq @x P B1 XB2 DB3 :“ B1 XB2 P BpSq D x P B3 “ B1 XB2 Ď B1 XB2.

Verificándose que BpSq es una base topológica de X. ˝

Corolario: Sea X un conjunto y S una subbase topológica de X, entonces S Ď BpSq.

Demostración: @S 1 P S podemos definir S1 :“ S 1, aśı DS1 tal que S 1 “
Ş1

i“1 Si P BpSq.
En consecuencia S Ď BpSq Ď τpBpSqq, aśı todo subbásico es básico y por ende abierto. ˝
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Topoloǵıa discreta: Sea X un conjunto, definimos:

τD :“ PpXq.
Claramente esta es una topoloǵıa, y la llamaremos la topoloǵıa discreta de X.

Imagen inversa: Sean X y Y un par de conjuntos y f : X Ñ Y , entonces
definiremos a la imagen inversa del conjunto Z Ď Y bajo f , como:

f´1
pZq :“ tx P X | fpxq P Zu.

Producto cartesiano: Sea F “ tXiuiPI una familia indexada de conjuntos no vaćıos,
con I un conjunto arbitrario de ı́ndices, definiremos el producto carteasiano de F como:

ź

iPI

Xi :“
!

f : I Ñ
ď

iPI

Xi

ˇ

ˇ

ˇ
@i P I : fpiq P Xi

)

.

Observación: Entenderemos por familia de conjuntos a un conjunto de conjuntos.

Proyección: Sea F “ tXiuiPI una familia indexada arbitraria de conjuntos no vaćıos,
dado j P I, definiremos la j-ésima proyección:

pj :
ź

iPI

Xi ÑXj

x ÞÑxpjq

Topoloǵıa producto: Sea F “ tpXi, τiquiPI una familia indexada de espacios topológicos,
donde I es un conjunto arbitrario de ı́ndices. Consideremos a la familia FX “ tXiuiPI ,
para posteriormente construir su producto cartesiano XP :“ ΠiPIXi. El siguiente paso
en la construcción será dotar a éste de una topoloǵıa, para esto consideraremos la subbase:

S :“ tp´1
j pAjq | j P I, Aj P τju Ď PpXP q.

Para verificar que esta es una subbase de XP basta el siguiente razonamiento:

p@j P Iq Xj P τj ñ p@j P Iq XP “ p´1
j pXjq P S

ñ p@x P XP q DS :“ XP P S D x P S “ Xp Ď XP .

Por otro lado notemos la siguiente caracterización:

p@j P Iqp@Aj P τjq p´1
j pAjq : “

ź

iPI

Wjpiq, Wjpiq :“
!

Xi i ‰ j
Aj i “ j

De esta forma al generar la base:

BpSq : “ tS1 X ¨ ¨ ¨ X Sn | @m P t1, ¨ ¨ ¨ , nuSm P Su
“ tp´1

j1
pAj1q X ¨ ¨ ¨ X p

´1
jn
pAjnq | @m P t1, ¨ ¨ ¨ , nu, jm P I, Ajm P τjmu

“

!

ź

iPI

Vi | rp@i P IqVi P τis ^ rp@" i P IqVi “ Xis

)

.

Nos es posible dotar a Xp de la que llamaremos la topoloǵıa producto τP :“ τpBpSqq.
En ese mismo sentido, a la dupla pXP , τP q le llamaremos el espacio producto de F .
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El espacio de Baire:r4s Iniciemos definiendo con ı́ndices @n P N : Xn :“ N, τn :“ τD,
de manera que podamos construir la familia de espacios topológicos F “ tpXn, τnqunPN,
y definiremos al espacio de Baire como el espacio producto de F , consecuentemente:

ź

nPN

Xn : “
!

f : NÑ
ď

nPN

Xn

ˇ

ˇ

ˇ
@n P N : fpnq P Xn

)

“

!

f : NÑ
ď

nPN

N
ˇ

ˇ

ˇ
@n P N : fpnq P N

)

“ tf : NÑ N | @n P N : fpnq P Nu
“ tf : NÑ Nu
“ NN.

Aśı el espacio de Baire es el conjunto de sucesiones de números naturales dotado de
la topoloǵıa producto de una cantidad contable de copias de N con la topoloǵıa discreta,
notemos que N es equipotente a Q X r0, 1s, luego NN y pQ X r0, 1sqN también lo son,
de forma que visualizaremos:

X0 “ N X1 “ N X2 “ N Xn “ N Xn`1 “ N

¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨

Figura 1.1: Visualización del espacio de Baire y uno de sus elementos.

Ahora intentemos visualizar a los básicos, realizando las sustituciones adecuadas sabemos:

BpSq “
!

č

k“1,¨¨¨ ,n

p´1
jk
pAjkq | n P N, @k P t1, ¨ ¨ ¨ ,mu, jk P N, Ajk Ď Nu

“

!

ź

nPN

Vn D rp@n P NqVn Ď Ns ^ rp@" n P NqVn “ Ns
)

.

X0 Ă N X1 Ă N X2 “ N Xn “ N Xn`1 Ă N Xn`2 Ă N Xn`3 “ N

¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨

Figura 1.2: Un básico del espacio de Baire (área sombreada) y uno de sus elementos.
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Estos básicos no resultan tan intuitivos, aśı propondremos una subbase más conveniente:

S 1 :“
!

p´1
j ptajuq | j P N, aj P N

)

Ď S.

Lo cual a su vez resulta en una base más conveniente:

BpS 1
q :“

!

m
č

k“1

p´1
jk
ptajkuq | m P N, @k P t1, ¨ ¨ ¨ ,mu, jk P N, ajk P N

)

Ď BpSq.

Verifiquemos que ambas bases generen la misma topoloǵıa, por la contención anterior:

p@B1 P BpS 1
qq p@x P B1q pDB2 :“ B1 P BpS 1

q Ď BpSq D x P B2 Ď B1q.

Lo cual por un resultado anterior implica que:

τpBpS 1
qq Ď τpBpSqq.

Basta aśı probar la contención contraria, sean:

B2 “

m
č

k“1

p´1
jk
pAjkq P BpSq x P B2 B1 :“

m
č

k“1

p´1
jk
ptxpjkquq P BpS 1

q.

Por definición de imagen inversa:

@y P B1 ypjkq “ xpjkq P Ajk ñ y P B2.

Aśı, en particular:

x P B1 Ď B2.

τpBpS 1
qq Ě τpBpSqq.

X0 “ ta0u X1 “ ta1u X2 “ N Xn´1 “ N Xn “ tanu Xn`1 “ N Xn`2 “ N

¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨

Figura 1.3: Visualización de un cilindro del espacio de Baire y uno de sus elementos.

En este caso los básicos son productos de N salvo una cantidad finita de entradas,
en las cuales es un singulete, a estos básicos los llamaremos también conjuntos cilindro.
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Otra alternativa que resultará útil en el futuro será:

B2 :“
!

m
č

k“1

p´1
k ptakuq | m P N, @k P t1, ¨ ¨ ¨ ,mu, ak P N

)

Ď BpSq.

Verifiquemos rápidamente que es una base:

@x P NN
DB :“ p´1

1 ptxp1quq P B D x P B2
Ď X

B1 “
Şm

k“1 p
´1
k ptakuq P B2

B2 “
Şm1

k“1 p
´1
k pta

1
kuq P B2

@x P B1 XB2 DB :“

máx
tm,m1u

č

k“1

p´1
k ptakuq P B

2

D x P B Ď B1 XB2

Similarmente a la página anterior, verifiquemos que genera la misma topoloǵıa:

p@B1 P B2
q p@x P B1q pDB2 :“ B1 P B2

Ď BpSq D x P B2 Ď B1q

τpB2
q Ď τpBpSqq

Basta aśı probar la contención contraria, sean:

B2 “

m
č

k“1

p´1
jk
pAjkq P BpSq x P B2 B1 :“

máx
tj1,¨¨¨ ,jmu

č

l“1

p´1
l ptxplquq P BpS

1
q.

Por definición de imagen inversa:

@y P B1 l “ jk : yplq “ xplq P Al ñ y P B2,

aśı, en particular:

x P B1 Ď B2

τpB2
q Ě τpBpSqq

X0 “ ta0u X1 “ ta1u X2 “ ta2u Xn “ tanu Xn`1 “ N Xn`2 “ N

¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨

Figura 1.4: Visualización de un cono del espacio de Baire y uno de sus elementos.

En esta ocasión vemos que los básicos son segmentos hasta un punto en el que se ramifican,
aśı a estos básicos los llamaremos conos.
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Juego de Gale-Stewart:r5s Considere el conjunto de sucesiones naturales NN y A Ď NN,
entonces podemos definir el juego de Gale-Stewart asociado al conjunto A como el juego
infinito con información perfecta de dos jugadores alternados, donde eligen un natural,
esto se puede visualizar como:

1. El jugador 1 escoge un natural n0.

2. El jugador 2 ve la jugada anterior y escoge un natural n1.

3. El jugador 1 ve la jugada anterior y escoge un natural n2.

4. Continuamos este proceso alternando jugadores.

Al “acabar” el juego, los jugadores habrán formado una sucesión n “ xn0, n1, . . . y P NN,
donde el jugador 1 gana si n P A y el jugador 2 gana en caso contrario, es decir, si n R A.
Denotamos a este juego por GA.

Juego de Gale-Stewart abierto/Borel/cerrado: Diremos un juego de Gale-Stewart es
abierto/Borel/cerrado si su conjunto asociado es abierto/Borel/cerrado (resp.)
en el espacio de Baire.

Estrategias: Una estrategia para el Jugador 1 es una función:

σ :
ď

kPN

N2k
Ñ N.

Similarmente una estrategia para el Jugador 2 es una función:

ρ :
ď

kPN

N2k`1
Ñ N.

Notemos que esta definición la hemos construido independientemente de un juego.

Estrategias ganadoras para GA: Consideremos A Ď NN y su juego correspondiente,
diremos que la estrategia σ para el Jugador 1 es ganadora si:

@ρ :
ď

kPN

N2k`1
Ñ N xσp∅q, ρpσp∅qq, σpxσp∅q, ρpσp∅qqyq, ¨ ¨ ¨ y P A.

Si bien esta definición es aparentemente compleja, la idea detrás es bastante sencilla,
lo que se nos dice es que independientemente de los movimientos que haga el Jugador 2,
el Jugador 1 gana si sigue esta estrategia.
De manera similar diremos que la estrategia ρ para el Jugador 2 es ganadora si:

@σ :
ď

kPN

N2k
Ñ N xσp∅q, ρpσp∅qq, σpxσp∅q, ρpσp∅qqyq, ¨ ¨ ¨ y R A.

Análogamente al caso anterior, esto implica que para cualquier movida del Jugador 1,
el Jugador 2 gana al aplicar esta estrategia.
Diremos que un juego es determinado si algún jugador posee una estrategia ganadora.
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Teorema: Existe un juego de Gale-Stewart determinado.

Demostración: Considere el conjunto:

A :“ txa0, a1, ¨ ¨ ¨ y PNN
| a0 “ 0u.

Basta aśı tomar una estrategia (para J1) tal que:

σp∅q “0.

Esta resulta ganadora, pues independientemente de cualquier movimiento:

xσp∅q, ρpσp∅qq, ¨ ¨ ¨ y “x0, ρpσp∅qq, ¨ ¨ ¨ y P A. ˝

Observación: Sea A Ď NN un conjunto abierto en el espacio de Baire y a P A,
entonces existe un básico (segmento inicial) B Ď A tal que a P B, aśı en el juego GA,
para toda secuencia ganadora de 1 hubo un punto finito del juego donde aseguró el gane.

Teorema (Determinación de juegos abiertos): Sea A Ď NN un conjunto abierto
(en el espacio de Baire), entonces su juego de Gale-Stewart asociado está determinado.

Demostración: Supongamos que el jugador 1 no tiene una estrategia ganadora para GA,
aśı no hay un primer movimiento a0 P N que le asegure la victoria, en otras palabras:

@a0 P N Dρpa0q P N D ta0u ˆ tρpa0qu ˆ NN
Ę A.

Supongamos aśı que J1 juega un a1
0 cualquiera, y que J2 juega su ρpa1

0q correspondiente.
Consideremos ahora el conjunto:

Axa1
0, ρpa1

0qy :“
!

xb0, b1, ¨ ¨ ¨ y P NN ˇ

ˇ xa10, ρpa1
0q, b0, b1, ¨ ¨ ¨ y P A

)

.

J1 no tiene estrateǵıa ganadora para GA
xa1

0, ρpa1
0qy

, para ningún a1
0, pues de lo contrario,

elegiŕıa el mı́nimo a1
0 para el que si la tenga y obtendŕıa una estrateǵıa ganadora para GA

Además, toda jugada ganadora para 1 en GA
xa1

0, ρpa1
0qy

tiene que ocurrir en una etapa finita,

si esto no sucediera habŕıa una jugada ganadora en GA que no sucede en una etapa finita,
contradiciendo nuestra observación. Luego no hay un primer movimiento a2 (enGA

xa1
0, ρpa1

0qy
)

que le dé el gane:

@a2 P N Dρpa0, ρpa
1
0q, a2q P N D ta2u ˆ tρpa0, ρpa

1
0q, a2qu ˆ NN

Ę Axa10, ρpa1
0qy.

Supongamos que J1 juega un a1
2 cualquiera, y que J2 juega su ρpa0, ρpa

1
0q, a2q.

Construyamos de forma similar a nuestro paso anterior el conjunto:

Axa1
0, ρpa1

0q, a1
2, ρpa0,ρpa1

0q,a2qy :“
!

xb0, b1, ¨ ¨ ¨ y P NN ˇ

ˇ xa10, ρpa1
0q, a

1
2, ρpa0, ρpa

1
0q, a2q, b0, b1, ¨ ¨ ¨ y P A

)

.

Por la misma lógica que antes se ve J1 no tiene estrateǵıa ganadora en su juego asociado y
que si J1 ganara lo haŕıa en una etapa finita, continuamos aśı este proceso inductivamente,
dándonos una estrategia ganadora para J2, pues le niega ganar a J1 en una etapa finita.˝
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El siguiente resultado no tendrá demostración formal, resaltando sus ideas principales,
esto por la complejidad y longitud de la demostración, y no se empleará más adelante.

Teorema (Determinación de juegos de Borelr6s,r7s): Sea B Ď NN un conjunto Borel
(en el espacio de Baire), entonces su juego de Gale-Stewart asociado está determinado.

Bosquejo: La idea central de esta prueba es que al tratar con conjuntos de Borel
basta encontrar una propiedad conservada bajo complementos y uniones numerables y
demostrar que ésta se cumple para el caso base de conjuntos cerrados.
En primera instancia es natural proponer el estar determinado como tal propiedad,
sin embargo, en caso de existir un juego no determinado con conjunto asociado A,
basta considerar los conjuntos A0 :“ A Y ta P NN|a0 “ 0u y A1 :“ A Y ta P NN|a0 ‰ 0u,
notar que sus juegos asociados están determinados, y razonar que por leyes de De Morgan:

A “ A0 X A1 “ pA
c
0 Y A

c
1q

c.

Para concluir que la determinación no se conserva al operar bajo complemento y unión,
aśı habrá que proponer alguna propiedad más fuerte y verificar que esta se conserve.
Como primer acercamiento Martin define a lo que llama elevar un juego, cuyas ideas son,
mapear un juego a otro más simple (por ejemplo, uno de Borel a uno abierto y cerrado),
y las estrateǵıas ganadoras en el juego simple llevan a estrateǵıas ganadoras en el original,
Luego, Martin define a lo que llama una cubierta de un árbol, y una k-cubierta,
subyacientemente elevando juegos, en uniones adecuadas (tanto finitas como numerables).
Como propiedad resultante, Martin propone el concepto de ser un conjunto desenredado,
el cual consiste en que haya una cubierta que eleve su juego a uno abierto y cerrado,
para luego probar que todo juego asociado a un conjunto desenredado es determinado.
La demostración finaliza con un caso base, al probar que los cerrados son desenredados,
e inductivamente, pues desenredarse se conserva bajo complementos y uniones numerables,
luego los Borel se desenredan y por ende son determinados.
La demostración la puede consultar el lector en r6s. ˝
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Caṕıtulo 2

ZF+AC: Resultados y Patoloǵıas

En este caṕıtulo exploraremos algunos resultados, tanto intuitivos como contraintuitivos,
consecuentes a asumir el axioma de elección (AC) dentro de la teoŕıa de Zermelo-Fraenkel
con el fin de apreciar la utilidad de sus alternativas más débiles junto con su contraparte,
antes de todo esto empecemos definiendo el axioma:

Axioma de elección (AC)r8s:
Para toda colección F de conjuntos no vaćıos disjuntos a pares, existe un conjunto E que
contiene exactamente un elemento de cada conjunto de F :

@F D pr∅ R F s ^ r@A P F, @B P F ztAu : AXB “ ∅sq DE D p@A P F |E X A| “ 1q.

A este conjunto E lo llamaremos conjunto de elección o selector.

Esta formulación del axioma de elección será la que usaremos a lo largo del caṕıtulo,
habiendo dicho esto vale la pena ver algunas de sus equivalencias.

2.1. Equivalencias

Existencia de una función de elección (FE):
Para cualquier colección F de conjuntos no vaćıos, existe una función de elección e
definida en F , es decir, una función que mapea cada conjunto de F a uno de sus elementos.

@F r∅ R F s De : F Ñ
ď

F D p@A P F epAq P Aq.

Lema de Zorn (LZ):
Sea X ‰ ∅ un conjunto con orden ď. Si toda cadena Y de X es acotada superiormente,
entonces X es con maximal.

Teorema del buen orden de Zermelo (BO):
Todo conjunto X admite un buen orden, es decir, tal que @Y Ď X, Y ‰ ∅, existe mı́npY q.
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Habiendo enunciado estos, parece necesario hablar del contexto histórico detrás de ellos,
este empieza, como muchos conceptos fundamentales de la teoŕıa de conjuntos, con Cantor,
quien en 1883 ideó el principio del buen orden como uno “fundamental del pensamiento”,
en otras palabras, lo consideraba básico para la construcción de la teoŕıa de conjuntos,
un axioma; esto resultó controvertido en su momento, pues su formulación no es evidente.
Una persona que era parte de esta corriente de pensamiento fue Ernst Zermelo,
formulando el axioma de elección para demostrar el principio del buen orden en 1904,
en un intento de mostrarlo como la implicación de un enunciado aún más primitivo.
Por otro lado y tiempo después, en el año 1935, Zorn enunció el “Principio del Máximo”,
nombre que le dió en un art́ıculo publicado por la American Mathematical Society,
nombre que seŕıa reemplazado por el de Lema de Zorn, por uno de sus contemporáneos,
John Tukey, pues funge como lema de un resultado suyo (el lema de Teichmüller-Tukey,
el cual mencionaremos más adelante, pues resulta ser equivalente al axioma de elección).
La siguiente cita resume la postura filosófica común de los matemáticos de la época:

“El axioma de elección es obviamente verdadero,

el principio del buen orden obviamente falso,

y quién sabe del lema de Zorn.”

Jerry Bona

Teorema: Los siguientes enunciados son equivalentesr9s:

1. Axioma de elección.

2. Existencia de una función de elección para toda colección de conjuntos no vaćıos.

3. Lema de Zorn.

4. Teorema del buen orden de Zermelo.

Demostración: A

1ñ2. Consideremos una colección A de conjuntos no vaćıos. Para cada a P A definamos:

Xa :“ tpa, xq|x P au α :“ tXa|a P Au.

Puesto que todo elemento de A es no vaćıo, todo Xa P α también es no vaćıo.
Ahora consideremos Y, Z P α, tales que Y ‰ Z, dejemos que:

Y “ tpb, yq|y P bu Z “ tpc, zq|z P cu.

Para algunos b, c P A, notemos que:

Y ‰ Z ùñ b ‰ c ùñ Y X Z “ ∅.
De esta manera α cumple los requisitos del axioma de elección, en consecuencia
existe un conjunto E que elige un par pa, xq P Xa para todo Xa P α, aśı construimos
fpaq como el único elemento x P a tal que pa, xq P E. Al definir la función f :“ E,
esta resulta de elección.
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2ñ3. Sea X ‰ ∅, ordenado por ď, tal que toda cadena C de X es acotada superiormente.
Procederemos por contradicción, supondremos que X no es con maximal;
por hipótesis, PpXqzt∅u tiene una función de elección e, definamos x0 :“ epXq,
y si C es una cadena consideraremos el conjunto de cotas superiores estrictas de C:

UpppCq :“ tu P XzC : @y P C, x ă uu.

Por nuestro enunciado inicial, al ser C una cadena tiene al menos una cota superior u,
supongamos que C no tiene máximo, por lo tanto, u R C, y aún más u P UpppCq,
ahora, supondremos que existe máxpCq, puesto que X no tiene maximal,
existe v P X tal que máxpCq ă v, luego @x P C : x ď máxpCq ă v, y aśı v P UpppCq,
probando que UpppCq ‰ ∅, para cualquier cadena C, definamos gpCq :“ epUpppCqq,
para nuestros fines diremos un subconjunto bien ordenado B de X es conforme si:

mı́npBq “ x0,

I Ă B D p@b P Bq p@i P Iq pb ď iñ b P Iq ùñ mı́npBzIq “ gpIq.

Al antecedente de la segunda propiedad se le dice que I es segmento inicial de B.
Mostraremos que si B,B1 Ď X son conformes, entonces B Ď B1 o B1 Ď B
supongamos lo opuesto, aśı tanto BzB1 Ă B como B1zB Ă B1 son no vaćıos,
y puesto que B y B1 son bien ordenados definimos z :“ mı́npBzB1q, z1 :“ mı́npB1zBq,
como z ‰ z1 no puede que z ď z1 ^ z1 ď z, sin perder generalidad asumimos z1 ę z,
sea C :“ tx P B|x ă zu, puesto que z “ mı́npBzB1q se sigue que C Ď B1,
además C Ă B, sean b P B, c P C tales que b ď c entonces b ď c ă z, luego b P C,
y debido a la segunda condición de conformidad es claro que z “ mı́npBzCq “ gpCq.
Si C “ B1, entonces B1 Ă B terminando nuestra labor, supongamos que C ‰ B1,
si Dc P C tal que z1 ď c por transitividad z1 ď c ă z lo cual contradice que z1 ę z,
aśı, como B1 es bien ordenado, y por ende una cadena, tenemos que @c P C : c ă z1,
por definición @b1 P B1zB : z1 ď b1, luego si b1 ă z1 para b1 P B1 tenemos que b1 P B,
aśı C Ă B1. Sean b1 P B1, c P C tales que b1 ď c entonces b1 ď c ă z1, luego b1 P B,
además b1 ď c ă z, luego b P C, de modo que C también es segmento inicial de B,
y por conformidad z “ gpCq “ mı́npB1zCq P B1,#c.
Una consecuencia de que para dos conformes uno contenga al otro es que
la unión de conformes es conforme, sea A el conjunto de conformes, definamos
A :“

Ť

aPA a P A, sin embargo tenemos que A Y tgpAqu es conforme, aśı gpAq P A,
obteniendo una contradicción, mostrando que X tiene maximal.
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3ñ4. Asumiremos X es no vaćıo pues el conjunto vaćıo es trivialmente bien ordenado.
Como ya hemos dicho anteriormente un segmento inicial I de una cadena C es
una subcadena tal que si para c P C e i P I ocurre que c ď i entonces c P I.
Consideremos pares pY,ďY q, consistentes de Y Ď X y un buen orden ďY en Y .
Definimos un orden parcial en el conjunto de estos pares de acuerdo a
pY,ďY q ď pY 1,ďY 1q siempre y cuando Y Ď Y 1, ďY“ďY 1 al restringirse en Y y
Y sea segmento inicial de Y 1 (en ďY 1). Ahora puesto que el conjunto X no es vaćıo,
el conjunto ordenado tampoco lo es, un elemento de éste es ptxu, tpx, xquq, con x P X.
Aún más, si C es una cadena de este conjunto ordenado, podemos definir
Y :“

Ť

pY,ďY qPC Y y x ďY y siempre y cuando x ďY y para algún pY,ďY q P C,

probaremos que ďY es un buen orden en Y . En efecto, sean S P PpY qzt∅u
y pY,ďY q P C un par cualquiera en la cadena que verifique que S X Y ‰ ∅,
definamos u :“ mı́nďY

pS X Y q, donde el mı́nimo es respecto al buen orden ďY ,
luego u es un mı́nimo para S respecto a ďY , pues tenemos que para s P S arbitrario,
o en primer instancia s P Y , en cuyo caso u ďY s se sigue por definición de u ďY s,
ó s R Y , por otro lado, s P Y “

Ť

pY 1,ďY 1 qPC Y
1, luego s P Y 1 para algún pY 1,ďY 1q P C,

recordemos que C es cadena y pY,ďY q, pY
1,ďY 1q P C, se relacionan, aśı Y Ă Y 1,

p@s P Y 1qp@u P Y qps R Y ñ s ęY 1 uq, pues Y es segmento inicial de Y 1, y u ďY 1 s,
y, por el mismo razonamiento que antes, u ďY s, aśı pY ,ďY q es cota superior de C.
Por lema de Zorn nuestro conjunto ordenado es con maximal, pZ,ďZq. Si Z ‰ X,
sea x P XzZ, entonces podemos extender pZ,ďZq a un conjunto Z Ytxu definiendo
x como mayor que todo elemento de Z, contradiciendo la maximalidad, aśı Z “ X,
es decir, X puede ser bien ordenado.

4ñ1. Sea X colección de conjuntos no vaćıos disjuntos, definamos ahora el conjunto
Y :“

Ť

zPX z con su buen orden ď, puesto que z P X Ď PpY qzt∅u, existe mı́npzq,
aśı es posible definir un selector en X por E :“ tmı́npzq P z|z P Xu. ˝

2.1.1. Otras equivalencias

Los siguientes son también enunciados equivalentes, bajo ZF, al axioma de elecciónr10s.

Teorema de Tarskir11s:
Para cualquier conjunto infinito F , hay una biyección entre F y F ˆ F .

Tricotomı́a de la cardinalidad:
Dados dos conjuntos cualesquiera, entonces ó ambos tienen la misma cardinalidad
ó uno tiene cardinalidad mayor que la del otro, equivalentemente, si son no vaćıos,
entonces uno tiene una sobreyección al otro.

El producto cartesiano de cualquier familia de conjuntos no vaćıos es no vaćıo.
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Lema de Tukey:
Sea X ‰ ∅ de carácter finito, es decir:

@y P X @z1, z2, ¨ ¨ ¨ , zn P Y ùñ tz1, z2, ¨ ¨ ¨ , znu P X.

z1, z2, ¨ ¨ ¨ , zn P Y tz1, z2, ¨ ¨ ¨ , znu P X. ùñ y P X.

Entonces X tiene un maximal respecto al orden Ď.

Teorema de la existencia de bases de espacios vectorialesr12s:
Sea V un K-espacio vectorial, entonces existe al menos una base de Hamel B de V ,
equivalentemente, los espacios vectoriales son módulos libres.

Teorema de Krull:
Todo anillo unitario (salvo el anillo trivial) contiene un ideal maximal, equivalentemente,
en todo anillo unitario no trivial, todo ideal puede extenderse a un ideal maximal.

Teorema de la estructura de grupo:
Sea X ‰ ∅, entonces existe una operación binaria interna ˚ : X ˆX Ñ X tal que dota a
pX, ˚q de una estructura de grupo.

Todo grupo abeliano libre es proyectivo.

Criterio de Baer: Todo grupo abeliano divisible es inyectivo.

Teorema del punto extremo de formas lineales reales:
La bola unitaria cerrada del dual de un R-espacio vectorial normado tiene punto extremo.

El producto cartesiano arbitrario de espacios topológicos conexos es conexo.

Teorema de Tychonoff:
El producto cartesiano de toda familia de espacios topológicos compactos es compacto.

Notemos que algunas equivalencias son pilares de ciertas ramas de las matemáticas,
aśı pareciera un trabajo colosal y fútil imaginar un mundo sin el axioma de elección,
habiendo dicho esto, no todo está perdido, pues la solución se encuentra en los detalles,
la fortaleza del axioma de elección es que nos garantiza siempre existencia de algún objeto,
aśı siempre y cuando podamos construir tal objeto hemos logrado la misma meta,
aliviando en gran parte nuestras preocupaciones, ahora veamos un ejemplo simple:
Si bien en ZF no podemos demostrar que todo espacio vectorial tiene una base de Hamel,
podemos demostrar una versión débil restringiéndonos a espacios de dimensión finita,
aún más, en los espacios vectoriales de dimensión infinita “principales” (por ejemplo Lp)
se tiene una base expĺıcitamente construida.
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2.2. Implicaciones

2.2.1. Posibles equivalencias

Los siguientes enunciados son implicaciones importantes del axioma elección en la historia
de la teoŕıa de conjuntos cuya equivalencia a AC sigue abierta. El principio de partición,
formulado antes que AC, fue citado por Zermelo como un argumento a favor del axioma,
en 1906 Russel declaró que eran equivalentes, sin embargo que partición implique elección
es hasta la fecha el problema sin resolver más antiguo de la teoŕıa de conjuntos,
y los demás enunciados han mostrado ser igual de complicados. En todo modelo conocido
(énfasis en conocido) de ZF donde AC falla estas formulaciones también lo hacen,
pero no se sabe si pueden probarse sin elección.

Principio de partición:
Si hay una sobreyección de A a B, entonces hay una inyección de B a A, equivalentemente,
toda partición P de un conjunto C es menor o igual en tamaño a C.

Teorema dual de Cantor–Schröder–Bernstein:
Si hay una sobreyección de A a B y otra de B a A, entonces A y B son equinumerables,
es decir, existe una biyección entre ellos.

Principio de partición débil:
Si hay una inyección y una sobreyección de A a B, entonces A y B son equinumerables,
equivalentemente, una partición P de un conjunto C no puede ser más grande que C.
Basta este enunciado para la existencia de un conjunto no medible.

Cada una de las tres implicaciones anteriores es implicada por su predecesorar13s, pero,
se desconoce si se puede probar cualquier equivalencia.

No existe una sucesión decreciente infinita de cardinales.

Teorema de inmersión de Hahn:
Todo grupo abeliano linealmente ordenado admite una inmersión como subgrupo ordenado
del grupo aditivo RΩ dotado de un orden lexicográfico.

2.2.2. Versiones débiles

Los siguientes enunciados son consecuencias del axioma de elección, bajo la teoŕıa ZF,
que actualmente sabemos que no lo implican, es decir, son estrictamente más débiles.

Axioma de elección dependiente (DC):
Sea X un conjunto y R una relación total en X (@a P X Db P X : aRb), entonces:

DrpxnqnPN : NÑ Xs D p@n P NqpxnRxn`1q.

Axioma de elección contable (CC):
Toda colección contable de conjuntos no vaćıos tiene una función de elección.
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2.2.3. Patoloǵıas

Estas son de las implicaciones más contraintuitivas e incovenientes de la teoŕıa ZFC,
y consecuentemente forman parte central en la discusión acerca de si el axioma de elección
debeŕıa ser tomado como uno de los pilares de la matemática moderna, razón suficiente
para separarlas de y discutirlas en mayor detalle que las demás versiones débiles.

2.2.3.1 La paradoja de Hausdorff

El conjunto de las rotaciones 3D, SO(3): La definición formal de este conjunto será:

SOp3q :“ tA PM3ˆ3pRq | detpAq “ 1, AAt
“ I3u.

Éste se llama aśı pues cada rotacion en 3D corresponde a un único elemento de SOp3q.

Lema: SO(3) dotado con la operación de multiplicación matricial forma un grupo.

Demostración: Loren ipsum
La multiplicación es una operación binaria interna:
Sean A,B P SOp3q, entonces:

A,B PM3ˆ3pRq ùñ AB PM3ˆ3pRq.
detpAq “ detpBq “ 1 ùñ detpABq “ detpAq detpBq “ 1.

AAt
“ I3, BBt

“ I3 ùñ ABpABqt “ ABBtAt
“ AI3At

“ AAt
“ I3.

Aśı concluimos que, en efecto, AB P SOp3q.
Asociatividad:
Sean A,B,C P SOp3q, por asociatividad del producto de matrices se cumple ésta.
Existencia de un elemento neutro:
Sabemos que:

@A PM3ˆ3pRq AI3 “ I3A “ A.

Aśı bastaŕıa verificar que I3 P SOp3q, por definición:

I3 PM3ˆ3pRq, detpI3q “ 1, I3It3 “ I3I3 “ I3 ùñ I3 P SOp3q.

Existencia del elemento inverso:
Sea A P SOp3q, entonces:

A PM3ˆ3pRq ùñ At
PM3ˆ3pRq.

detpAq “ 1 ùñ detpAt
q “ detpAq “ 1.

AAt
“ I3 ùñ At

pAt
q
t
“ pAtAqt “ It3 “ I3.

En consecuencia At P SOp3q y como AAt “ I3, se sigue que At es el inverso de A. ˝
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Lema: Dado un vector v⃗ P R3 y un vector unitario û P R3, que define al eje de rotación
sobre el cual gira el vector v⃗ en un ángulo θ según la regla de la mano derecha, entonces
el vector rotado v⃗rot P R3 está dado por la fórmula de rotación de Rodrigues:

v⃗rot “ cospθqv⃗ ` senpθqpûˆ v⃗q ` p1´ cospθqqpv⃗ ¨ ûqû.

Demostración: Descompongamos a v⃗ en un vector paralelo y otro perpendicular a k̂:

v⃗ “ v⃗|| ` v⃗K.|| , rot, rot, rot, K

Donde, en términos del producto punto (que es un producto interno):

v⃗|| “ pv⃗ ¨ ûqû, v⃗K “ v⃗ ´ v⃗||.

Notemos que la componente paralela al eje no se ve afectada por la rotación:

v⃗||,rot “ v⃗||.

La componente perpendicular, en cambio, si lo hace, pero preservando su magnitud:

v⃗K,rot “ cospθqv⃗K ` senpθqpûˆ v⃗Kq,

aśı por distributividad del producto cruz sobre la suma y como l̂ˆ v⃗|| “ 0, al ser paralelos:

“ cospθqpv⃗ ´ v⃗||q ` senpθqpûˆ v⃗q.

De forma que el vector rotado está dado por:

v⃗rot “ v⃗||,rot ` v⃗K,rot

“ v⃗|| ` cospθqpv⃗ ´ v⃗||q ` senpθqpûˆ v⃗q

“ cospθqv⃗ ` senpθqpûˆ v⃗q ` p1´ cospθqqv⃗||

“ cospθqv⃗ ` senpθqpûˆ v⃗q ` p1´ cospθqqpv⃗ ¨ ûqû.

Concluyendo nuestra prueba. ˝

Observación: Alternativamente, podemos reescribir la fórmula de Rodrigues como sigue:

v⃗rot “ v⃗||,rot ` v⃗K,rot

“ v⃗|| ` cospθqv⃗K ` senpθqpûˆ v⃗q

“ v⃗ ´ v⃗K ` cospθqv⃗K ` senpθqpûˆ v⃗q

“ v⃗ ` senpθqpûˆ v⃗q ` pcospθq ´ 1qv⃗K,

pudiendo sustituir en términos del producto cruz v⃗K “ ´ûˆ pûˆ v⃗q:

“ v⃗ ` senpθqpûˆ v⃗q ` p1´ cospθqqûˆ pûˆ v⃗q.
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Corolario: Dada la correspondencia entre el eje de rotación y el vector unitario û P R3

que pasa por este, la matriz de rotación de θ radianes según la regla de la mano derecha
sobre el eje û está dada por:

Rûpθq “ I3 ` sinpθqUˆ ` p1´ cospθqqU2
ˆ.

Donde:

Uˆ : “

»

–

0 ´uz uy
uz 0 ´ux
´uy ux 0

fi

fl PM3ˆ3pRq.

Es la matriz que denota al producto cruz matricial para û: @v⃗ P R3, Uˆv⃗ “ ûˆ v⃗.

Demostración: De la fórmula de Rodrigues alterna sabemos que dado un vector v⃗ P R3:

v⃗rot “ v⃗ ` senpθqpûˆ v⃗q ` p1´ cospθqqûˆ pûˆ v⃗q,

recurriendo a la propiedad del producto cruz que define a Uˆ:

“ I3v⃗ ` sinpθqUˆv⃗ ` p1´ cospθqqU2
ˆv⃗

“ pI3 ` sinpθqUˆ ` p1´ cospθqqU2
ˆqv⃗

“ Rûpθqv⃗.

Finalizando de esta manera nuestra demostración. ˝

Observación: En términos de los componentes de û y el ángulo θ:

Rûpθq “

»

–

cpθq ` u2xp1´ cpθqq uxuyp1´ cpθqq ´ uzspθq uxuzp1´ cpθqq ` uyspθq
uxuyp1´ cpθqq ` uzspθq cpθq ` u2yp1´ cpxqq uyuzp1´ cpθqq ´ uxspθq
uxuzp1´ cpθqq ´ uyspθq uyuzp1´ cpθqq ` uxspθq cpθq ` u2zp1´ cpθqq

fi

fl .

Donde por cuestiones de espacio denotamos cpθq “: cospθq y, similarmente, spθq “: senpθq.
De manera que las rotaciones alrededor de los ejes x̂ y ŷ son:

Rx̂pθq “

»

–

1 0 0
0 cospθq ´ senpθq
0 senpθq cospθq

fi

fl ,

Rŷpθq “

»

–

cospθq 0 senpθq
0 1 0

´ senpθq 0 cospθq

fi

fl .

Aún más, toda rotación en el eje ẑ puede obtenerse mediante rotaciones en los ejes x̂, ŷ:

Rẑpθq “ Rx̂pπ{2qRŷpθqRx̂p´π{2q.
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Teorema (La paradoja de Hausdorffr14s): Hay una descomposición disjunta de la esfera S2

en cuatro conjuntos A,B,C,D tales que A,B,C,BYC son congruentes y D es contable.

Demostración:
Partamos considerando dos vectores unitarios, los cuales forman un ángulo δ entre śı,
tal que cosp2δq sea trascendente, sin pérdida de generalidad (salvo rotación) asumiremos:

d̂ : “

»

–

cospδq
sinpδq

0

fi

fl ùñ Φ : “ Rd̂pπq “

»

–

cosp2δq senp2δq 0
senp2δq ´ cosp2δq 0

0 0 ´1

fi

fl

ùñ Φ2
“ I3.

Notemos que Φ es un elemento de orden 2, cuya entrada p1, 1q es trascendente.

x̂ : “

»

–

1
0
0

fi

fl ùñ Ψ : “ Rx̂p2π{3q “

»

–

1 0 0
0 ´1{2 ´

?
3{2

0
?
3{2 ´1{2

fi

fl

ùñ Ψ2
“ Rx̂p4π{3q “

»

–

1 0 0
0 ´1{2

?
3{2

0 ´
?
3{2 ´1{2

fi

fl

ùñ Ψ3
“ I3.

En cambio Ψ es un elemento de orden 3 con todas sus entradas algebraicas.
Construyamos ahora a R :“ xtΦ,Ψuy Ă SOp3q como el grupo generado por Φ y Ψ,
entonces @r P RztI3,Φ,Ψ,Ψ2u existen n P N`,m1, ¨ ¨ ¨ ,mi, ¨ ¨ ¨ ,mn P t1, 2u tales que:

r “
n

ź

i“1

ΦΨmi _ r “ Ψm1

´

n
ź

i“2

ΦΨmi

¯

Φ _ r “ Ψm1

n
ź

i“2

ΦΨmi _ r “
´

n
ź

i“1

ΦΨmi

¯

Φ.

En el caso en que podemos escribir a la identidad en la primera forma, I3 “
śn

i“1 ΦΨmi :

ùñ I3 “ ΦI3Φ “ Φ2Ψm1

´

n
ź

i“2

ΦΨmi

¯

Φ “ Ψm1

´

n
ź

i“2

ΦΨmi

¯

Φ

Transformándola en la segunda forma, similarmente en caso de que expresemos I3 en ésta:

ùñ I3 “ Ψm1I3Ψ2m1 “ Ψ2m1

´

n
ź

i“2

ΦΨmi

¯

ΦΨ2m1 “ Ψm1
1

´

n1
ź

i“2

ΦΨmi

¯

Obteniendo aśı la tercera forma, veamos si es posible llevar esta a la cuarta:

ùñ I3 “ ΦI3Φ “ ΦΨm1
1

´

n1
ź

i“2

ΦΨmi

¯

Φ “
´

n1
ź

i“1

ΦΨmi

¯

Φ.
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Notamos que todos los casos se pueden transformar en el cuarto, aśı basta refutar que I3
se pueda escribir de la cuarta forma, con este fin calculemos algunos elementos de R:

ΦΨ “

»

–

cosp2δq ´1{2 sinp2δq ´
?
3{2 sinp2δq

sinp2δq 1{2 cosp2δq
?
3{2 cosp2δq

0 ´
?
3{2 1{2

fi

fl ,

ΦΨ2
“

»

–

cosp2δq ´1{2 sinp2δq
?
3{2 sinp2δq

sinp2δq 1{2 cosp2δq ´
?
3{2 cosp2δq

0
?
3{2 1{2

fi

fl .

Claramente éstos difieren de la identidad, por sus elementos en la diagonal principal,
por consecuencia notemos:

“

1 0 0
‰

ΦΨ “
“

cosp2δq ´1{2 sinp2δq ´
?
3{2 sinp2δq

‰

,
“

1 0 0
‰

ΦΨ2
“

“

cosp2δq ´1{2 sinp2δq
?
3{2 sinp2δq

‰

.

Aśı ambos son de la forma:

“

1 0 0
‰

n“1
ź

i“1

ΦΨmi “
“

p1pcosp2δqq p2pcosp2δqq sinp2δq p3pcosp2δqq sinp2δq
‰

.

Donde m1 P t1, 2u, p1, p2, p3 P Qrcosp2δqszt0pcosp2δqqu y Q es la cerradura algebráıca de Q,
aśı p1, p2 y p3 pueden considerarse polinomios no cero con entradas algebráıcas en cosp2δq.
Supondremos como hipótesis de inducción que se mantiene esta forma para los n-productos:

“

1 0 0
‰

n
ź

i“1

ΦΨmi “
“

p1pcosp2δqq p2pcosp2δqq sinp2δq p3pcosp2δqq sinp2δq
‰

.

Para n` 1:

“

1 0 0
‰

n`1
ź

i“1

ΦΨmi “
“

1 0 0
‰

´

n
ź

i“1

ΦΨmi

¯

ΦΨmn

“
“

p1pcosp2δqq p2pcosp2δqq sinp2δq p3pcosp2δqq sinp2δq
‰

ΦΨmn ,

para el caso mn “ 1:

“

»

–

cosp2δqp1 ´ p1´ cos2p2δqqp2
1{2p´p1 ` cosp2δqp2 ´

?
3p3q sinp2δqq

1{2p´
?

3p1 `
?

3 cosp2δqp2 ` p3q sinp2δqq

fi

fl

t

.

Mientras que para mn “ 2 sucede una sitación similar (con algunos signos contrarios).
Estos polinomios tienen entradas algebraicas (respecto al cosp2δq) por cerradura algebraica
y en consecuencia no pueden anularse, pues de lo contrario cosp2δq seŕıa una de sus ráıces,
lo cual contradice nuestra hipótesis de que es trascendente.
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Consecuentemente tenemos que:

“

1 0 0
‰

´

n
ź

i“1

ΦΨmi

¯

Φ “
“

p1pcosp2δqq p2pcosp2δqq sinp2δq p3pcosp2δqq sinp2δq
‰

Φ

“

»

–

cosp2δqp1 ´ p1´ cos2p2δqqp2
pp1 ` cosp2δqp2q sinp2δq

´p3 sinp2δq

fi

fl

t

.

Centrémonos en la tercera entrada del vector resultante, como hab́ıamos mencionado,
este no se anula en cosp2δq (p3pcosp2δqq ‰ 0), luego

“

1 0 0
‰

no ha sido llevado a śı mismo,
por lo tanto no le ha sido aplicada la rotación identidad, es decir:

´

n
ź

i“1

ΦΨmi

¯

Φ ‰ I3.

Implicando que la identidad no puede reducirse a la cuarta forma y por ende a ninguna.
Aśı la acción deR en S2 es casi libre, salvo dos puntos fijos por rotación (los polos de su eje).
Ahora, puesto que R es finitamente generado, se sigue que es de cardinalidad contable.
Aśı los puntos donde la acción de R no es libre es contable, denotemos a este como:

D : “ ts P S2
| Dr P RztI3u sr “ su.

Por construcción R actúa libremente en S :“ S2zD, la acción particiona a S en órbitas.
Por el axioma de elección, existe un conjunto X que tiene un solo elemento de cada órbita.
Para cada r P R definamos el conjunto de acción:

Xr : “ txr | x P Xu.

Puesto que la unión de las órbitas es S:

@s P S ùñ Dx P X D s P Orbpxq ùñ Dr P R D s “ xr

ùñ Dr P R D s P Xr ùñ S “
ď

rPR

Xr.

Por otro lado:

Xr1 XXr2 ‰ ∅ ùñ Dx1, x2 P X, r1, r2 P R, D x1r1 “ x2r2

ùñ x2 “ x1r1r
´1
2 P Orbpx1q,

pero X elige un único elemento por órbita:

ùñ x2 “ x1 ùñ x1 “ x1r1r
´1
2 ,

además R actúa libremente en S, y por ende en X:

ùñ r1r
´1
2 “ I3 ùñ r2 “ r1.

Estos resultados en conjunto demuestran que:

S “
ğ

rPR

Xr.
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Como dicho previamente, todo r P R es I3,Φ,Ψ,Ψ2, o cae en una de las cuatro formas,
y su expresión reducida es única, aśı podemos construir subconjuntos de R por recursión,
iniciemos con:

I3 P A, Φ,Ψ P B, Ψ2
P C.

Y ahora hagamos las asignaciones por casos:

r P A, r P B, r P C.

r P R termina en:
! Ψ,Ψ2

Φ
!

rΦ P B,
rΨ P B,
rΨ2 P C,

rΦ P A,
rΨ P C,
rΨ2 P A,

rΦ P A.
rΨ P A.
rΨ2 P B.

Notemos que esto garantiza que:

AΦ “ B \ C, AΨ “ B, AΨ2
“ C.

Aśı solo basta aplicar las rotaciones a nuestro conjunto de representantes:

A :“ XA, B :“ XB, C :“ XC.

Esta construcción equivale a definir A,B,C como los conjuntos más pequeños tales que:

XI3 Ď A

Xr Ď A,B,C
Xr Ď A,B,C
Xr Ď A,B,C

ùñ

ùñ

ùñ

XrΦ
XrΨ
XrΨ2

Ď B,A,A
Ď B,C,A
Ď C,A,B

l

l

l

,

/

.

/

-

respectivamente.

Estos conjuntos están bien definidos debido a la unicidad de las formas reducidas,
la cual a su vez se puede probar mediante la unicidad de la forma reducida de la identidad:
A su vez A,B,C,B Y C son congruentes por virtud de:

AΦ “ B \ C, AΨ “ B, AΨ2
“ C.

Puesto que:
S2
“ A\B \ C \D.

Hemos construido la descomposición disjunta deseada. ˝
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2.2.3.2 La paradoja de Banach-Tarski

Teorema (La paradoja de Banach-Tarskir15s): La bola unitaria D3 Ă R3 se puede
descomponer en la unión de dos bolas unitarias.

Demostración: a
Sea D3 la bola unitaria centrada en el origen y D3 otra bola unitaria tal que D3XD3 “ ∅,
sea S2 :“ BD3, por la paradoja de Hausdorff (consecuencia de AC) podemos descomponer
S2 en conjuntos disjuntos A,B,C,D tales que A,B,C,BYC son congruentes yD contable.
Para cada ρ P R` definimos la función rρ : R3 Ñ R3 como rρpxq :“ ρx, también definamos:

W :“
ď

0ďrď1

rρpAq, X :“
ď

0ďrď1

rρpBq, Y :“
ď

0ďrď1

rρpCq, Z :“
ď

0ďrď1

rρpDq,

y sea:

T :“ W Y Z Y t0u.

W y X Y Y son claramente congruentes, por la congruencia de A y B Y C, por lo tanto
W y X Y Y son equidescomponibles.
X y Y son congruentes y W y X también, luego XYY y W YX son equidescomponibles.
W y XYY son congruentes, X y W también, aśı WYX y WYXYY se equidescomponen.
Por lo tanto W y W Y X Y Y son equidecomponibles (por la propiedad transitiva),
de manera que T “ W Y Z Y t0u y D3 “ W YX Y Y Y Z Y t0u son equidescomponibles
(pues esta propiedad se preserva en uniones a pares).
Similarmente encontramos que tanto X como Y son equidescomponibles con W YXYY .
Puesto que D es contable pero SOp3q Ą D no, Dϕ P SOp3q : ϕpDq Ă S2zD “ AY B Y C,
en consecuencia J :“ ϕpDq Ă AYB Y C, a partir de este definamos:

I :“
ď

0ďrď1

rρpJq “
ď

0ďrď1

rρpϕpDqq “
ď

0ďrď1

ϕprρpDqq “ ϕ
´

ď

0ďrď1

rρpDq
¯

“ ϕpZq.

Este paso de conmutación debido a que la rotación de un rayo es el rayo de la rotación,
aśı Z e I se equidescomponen, además por construción notamos que I Ă W Y X Y Y .
Aśı, como X y W YXYY son equidescomponibles, puesto que subconjuntos de conjuntos
equidescomponibles son equidescomponibles, DH Ă X tal que H e I se equidescomponen.
Sea p P XzH y definamos S :“ Y YH Ytpu, además Y y W YX YY , H y Z, y tpu y t0u
son equidescomponibles, entonces S “ Y Y H Y tpu y D3 “ W Y X Y Y Y Z Y t0u
se equidescomponen.
Considerando que D3 y D3 son congruentes, se equidescomponen, y por transitividad
(pues induce una relación de equivalencia) S y D3 se equidescomponen. En resumen,
tanto T y D3 como S y D3 se equidescomponen, por lo tanto T Y S y D3 YD3 también.
Notemos que T Y S Ď D3 Ă D3 Y D3, además D3 se equidescompone consigo mismo,
por lo que finalmente TYSYD3 “ D3 es equidescomponible con D3YD3YD3 “ D3YD3.˝
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2.2.3.3 El teorema de Vitali

Lema: En el conjunto r0, 1s Ă R consideremos la relación binaria:

aRb ðñ a´ b P Q

Entonces R es una relación de equivalencia.

Demostración: Verifiquemos que R es una relación de equivalencia:
Reflexividad:

@a P r0, 1s a´ a “ 0 P Q ðñ aRa.

Simetŕıa:

@a, b P r0, 1s aRb ðñ a´ b P Q
ùñ p´1qpa´ bq “ b´ a P Q
ðñ bRa.

Transitividad:

@a, b, c P r0, 1s aRb ^ bRc ðñ a´ b, b´ c P Q
ùñ pa´ bq ` pb´ cq “ a´ c P Q
ðñ aRc.

Concluyendo aśı este lema. ˝

Corolario: Existe un conjunto V que contiene a exactamente un elemento de cada clase
de equivalencia del conjunto X :“ r0, 1s bajo la relación R definida anteriormente.

Denotemos por Aσ a la σ-álgebra de Lebesgue sobre R y por µ a la medida de Lebesgue.
Sabemos que Aσ y µ son invariantes bajo traslaciones, es decir:
Para A P Aσ y b P R, entonces A` b P Aσ y µpA` bq “ µpAq.
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Teorema (de Vitalir16s,r17s): El conjunto definido anteriormente V R Aσ, en otras palabras,
existe un subconjunto acotado de los reales no Lebesgue-medible.

Demostración: Asumamos que V es Lebesgue-medible.
Sea Q0 :“ Q X r´1, 1s, es claro que éste es numerable, pues t 1

n
: n P N`u Ă Q0 Ă Q,

aśı podemos acceder a alguna enumeración (q0, q1, q2, ¨ ¨ ¨ ) de nuestro conjunto Q0,
y definir una cantidad numerable de translaciones de V como sigue @n P N : Vn :“ V `qn.
Mostremos ahora que:

i ‰ j ñ Vi X Vj ‰ ∅.
Supongamos Dv P Vi X Vj. Entonces v “ vi ` qi “ vj ` qj donde vi, vj P V , además
vi´vj “ qj´qi P Q, por ende viRvj ñ rvis “ rvjs, teniendo presente que V contiene
un único elemento de cada clase de equivalencia, aśı vi “ vj ñ qi “ qj ñ i “ j. #c.

r0, 1s Ď
Ť

kPN
Vk Ď r´1, 2s.

Consideremos r P r0, 1s y sea v P V tal que rvs “ rrs, en consecuencia r ´ v “ qk,
para algún k P N, despejando vemos que r “ v ` qk P Vk. Por ello r0, 1s Ď

Ť

kPN
Vk.

Además, por construcción V Ď r0, 1s y @k P N; qk P Q0 Ď r´1, 1s, en consecuencia
@k P N;Vk :“ V ` qk Ď r0, 1s ` r´1, 1s “ r´1, 2s. Se sigue que

Ť

kPN
Vk Ď r´1, 2s.

Aplicando µ a estas contenciones usando la propiedad de sigma aditividad obtenemos que:

1 “ µpr0, 1sq ď
ÿ

kPN

µpVkq ď µpr´1, 2sq “ 3.

Puesto que la medida de Lebesgue es invariante bajo translaciones, se cumple que:

@k P N; µpVkq “ µpV ` qkq “ µpV q.

Y por lo tanto:
1 “ µpr0, 1sq ď

ÿ

kPN

µpV q ď µpr´1, 2sq “ 3.

Valiéndonos de la no negatividad de la medida:

µpV q “ 0 ñ
ř

kPN
µpV q “ 0 ă 1#c.

µpV q ą 0 ñ
ř

kPN
µpV q “ µpV q ĺım

nÑ8
n ą 3#c.

En ambos casos obtenemos contradiciones, luego V no puede ser medible después de todo,
aśı, la medida de Lebesgue, µ, no define un valor para µpV q. ˝

La construcción de este conjunto se debe a Giuseppe Vitali, quien la ideó en el año 1905.
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2.2.3.4 Existencia de un juego de Gale-Stewart no determinado en NN

Teorema: Existe un juego de Gale-Stewart no determinador18s.

Demostración: Consideremos los conjuntos de estrategias:

E1 :“
!

f :
ď

kPN

N2k
Ñ N

)

, E2 :“
!

g :
ď

kPN

N2k`1
Ñ N

)

.

Reiterando el resultado que el producto cartesiano de dos conjuntos contables es contable:

|N0
| “ |1| “ 1, @k P Nzt0u |N| “ |Nˆ N| “ |N2

| “ ¨ ¨ ¨ “ |Nk
| “ |Nk

ˆ N| “ |Nk`1
|.

Luego tenemos uniones contables de conjuntos a lo sumo contables, obteniendo:
ˇ

ˇ

ˇ

ď

kPN

N2k
ˇ

ˇ

ˇ
“ |N| “

ˇ

ˇ

ˇ

ď

kPN

N2k`1
ˇ

ˇ

ˇ
ùñ |E1

| “ |NN
| “ |E2

|.

Por principio del buen orden enumeramos las estrategias por ordinales menores que |NN|:

E1 :“ tfα|α ordinal^ α ă |NN
|u, E2 :“ tgα|α ordinal^ α ă |NN

|u.

Definimos para el ordinal 0:

X0 :“ ∅ “: Y0.

Para ordinales sucesores α ` 1, consideremos fα P E
1, gα P E

2, como |Xα|, |Yα| ă |NN|,
para fα existen |NN| elementos g1 P E2 tales que fα ˚ g

1 P NNzXα, elegimos el mı́nimo, g#:

Yα`1 :“ Yα Y tfα ˚ g
#
u.

Para gα elegiremos f# :“ mı́ntf 1 P E1|f 1 ˚ gα P NNzpXα Y Yα`1qu ‰ fα, y aśı definiremos:

Xα`1 :“ Xα Y tf
#
˚ gαu.

Para ordinales ĺımites λ definimos:

Xλ :“
ď

αăλ

Xα, Yλ :“
ď

αăλ

Yα.

Es claro que tenemos una “sucesión” creciente pα ď βq ùñ prXα Ď Xβs ^ rYα Ď Yβsq.
Además se sigue por construcción que Xα X Yα “ ∅. Ahora definimos:

A :“
ď

αă|NN|

Xα Ă NN.

Mostraremos que GA no es determinado, sea fα una estrategia ganadora para J1, entonces:

Dg# P E2

D fα ˚ g
#
P Yα`1 ùñ fα ˚ g

#
R Xα`1 ùñ fα ˚ g

#
R A #c.

Sea gα una estrategia ganadora para J2, similarmente:

Df#
P E1

D f#
˚ gα P Xα`1 ùñ f#

˚ gα P A #c.

Acabando nuestra prueba. ˝
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Caṕıtulo 3

ZF+AD: Una alternativa

Habiendo explorado el axioma de elección y parte de lo que este conlleva en la teoŕıa ZF
ha llegado el momento de dar un giro súbito de 180° y explorar en la dirección contraria,
no solo la teoŕıa al no asumir elección, sino la resultante al asumir su “ant́ıpoda”(en ZF),
las preguntas naturales son: ¿Cuál es el “opuesto”del axioma de elección y cómo obtenerlo?
Una solución obvia para ambas preguntas es la inmediata, simplemente suponemos que
para algún conjunto F de conjuntos no vaćıos disjuntos a pares, no existe un selector, y ya,
sin embargo, esta propuesta únicamente nos limita, y no provee resultados claros;
aśı, requerimos de otra propuesta, la cual surgirá de forma inesperada:

Axioma de determinación (AD)r19s:
Sea A Ď NN entonces su juego de Gale-Stewart asociado está determinado, es decir,
todo juego de Gale Stewart en el espacio de Baire está determinado.

Es claro que el axioma de determinación no puede coexistir con el axioma de elección
en ZF, por lo que al asumir AD tendremos una nueva teoŕıa, a la cual llamaremos ZFD.
Esta teoŕıa es posible pues Solovayr20s mostró que AD es relativamente consistente con ZF,
módulo la consistencia (de hecho necesariar21s) de un cardinal fuertemente inaccesible.
En el estudio de esta nueva teoŕıa tendremos lo siguiente:

3.1. Proposiciones independientes

Algunas versiones de elección pueden coexistir con el axioma de determinación:

Axioma de elección dependiente (DC):
Sea X un conjunto y R una relación total en X @a P X Db P X : aRb), entonces:

DrpxnqnPN : NÑ Xs D p@n P NqpxnRxn`1q.

Axioma de elección contable (CC):
Toda colección contable de conjuntos no vaćıos tiene una función de elección.
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3.2. Implicaciones

3.2.1. Una versión débil de ¿Elección?

Similarmente a como elección implica determinación de ciertos juegos (e.g. abiertos),
determinación implica una versión débil del axioma de elección.

Teorema: Toda familia contable de subconjuntos no vaćıos del espacio de Baire, NN,
tiene una función de elección.

Demostración: Sea F “ tXn P PpNNqzt∅u|n P Nu. Definiremos un juego a partir de F :

A :“ tpaiqiPN “ pa0, a1, a2, a3, ¨ ¨ ¨ q : pa2i`1qiPN R Xa0u.

Es decir, si J1 juega pa2iqiPN y J2 juega pa2i`1qiPN, entonces J2 gana solo si pa2i`1qiPN P Xa0 .
J1 no tiene estrategia en el juego asociado a este conjunto, pues una vez que juega a0,
J2 puede simplemente jugar pa2i`1qiPN P Xa0 ‰ ∅, luego, J2 tiene estrategia ganadora ρ,
con esta definimos la función de elección f en F , siendo fpXnq la jugada dada para J2 por ρ
contra pa2iqiPN “ pn, 0, 0, 0, ¨ ¨ ¨ q. ˝

Corolario: Toda familia contable de subconjuntos no vaćıos del conjunto de los reales, R,
tiene una función de elección. Esto por la biyección entre NN y R.

3.2.2. Solución al problema de la medida en R
Construcción (de la medida de Lebesgue): En su forma usual la teoŕıa de la medida
dispone de elección contable, sin embargo, esto lo circunventaremos en esta construcción
disponiendo del corolario anterior.

Lema: Dado X Ď R no Lebesgue-medible entonces DZ Ă r0, 1s no Lebesgue-medible con
medida interior 0 y medida exterior 1r22s.

Demostración: Sea X Ď R no Lebesgue-medible, partimos a X en N partes, al definir
Xn :“ X X rn, n ` 1s, por lo menos un Xn debe ser no medible, pues de lo contrario,
si todas las partes fueran medibles, al ser la medida contable aditiva, X seŕıa medible,
aśı por la invarianza bajo traslaciones asumiremos queX0 es no medible, µ˚pX0q ă µ˚pX0q.
Entonces, existe un conjuntoW Ď X0 Borel (y por ende medible) tal que µ˚pW q “ µ˚pX0q,
similarmente, existe un conjunto Y Ě X0 Borel (luego medible) tal que µ˚pY q “ µ˚pX0q,
al definir Ω :“ Y zW Borel, y ν : M X Ppr0, 1sq Ñ r0, 1s, dada por νpV q :“ µpV X Ωq{µpΩq,
vemos que ν es absolutamente continua respecto a µ (µpAq “ 0 ùñ νpAq “ 0).
Por el teorema de isomorfismos entre espacios de medidar23s, hay un isomorfismo de Borel,
f , entre pr0, 1s, νq y pr0, 1s, µq. Definamos Z :“ f rX0zW s, este resulta no medible, además:

µ˚
pZq “ ν˚

pf´1
rZsq “ ν˚

pX0zW q “ µ˚pX0zW q{µpΩq “ µ˚pX0zW q{µpY zW q “ 1,

µ˚pZq “ ν˚pf
´1
rZsq “ ν˚pX0zW q “ µ˚pX0zW q{µpΩq “ 0. ˝
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Teorema: Todo subconjunto de los reales es Lebesgue-medibler24s.

Demostración: Por el lema anterior, basta mostrar que para todo X Ď r0, 1s,
ó existe Z Ď X de medida positiva ó existe Z Ď r0, 1s con XXZ “ ∅ de medida positiva.
Sea r0, r1, ¨ ¨ ¨ una sucesión de números racionales positivos tales que:

1

2
ą r0 ą r1 ą ¨ ¨ ¨ ,

ÿ

iPN

ri ă 8.

Consideremos Hn; n P N; las clases de subconjuntos Sn de r0, 1s tales que:

1. Sn es una unión finita de intervalos cerrados rp, qs, con p, q P Q.

2. Su diámetro cumple δpSnq :“ sup
x,yPSn

|x´ y| ď 1
2n

.

3. µpSnq “ r0 ˆ r1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ rn.

Las clases Hn son numerables, aśı al definir S´1 :“ r0, 1s e I0 :“ H0 X PpS´1q “ H0,
podemos enumerar a I0, aśı J1 al jugar a0 P N, juega un S0 P I0, mediante la enumeración.
Inductivamente definimos en cada paso del juego In :“ HnXPpSn´1q y lo enumeraremos,
de forma que al jugar an P N en el espacio de Baire, subyacientemente se juega un Sn P In,
aśı pa0, a1, ¨ ¨ ¨ q induce una sucesión pS0, S1, ¨ ¨ ¨ q, donde S0 Ą S1 Ą ¨ ¨ ¨ y Sn P Hn, es decir,
el resultado del juego es una sucesión de cerrados anidados cuyo diámetro tiende a cero,
ésta converge a un punto p, y con éste establecemos la condición de gane, J1 gana si p P X.
Por AD este juego esta determinado, mostraremos que si J1 tiene estrategia ganadora,
entonces X contiene un subconjunto de medida positiva; si J2 tiene estrategia ganadora,
entonces r0, 1szX contiene un subconjunto de medida positiva.
Sea σ estrategia ganadora de J1, por abuso de notación diremos que σ :

Ť

nPN Π2n
0 In Ñ I2n,

sea la movida S2n, S1
2n`1 una posible movida y su respuesta S1

2n`2 :“ σpS0, ¨ ¨ ¨ , S2n, S
1
2n`1q,

y definamos el conjunto auxiliar:

R1 :“ S2nzS
1
2n`2.

Si µpR1q ą 2µpS2nqr2n`1, entonces existe T Ă R1 con δpT q ď δpR1q{2 ď δpS2nq{2 ď 1{22n`1

tal que µpT q ą µpS2nqr2n`1, aún más, especificamos T unión finita de intervalos cerrados,
entonces existirá S2

2n`1 Ď T , otra posible 2n`1-movida, repetimos el proceso, definiendo:

Rn :“ S2nz

n
ď

i“1

Si
2n`2.

Por el mismo argumento, el proceso para al llegar a m P N tal que µpRmq ď 2µpS2nqr2n`1,
por construcción nuestras respuestas son disjuntas, y por nuestra condición de detención:

µ
´

m
ď

i“1

Si
2n`2

¯

“ µpS2nq ´ µpR
m
q ě µpS2nq ´ 2µpS2nqr2n`1 “ µpS2nqp1´ 2r2n`1q.
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De forma que WS2n :“ tS1
2n`2, ¨ ¨ ¨S

m
2n`2u es una familia disjunta de subconjuntos cerrados,

ahora construiremos para cada n P N una familia disjunta de cerrados como sigue:
Sea V0 :“ tS0u, donde S0 :“ σp∅q es la jugada inicial de J1 dada por la estrategia σ.
Dado V2n, sea V2n`2 :“

Ť

tWS2n : S2n P V2nu, para aśı construir U2n :“
Ť

tS : S P V2nu y:

Z : “
č

nPN

U2n.

Si S P V2n, entonces S es la 2n-ésima movida de J1 en algún juego donde se adhiere a σ,
por lo tanto si p P Z, p es un resultado de tal juego, aśı p P X y por lo tanto Z Ď X.
Mostraremos que Z tiene medida positiva, esto se verifica por la construcción de V2n,
pues por ésta la medida de cada U2n es por lo menos r0 ˆ p1 ´ 2r2q ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ p1 ´ 2r2nq,
y por las condiciones pedidas a ri este producto converge a un número positivo, µpZq.
Análogamente si J2 tuviera estrategia ganadora DZ Ď r0, 1szX D µpZq “

ś

nPN
p1´2r2n`1q.˝

3.3. Una defensa del axioma de determinación

Durante este caṕıtulo hemos visto cómo el axioma de determinación ofrece una poderosa
alternativa al axioma de elección dentro de la teoŕıa de conjuntos de Zermelo-Fraenkel,
debido a su capacidad de proveer a la teoŕıa de un enfoque intucionista y eludir patoloǵıas.
En particular discutiremos sus consecuencias en tres ramas de la matemática.

3.3.1. En la teoŕıa de juegos

En esta teoŕıa las implicaciones de determinación son particularmente convincentes.
Al ser todo juego de Gale-Stewart determinado, obtenemos una comprensión intuitiva
de los juegos y sus estrategias.
Asimismo, la teoŕıa de juegos prospera con la predictibilidad y las estrategias óptimas,
esta alineación del axioma de determinación con los objetivos de la teoŕıa de juegos
proporciona un marco robusto y determinista, haciéndolo una herramienta invaluable
tanto para la exploración teórica como para la aplicación práctica.
En cuanto a lo teórico, al asegurar que una amplia clase de juegos son determinados,
AD presenta una base más estable para desarrollar conceptos y demostrar teoremas.
Además, el entorno dado por AD exhibe una estructura que se alinea estrechamente con
las aplicaciones en el mundo real, donde la predictibilidad es cŕıtica.
Adoptar el AD dentro de la teoŕıa ZF facilita aśı una comprensión más profunda de las
interacciones estratégicas y los procesos de toma de decisiones óptimas.
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3.3.2. En el álgebra

En contraste, la teoŕıa de grupos pareciera ser el ámbito con más complicaciones para AD,
dada la equivalencia de AC con el teorema de la estructura de grupo, entre otros,
sin embargo esto solo es una complicación al trabajar con objetos no constructibles,
para el resto se tiene una teoŕıa si bien no idéntica, similar.
Aún más, este vaćıo dejado por ciertos resultados abre la puerta a una nueva teoŕıa,
de la cual se desconocen amplios parajes, motivación para una investigación más extensa.

3.3.3. En el análisis

Como pudimos notar en algunas de las demostraciones a lo largo de este caṕıtulo,
las estrategias ganadoras son un instrumento para comprender a los conjuntos de reales,
cada una puede verse como un método constructivo para tratar conjuntos complicados,
aumentando de esta forma nuestra capacidad para analizarlos.
Por otro lado, ya que el axioma de determinación y elección contable son compatibles
recuperamos de forma completa la construcción usual de la medida, alternativamente,
podemos prescindir de elección contable y recurrir a la implicación de determinación que
toda familia contable de subconjuntos no vaćıos de R tiene una función de elección.
El argumento más convincente a favor del axioma de determinación en este contexto es
el resultado de que cada subconjunto de los números reales es Lebesgue-medible.
Esto elimina la existencia de conjuntos patológicos que surgen bajo el axioma de elección,
por ejemplo, bajo el axioma de determinación no existen conjuntos análogos al de Vitali
o a las descomposiciones paradójicas de Banach-Tarski.
Lo cual altera a un nivel fundacional nuestra comprensión de la teoŕıa de la medida:
si todos los subconjuntos de la recta real son medibles, se simplifican y unifican aspectos
del análisis y la probabilidad, aśı respecto a la teoŕıa de la medida y al análisis en general,
asumir determinación (con elección dependiente) es el entorno idóneo.
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Conclusiones

La teoŕıa de Zermelo-Fraenkel, junto al axioma de elección y al axioma de determinación
son pilares fundamentales en nuestra comprensión de las estructuras matemáticas.
En esta tesis, hemos explorado la relación entre estos dos axiomas en base a sus teoŕıas,
mostrando un contraste profundo, con implicaciones significativas para el análisis,
aśı como para la teoŕıa de juegos.
El axioma de elección, si bien sencillo y útil en una amplia gama de contextos,
introduce resultados que, aunque potentes, conducen a consecuencias paradójicas,
como la construcción de conjuntos no medibles (por ejemplo, el conjunto de Vitali) o
el teorema de Banach-Tarski.
Por otro lado, el axioma de determinación, incompatible con el axioma de elección,
promueve una visión más restrictiva pero también más intuitiva de los conjuntos infinitos,
su elegancia y potencia radica en su capacidad para producir un universo donde el
comportamiento caótico de los conjuntos (como se observa bajo el axioma de elección)
se doma. Al adoptarlo, simplificamos el panorama de la teoŕıa de medida y de juegos,
llevando a teoŕıas más coherentes donde cada conjunto se comporta de manera agradable.
En conclusión, tanto el axioma de elección como el axioma de determinación ofrecen
perspectivas cruciales en la teoŕıa de conjuntos y sus aplicaciones. La elección de adoptar
uno sobre el otro depende del contexto matemático espećıfico y de las propiedades deseadas
en los conjuntos y estructuras consideradas. La tensión entre AC y AD revela una rica
estructura en la fundación de las matemáticas, y su estudio sigue siendo una fuente fértil
de descubrimientos teóricos.
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Glosario

De śımbolos (en orden de aparición)

␣ 15
^ 15
_ 15
ñ 15
^ 15
@ 15
D 15
“ 15
P 17
Ď 17
Ă 17
∅ 18
Ť

18
PpXq 18
tXu 19
tX, Y u 19
pX, Y q 20
X ˆ Y 20
R 20
ď 20
mı́npY q 21
máxpY q 21
rxs 21
X{R 21

f : X Ñ Y 22
f |X 23
˚ 23
pG, ˚q 23
x¨y 23
Orbpxq 23
τ 27
pX, τq 27
B 27
S 30
τD 31
f´1pZq 31
ΠiPIXi 31
pj 31
τP 31
NN 32
GA 35
SOp3q 45
Rûpθq 47
Uˆ 47
Aσ 53
µ 53
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General (en orden alfabético)

Alfabeto 15
Axioma de elección 39

contable 44
dependiente 44
equivalencias 39

otras 42
Axioma de determinación 57
Axioma de extensionalidad 17
Axioma de fundación 19
Axioma de infinitud 19
Axioma de unión 18
Axioma del conjunto potencia 18
Base topológica 27
Cadena 20
Clase de equivalencia 21
Conector lógico 15
Cono 34
Cota superior 20
Conjunto 17

abierto 27
básico 27
Borel 27
cerrado 27
descomponible 25
cilindro 33
cociente 21
par 19
par ordenado 20
singulete 19
subbásico 30
superiormente acotado 20
con maximal 20
con máximo 21
de elección 39
vaćıo 18

Constante 15
Criterio

de Baer 43
Cuantificador 15

Distancia euclidiana 24
Dominio de discurso 16
Equidescomponibilidad 25
Espacio

topológico 27
de Baire 32

Esquema axiomático de reemplazo 17
Esquema de especificación 18
Estrategia 35

ganadora 35
Fórmula 16

de Rodrigues 46
Función

lógica 15
de conjuntos 22

de elección 39
Existencia de 39

Grupo 23
Acción de 23

libre 23
Subgrupo 23

Generado 23
Igualdad 15
Imagen inversa 31
Inferencia 16
Interpretación 16
Isometŕıa 24
Juego de Gale-Stewart 35

abierto 35
determinación de 36

Borel 35
determinación de 37

cerrado 35
determinado 35

Existencia de 36
no determinado

Existencia de 55
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Lema
de Tukey 43
de Zorn 39

Lógica de primer orden 15
Maximal 20
Máximo 21
Mı́nimo 21
Operación binaria 23

Órbita 23
Orden 20

buen 21
total 20

Paradoja
de Haussdorff 48
de Banach-Tarski 52

Partición 21
Pertenencia 17
Predicado 15
Principio

de partición 44
débil 44

Producto cartesiano
de dos conjuntos 20
de una familia indexada 31

Proyección 31

Relación binaria 20
de equivalencia 21

Restricción 23
Selector 39
Subbase topológica 30
Subconjunto 17

propio 17
Término 16
Teorema

de la estructura de grupo 43
de la existencia de bases 43
del buen orden de Zermelo 39
de inmersión de Hahn 44
de Krull 43
de Tarski 42
de Tychonoff 43
de Vitali 54
de Cantor-Schröder-Bernstein 44

Topoloǵıa 27
discreta 31
producto 31

Variable 15
ZF 17
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“Sur la décomposition des ensembles de points en parties congruentes”.
Fundamenta Mathematicae 6.1.

[16] Vitali, Giuseppe. (1905).
“Sul problema della misura dei gruppi di punti di una retta”.
Tipografia Gamberini e Parmeggiani.

[17] Maximenko, Egor. (s. f.).
“Existencia de conjuntos de números reales que no son Lebesgue medibles”.
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