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Resumen

Esta tesis investiga los fundamentos de la teoria de conjuntos de Zermelo-Fraenkel (ZF),
centrandose en los roles del Axioma de Eleccién (AC) y el Axioma de Determinacion (AD)
dentro de este marco. ZF sirve como una base sélida para la matematica moderna,
sin embargo, la inclusion de AC introduce complejidades significativas, permitiendo la
construccién de pruebas no constructivas y facilitando diversos resultados clasicos.
En contraste, la adopcién de AD genera un paisaje rico de resultados alternativos,
alineandose a menudo con perspectivas intuicionistas.

A través de una exploracion sistematica de modelos de ZF que incorporan AC 6 AD,
esta tesis examina las interacciones entre estos axiomas, con especial interés en coémo su
aceptacion 6 rechazo influye en la teoria de juegos y la teoria de la medida.

Al profundizar en estos modelos, se aclara la filosofia de la teoria de conjuntos actual.
Asi, la interaccién entre eleccion y determinacién no solo es una preocupacién técnica,
sino que también es un catalizador para discusiones m&s amplias sobre los fundamentos
de la matematica. Este trabajo, en ultima instancia, contribuye a nuestra comprension
de como ZF, junto con AC y AD, moldea el panorama de la verdad matematica y
las indagaciones filosoficas que inspira.

Palabras clave: teoria de conjuntos, ZF, eleccién, determinacién, modelos, juegos, medida.

Abstract

This thesis investigates the foundational aspects of Zermelo-Fraenkel set theory (ZF),
focusing on the roles of the Axiom of Choice (AC) and the Axiom of Determinacy (AD)
within this framework. ZF serves as a robust foundation for much of modern mathematics,
nevertheless the inclusion of AC introduces significant complexities, mainly by enabling
the construction of non-constructive proofs and facilitating various mathematical results.
In contrast, the adoption of AD generates a rich landscape of alternative results,
often aligning with intuitionistic perspectives.

Through a systematic exploration of ZF models that incorporate either AC or AD,
this thesis examines the interactions between these axioms, with particular interest in
how their acceptance or rejection influences game theory and measure theory.

By delving into these models, the thesis elucidates the philosophy of current set theory.
Thus, the interplay between choice and determinacy serves not only as a technical con-
cern but also as a catalyst for broader discussions on the foundations of mathematics.
This work ultimately contributes to our understanding of how ZF, along with AC and AD,
shapes the landscape of mathematical truth and the philosophical inquiries it inspires.
Keywords: set theory, ZF, choice, determinacy, models, games, measure.
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Introduccion.

Nuestro marco histérico comienza, como la teoria de conjuntos misma, con Georg Cantor,
quien, durante su periodo de investigacién de 1874 a 1884, es argumentable que comenzo
la teoria de conjuntos utilizando dos principios, extensionalidad y compresion irrestricta.
Este sistema, al formalizarse dentro de la logica, resulté inconsistente, hecho demostrado
por Bertand Russell en su paradoja planteada en el ano de 1901. Consecuentemente,
estos principios se fueron refinando, en un constante juego de la soga cuya intencién fue
evitar la aparicion de contradicciones y construir conjuntos de una manera intuitiva.
Parte fundamental de este proceso de reconstruccion fue Ernst Zermelo quien en 1908
axiomatizé por primera vez la teoria de conjuntos. 14 anos después, durante 1922,
Abraham Fraenkel y Thoralf Skolem ampliaron y mejoraron los axiomas de Zermelo,
resolviendo algunas deficiencias. Luego, como una adicion a esta axiomatizacién, en 1925,
Von Neumann adjunta su axioma de fundacién, finalizando la base de la teoria ZF.

En los margenes del desarrollo de esta teoria ocurria una historia similar: era el ano de 1883
cuando Cantor ide6 el principio del buen orden; esta nocién, a causa de su potencia,
necesitaba un sustento formal mas riguroso. Con el fin de probar este principio, en 1904,
Zermelo formul6 el axioma de eleccion y demostrd que éste es esencial para el buen orden.
En 1935, Max Zorn, en un esfuerzo por proporcionar una herramienta méas accesible y
con el mismo objetivo de demostrar el buen orden, enuncié el principio del maximo,
que rapidamente se torné un recurso central en muchas demostraciones. Posteriormente,
en 1940, John Tukey renombréd el principio del maximo como el lema de Zorn,
en reconocimiento a su importancia dentro de los resultados que él mismo desarrollo,
como el lema de Tukey. Todos estos resultados parecieran seguir una clara jerarquia;
sin embargo, como se ha demostrado desde sus formulaciones, son equivalentes entre si,
y a muchos otros, por mencionar uno, la existencia de bases de espacios vectoriales,
como demostrado por Andreas Blass en 1984.

Paralelamente al desarrollo de eleccion, dentro de la teoria ZF, en la decada de 1950,
los matematicos David Gale y Frank Stewart comenzaron a estudiar juegos infinitos.
Estudios que extendieron Jan Myecielski y Hugo Steinhaus, quienes propusieron, en 1962,
al axioma de determinaciéon como una alternativa a eleccién en este contexto. Inicialmente
considerado una curiosidad, este axioma se consolid6 en las areas de teoria descriptiva de
conjuntos y teoria de cardinales grandes, debido a los trabajos de 1970 de Robert Solovay.
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Este trabajo, como su marco histérico, se encuentra dividido en tres partes, como un arbol,
con un tronco comun y dos ramas, paralelas pero interconectadas.

En el primer capitulo sentaremos las bases con las que trabajaremos a lo largo del texto,
los fundamentos de la teoria ZF, su axiomatizacion y algunos conceptos bésicos derivados.
En el segundo discutiremos las consecuencias del axioma de elecciéon en este contexto,
sus equivalencias e implicaciones, haciendo énfasis particular en las patologias que surgen.
En el tercero contrastaremos lo anterior con los resultados de asumir determinacion,
resolviendo las patologias de eleccién.

Capitulo 1: ZF

Capitulo 2: ZF4+AC Capitulo 3: ZF+AD




15

Capitulo 1

ZF

Para entender a las matematicas primero debemos entender el lenguaje en que se expresan:

La logica de primer orden es un sistema formal que se utiliza para representar y
razonar sobre relaciones entre objetos en un dominio especifico, esta se constituye por:

o La sintaxis consiste de un alfabeto, términos y reglas de construccién de féormulas,
permitiéndonos cuantificar y describir relaciones entre objetos.

e El alfabeto se compone de simbolos; légicos (al)-(a4) y no légicos (ab)-(a7):

(al)

(a2)

Los conectores logicos, que conectan y forman nuevas proposiciones logicas;
la negacién (—), la conjuncién (A), la disyuncién (v), la implicacién (=),
etcétera. Seria suficiente contar con la conjuncién opuesta (A), ya que,
por completitud funcional, nos permite construir a los demas.

Los cuantificadores, que hacen declaraciones generales sobre los objetos;
el cuantificador universal (V) es indicador de que una propiedad o relacién
se cumple para todos los objetos en el dominio de discurso, por ejemplo,
VP (z) se interpreta como “para todo z, P(x) es verdadero”, por otro lado,
el cuantificador existencial (3) indica que existe al menos un objeto en
el dominio para el cual la propiedad o relacion se verifica, por ejemplo,
JzP(x) significa “existe un x tal que P(x) es verdadero”. Similarmente,
con los conectores, basta un cuantificador, pues 3z P(z) = —(Va—P(z)).

La igualdad (=) como simbolo primitivo de la légica, cuyo significado es,
si se cumple la igualdad entre dos objetos del dominio, son el mismo objeto.

) Los simbolos de variables (z,y, z, - - - ) se refieren a objetos en el dominio.

Los simbolos de constantes (a, b, ¢, - - - ) aluden a objetos fijos en el dominio.
Los simbolos de funciones (f, g, h, . . .) representan funciones en el dominio,
cada funcién tiene un nimero de argumentos finito (aridad).

Los simbolos de predicados (P, @, R, ...) plasman relaciones o propiedades
entre objetos, evaluando su verdad, cada predicado tiene una aridad.
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e Los términos son las expresiones que representan objetos, pueden ser:
(t1) Variables (z,y, 2).
(t2) Constantes (a, b, c).
(t3) Funciones valuadas en términos previamente construidos (f(t1,ts,...,t,)).
e Una férmula es una cadena de simbolos formada finitamente de (f1)-(f5),
en particular diremos que una férmula es atémica si es de la forma (f1), (2):
(f1) Si ¢ y to son términos, entonces t; = ty es una férmula.

(f2) Si ty,t9, - ,t, son términos y R es una relacién no légica de aridad n,
entonces Rty ---t, es una féormula.

(f3) Si ¢ es una férmula previamente construida, entonces —¢ es una férmula.
(f4) Si ¢y ¥ yason féormulas, entonces (¢ A1), (pv)) y (¢ = 1) son férmulas.

(f5) Si ¢ es una férmula previa, entonces (Vxy) y (3zp) son férmulas.

o La semantica explica cémo asignamos significados a los simbolos y a las formulas,
se define mediante modelos (o estructuras):

e El dominio de discurso (D) es una clase no vacia de objetos.

e Una interpretacion asigna significados especificos:

(i1) A cada constante un objeto particular en D.
(i2) A cada funcién n-aria una asignacién de D" en D.
(i3) A cada predicado n-ario una subclase de D".

Una férmula se considera verdadera en un modelo si, dada una interpretacion,
la férmula se evaltia como verdadera.

o La inferencia se refiere al proceso de derivar nuevas declaraciones (o teoremas)
a partir de premisas dadas utilizando las siguientes reglas:

e Modus Ponens:
Si Py P = (@ son verdaderos, entonces () es verdadero.

e Instanciacion Universal:
Si Yz P(z) es verdadero, entonces P(a) es verdadero para cualquier objeto a.

e Generalizacion Existencial:
Si P(a) es verdadero para algin objeto a, entonces 3xP(z) es verdadero.
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1.1. Fundamentos axiomaticos

Tomaremos como base fundamental de nuestra teoria, ZF, en honor a Zermelo y Fraenkel,
la l6gica de primer orden, la pertenencia (€) como simbolo primitivo del lenguaje y
los objetos de discurso son los conjuntos!.

Observacién: Al ser la igualdad (=) y la pertenencia (€) los tinicos simbolos primitivos,
las unicas férmulas atémicas son de la forma z = y y x € y, donde z y y son términos,
consecuentemente, todas las formulas de nuestra teoria ZF son compuestas de estas,
ya sea con conectores logicos o cuantificadores.

Proposicién (Existencia de un conjunto): En ZF existe al menos un conjunto.

Demostraciéon: En la légica de primer orden, el dominio de discurso es no vacio,
asi afirmamos algo existe, ademas en la seméntica de ZF solamente hay conjuntos,
por ende en este contexto, sabemos un conjunto existe. o

Axioma de extensionalidad (AE)
Dos conjuntos son iguales (son el mismo conjunto) si tienen los mismos elementos:

(Vo) (V) [(V2)(zex = zey) = (z=y)]
Subconjunto: Sean x,y conjuntos, diremos x es subconjunto de y, denotado = < y, si:
(V2)(zex = z€evy).

Observacién: Notemos que (Vx)(z € z), con esta nocién podemos reescribir AE como:

(Vo) (Vy)([(z s y) A (2 29)] = [z =y]).

Subconjunto propio: Sean x, y conjuntos, diremos que z es subconjunto propio de y,
denotado x < y, si:

(zcy) A (z#y).

Esquema axiomatico de reemplazo (EAR)

Este afirma que la imagen de un conjunto bajo toda funcién definible cae en un conjunto.
Sea f una férmula en el lenguaje de ZF con dos variables libres (denotadas aqui por z,y),
entonces:

V2)[Cy) f(z,y) = B f(z,y)] = (VX)EY)(Vy)(lyeY] <= (Bre X)[f(z,y)]).
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Teorema (Esquema de especificacién):
Sea f una formula cualquiera en el lenguaje de ZF con una variable libre x, entonces:

(V2) ) (V2)([z e y] <= (zez) A [f(2)])

Construyendo el subconjunto:

{zex| f(2)} ca.

Demostracién: Sea f una féormula cualquiera con variable libre z, considere la féormula
g(x,y) = f(z) A (x = y), Yz existe a lo mas un y tal que [g(x,y)], en particular y = z,
asi por EAR:

(Vx)(3Y)(Vz) [z€Y] < (Gwe x)[g(w,2)]
— (wez)|[f(w) A (w=2z)]
— (zex) A lf2)] :

Teorema (Existencia del conjunto vacio): Existe un tnico conjunto sin elementos,
denotado por @.

Demostracion: Sea x un conjunto arbitrario, construyamos por especificaciéon:
Gi={zexl|z#z} <.
Por la definicion de igualdad ningin conjunto es distinto de si mismo, asi:

(Vz)(z ¢ 9).
Ademas por vacuidad en el axioma de extensionalidad se sigue su unicidad. =

Axioma de unién (AU)
Para cualquier conjunto w hay un conjunto x que contiene exactamente a los miembros
de los miembros de w:

(Vw)(Fz)(Vy)[(y € ) = (Fz e w)(y € 2)].

A este conjunto x lo denotamos por [ J z.
zZew

Axioma del conjunto potencia (AP)
Para cualquier conjunto x hay un conjunto y que contiene exactamente a sus subconjuntos:

(Vz)(Fy)(V2)[(z € y) < (2 < z)].
A este conjunto y lo denotamos por P(x).

Observacién: Podemos notar que (Vz)[@,z € P(z)].
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Teorema (del singulete): Para todo conjunto z hay un conjunto con unico elemento z.

Demostracién: Dado z, por AP es posible considerar P(z) como conjunto, con z € P(x),
ademéds la formula f(z) := (2 = x) claramente tiene a z como unica variable libre,
asi por esquema de especificaciéon nos es posible construir:

{zeP(x) |z =1z} = {z}. o
Observacién: P(2) = {@} y P(P(9)) = {2, {o}}.

Teorema (del par): Para cualesquiera dos conjuntos w y x existe el conjunto y
cuyos unicos miembros son w y x:

(Vw)(Vz)(3y)(V2){(z € y) < [(z = w) v (z = 2)]}.
A este conjunto lo denotamos por {w, x}.

Demostracién: Por existencia del conjunto vacio y AP sabemos que P(2) y P(P(2))
son conjuntos, definamos ahora la férmula con variables libres w y v como
flu,v) :=[(u= Av=w)v (u={T} Av=urx)], se cumplen los requisitos de EAR,
en particular si u = @ tenemos v = w y si u = {F} tenemos v = z, y recurriendo a EAR:

(Vu)(3V)(Vz) [zeV] <= (Fteuw)[f(t,2)]
— (teuw)|t=Trz=w)v (t={T}Anz=u1x)
— (eunz=w)v ({Z}eunz=ux).

Asf al restringir nuestro dominio u := P(P(@)) = {&, {@}} tenemos que:
AV)(Vz) [zeV] <= (z=w) v (z =x).
Siendo V' el conjunto deseado, concluyendo asi esta prueba. =

Axioma de fundacién (AF)
Todo conjunto no vacio x contiene un miembro y tal que z y y son conjuntos disjuntos:

(Vo)l(z # @) — (Qyex)(Vzex)(z¢y)]

Axioma de infinitud (ATI)
Existe un conjunto infinito:

@Ar)[(@ex) A (Vyex)([yu{y] ex)]

Estos axiomas son la base formal usual para la construccién de las matematicas,
desde la construccién de la aritmética de Peano (N, +, x) hasta el andlisis funcional,
entre muchas otras.
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1.2. Relaciones y teoria de grupos

Par ordenado: Sean X, Y conjuntos, definimos el par ordenado (X,Y) := {{X},{X,Y}}.

Producto cartesiano: Sean X,Y conjuntos, definimos el producto cartesiano,
mediante especificacién, como X xY :={ze P(P(X vY)) |Jre X,yeY mz = (z,y)}.

Relacién binaria: Sean X y Y conjuntos.

Diremos R es una relaciéon binariade X a Y siysolosi RS X x Y.

El hecho de que (z,y) € R lo denotamos por xRy, lo cual se lee como “x se relaciona con y”.
En caso de que X =Y diremos simplemente que R es una relacion binaria en X.

Orden: Sea X un conjunto. Una relacién binaria < en X es un orden si es:
Reflexiva:

Vre X r <
Antisimétrica:
Ve,ye X <y ny<uz = x=1y).
Transitiva:
Vr,y,ze X <y Any<z = < 2).

Orden total: Sea X un conjunto con un orden <, diremos < es un orden total si:
Ve,ye X r<yVvy<uec.
En tal caso, diremos que X es una cadena.

Conjunto superiormente acotado: Sea X un conjunto con un orden <, diremos que
Y € X es superiormente acotado si:

Jre X VyeVY Yy < T.
A todo elemento x con esta propiedad lo llamaremos una cota superior para Y.
Conjunto con maximal: Sea X un conjunto con un orden <, X es con maximal si:
dJre X Vye X (x<vy — r=y).

A todo elemento x con esta propiedad lo llamaremos un maximal de X.
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Buen orden: Sea X un conjunto con un orden <, < serd un buen orden si:
VY e P(X)\{2} JyeY VeeY y <
Al tinico elemento y con esta propiedad lo llamaremos el minimo de Y, denotado min(Y").
Observacion: Todo buen orden es un orden total.
Conjunto con maximo: Sea X un conjunto con un orden <, X es con maximo si:
dze X Ve X T <X z.
Al tinico elemento z con esta propiedad lo llamaremos el méximo de Y, denotado max(Y').

Relacion de equivalencia: Sea X un conjunto, diremos que una relacién binaria R en X
es de equivalencia si es:

Reflexiva:
Vre X xRz.
Simétrica:
Ve,ye X (xRy = yRx).
Transitiva:
Vo,y,ze X (rRy A yRz = TRz).

Clase de equivalencia: Sea X un conjunto y R una relacién de equivalencia en X.
Definimos (por especificacion) la clase de equivalencia de z € X, denotada [z]g, como:

[z]r = {ye X : yRx}.
Observacion: De la reflexividad de R se sigue que = € [z]g.

Conjunto cociente: Sea X un conjunto y R una relaciéon de equivalencia en X.
Definimos (por especificacién) el conjunto cociente como:

X/R:={yeP(X) : BzxeX)(y=|[x]r)} = {[z]r : ve X}

Particién: Sea X un conjunto, diremos que P < P(X) es una particién de X si y sélo si:
La coleccion P no contiene al conjunto vacio:

¢ P.
La unién de los conjuntos de P es igual a X:
U q=X.
geP
Los elementos de P son disjuntos a pares:
(Vg,re P)l(g#7) = (¢nr=2)]

Observacion: Notemos que el conjunto vacio es la tnica particién del conjunto vacio,
y que cualquier particiéon de un conjunto no vacio es no vacia.
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Teorema (fundamental de las relaciones de equivalencia): Sean X un conjunto y
R una relacién de equivalencia en X, entonces X /R forma una particiéon de X.

Demostracién:
La coleccion P no contiene al conjunto vacio:

Vye X/R (FrxeX)y=[z]g) = 2xey = y#0 = O¢X/R.

La unién de las clases de equivalencia es igual a X, nuevamente por la reflexividad de R:

Vee X rRx = relrlpc X
— X =|Jlzt e Jlslr s X
zeP zeP

Las clases de equivalencia son disjuntas a pares, consideremos p,q € X /R, por definicién
dz,y € X tales que p = [z]r ¥ ¢ = [y]r, supongamos:

png=|z]lgn|ylr # 2 — Az e |z]r N [y]r
- zRx N zRy.

Por la reflexividad de R,
== xRz A zRy.

Recurriendo a la transitividad de R,

Luego:
Va€[z]p < aRr = aRx AN xRy = aRy < ac€ [yl = [z]r < [y]r
Mediante un razonamiento similar probamos que

[2]r 2 [y]r,
de forma que

[z]r = [y]r-
Asi, por contrapositiva

([z]r # [lr) = ([z]r 0 [y]r = 9),
lo cual reescribimos como
Vp.ge X/R (p#4q) = (pnqg=2). o

Funcién: Sean X,Y conjuntos y f relaciéon binaria de X a Y, f serd una funcién,
denotado f: X — Y, si:

VeeX dyeY (x,y) € f.

Comunmente a este elemento y se le denota por f(x).
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Restriccion de una funcién: Sean X, Y conjuntos, f: X — Y, y W < X, definimos
la restriccién de f en W, como la funcién fly : W — Y tal que:

VeeW  flw(e) = f(),

Operacion binaria interna: Sea GG conjunto no vacio, una operacion binaria interna
sobre G es cualquier funcién f : G x G — G, por cuestiones de notacién f(g,h) =: g = h.

Grupo:?' Sea G un conjunto no vacio y #* una operacién binaria interna en G,

diremos que la dupla (G, *) es un grupo si se cumplen las siguientes propiedades:
La operacién = es asociativa:

Vg,h,ie G (g*h)=i=g=(h=i).
Existe un elemento neutro:
Jee G Vge G exg=gxe=g.

Todo elemento tiene un inverso:

Vge G g teqd grg ' =e.

Subgrupo: Sea (G, =) un grupo y H < G, diremos que H es subgrupo de G (H < G)
si (H,*|pgxp) tiene estructura de grupo.
Subgrupo generado: Sea (G,+*) grupo y S € G, el subgrupo generado por S, {S),

se define como:
Sy= ) H

H2S
H<G

Este resulta ser el subgrupo mas pequenio que contiene a S, atin més, se puede caracterizar:
(@) = {e},
S #o = S)y={at - xrneN, Vie{l,--- ;n}a; eS¢ e{-1,1}}

Accién de grupo: Sea X conjunto y (G, =) grupo, diremos que la funcion a: X xG — X
es una accién de grupo si cumple:

Vee X Vg,he G ala(z,g),h) = a(x, g h),

Vee X alz,e) = .
Diremos una accion de grupo es libre si:
Vee X Vge G (a(z,g) =2 = g=e).

Orbita: Sea X un conjunto, (G,*) un grupo y a : G x X — X una accién de grupo,
definimos entonces la 6rbita de z € X:

Orb(z):={ye X |Jge Gmy = a(zr,9)}.
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Teorema: Sea X un conjunto, (G,*) un grupo y a : X x G — X una accién de grupo,
el conjunto de drbitas inducen una particién de X.

Demostracion:
Por el teorema fundamental de las relaciones de equivalencia basta demostrar que
la relacién binaria definida mediante:

xRy — x € Orb(y),

es de equivalencia y sus clases son las orbitas, asi el conjunto de érbitas particiona a X.
Reflexividad:

Vee X alz,e) =x —
dg:=eeGmua = a(z,g) —
x € Orb(z).
Simetria:
Ve,ye X x € Orb(y) =
dJge Gmz = aly,g) —
a(z,g) =alaly,9).97") =aly,g+g7) =aly.e) =y =
Jhi=gleGmy=a(z,h) —
y € Orb(x).
Transitividad:
Va,y,ze X x € Orb(y),y € Orb(z) —
dgeGmz =0a(y,g),Ihe Gmy = a(z,h) —
a(z,hxg) = ala(z,h),9) = aly,g) =z =
Ji:=(h+g)e Gmz = afi,z) =
x € Orb(z).
Ademés:
[2]r = {y€ X : yRz} = {y € X : y € Orb(z)} = Orb(z). a

Distancia euclidiana:[¥! La distancia euclidiana es la funcién d : R" x R"* — R:

| Y1 n

Ve=|: |y [eR" d(w,y) ==y [ (@i — yi)?.

i=1

Isometria:®! Una funcién ¢ : R* — R” serd una isometria si preserva distancias:

v,y eR" d(z,y) = d(é(z), d(y)).
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Conjunto descomponible:[®! Un conjunto S < R” es descomponible en m conjuntos

Aq, Ay, - LA, € R siy slo siexisten isometrias ¢, ¢a, - -+, @y - R™ — R™ tales que:
U Pi(A
i=1
vy #k ¢;i(A7) N dr(Ay) =

A tal unién se le conoce como una descomposicion.

Equidescomponibilidad: Dos conjuntos S, T < R”" se dice son equidescomponibles
si y sélo si existe un conjunto:

E:={A, Ay - A} < PR").
Tal que S y T son descomponibles en los m elementos de FE.

Ahora, retrocedamos un paso y desarrollemos una intuicién de la equidescomponibilidad,
por definicién tenemos una lista de figuras (los elementos de la equidescomposicién)
y una lista de acciones (las isometrias), como lo son reflexiones, rotaciones y traslaciones,
de tal manera que podemos formar dos nuevas figuras (los conjuntos equidescomponibles)
pegando de distintas formas las mismas figuras iniciales, como armando con un Tangram.

Teorema: La equidescomponibilidad es preservada bajo subconjuntos.
Sean P, () < R" equidescomponibles, sea S < P, entonces existe T' < () tal que
S y T son equidescomponibles.

Demostracion:
Sea Ay, -, A, descomposicion de Py @, e isometrias pi1, v, -+, fbm, Um : R" — R™

P = UMi(Az’)> Q= UVz'(A
=1 =1

Al considerar B; := ;' (S n pi(A;)) S A; tenemos que:

m

Uf“i(l LmJ LS A i (A) USﬁMz 1=SmOui(Ai)=SmP=S.
= i=1

Teniendo asi una descomposicion de S, ain mas, debido a que B; < A;:

m

= \Jus U

=1 =1
Dando asi la equidescomposicién de S 'y T =
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Teorema: La equidescomponibilidad es una relacién de equivalencia en P(R™).

Demostracion:

Reflexividad: Para demostrar es reflexiva basta notar que la identidad es una isometria.
Simetria: No hay un orden a la relacién de ser equidescomponible, se sigue la simetria.
Transitividad: Sean A, B, C' < R™ donde A y B son equidescomponibles y B y C también.
Sea X1, -, X,, descomposicién de A y B, junto isometrias iy, 11, -, fhm, U : R — R™

A= m(x), B=|Ju(x
=1 i=1

Similarmente, Y3, - - - , Y, descomposiciéon de B, C, e isometrias &1, 7, -+ ,§p, 7p 1 R" — R™

B ={J&), ¢ =Jn).

Al considerar Z; ; := v;(X;) n &(Y;), coni,j € N (1 <i<m,1<j<p) tenemos:

UU Og Vz f\f] :U o&( )Z

Por lo que los Z; ; junto a las isometrias p; o vty T; © §j_ equidescomponen a Ay C. o

Teorema: La equidescomponibilidad es preservada bajo uniones 1-1.
Sean {S1,S2, -+ ,Sn} v {I1,Ts, - ,T,} conjuntos de conjuntos en R" tales que

para cada j € {1,2,---,m}, S; y T sean equidescomponibles, entonces los conjuntos
S:=U", Sy T:=J",T; también lo son.
Demostracién:

Por hipotésis tenemos que podemos descomponer simultdneamente a S; y Tj:

Vje{l,--,m} A1, Ajry SR 3y, ik, 1R RY 8= gu(450),
=1

k;
30]71, . 70]',19]' R > R" T'] = U gj,l(Aj,l)-

Entonces:

S = [LJS]‘ = 6 ®1(Aj1), T = OT? = O 0j(Aj1)-

Dando asi la equidescomposicién de S y T =
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1.3. Topologias, juegos y estrategias

En el marco de este escrito consideraremos las siguientes definiciones:

Topologia: Sea X un conjunto, y 7 € P(X), diremos que 7 es una topologia de X si:
El conjunto X es elemento de esta coleccion:

XerT.
La coleccion es cerrada bajo uniones arbitrarias:

Yocr UAET.

Aeo

La coleccién es cerrada bajo intersecciones a pares (y por ende bajo intersecciones finitas):
VAl,AQE’T AlﬂAQET.

En tal caso diremos que la dupla (X, 7) es un espacio topolégico

Observacion: En la mayoria de la bibliografia se pide @ € 7, aqui no lo haremos, pues:

gCT UAZ@ET.

Abierto: Sea (X, 7) un espacio topoldgico, diremos que A € X es abierto si A € 7.
Cerrado: Sea (X, 7) un espacio topoldgico, diremos que C' € X es cerrado si X\C € 7.

Borel: Sea (X,7) un espacio topoldgico, diremos que B < X es Borel si pertenece
a la cerradura bajo las operaciones de union e intersecciéon contables y complemento
(respecto a X) de la coleccién de abiertos, o equivalentemente, de cerrados.

Base topoldgica: Sea X conjunto, y B < P(X), B serd una base topoldgica de X si:
B cubre a X, es decir, todo elemento del conjunto X es elemento de algtin miembro de B:

Vee X dBeBmze B cC X.

VBl,BQEB Ve e By n By EIBgEBI’T‘IQL’EngBlﬂBQ.
Basico: Sea X conjunto, y B base topoldgica de X, diremos W < X es basico si W € B.
Teorema: Sea (X, 7) un espacio topolégico, entonces 7 es una base topoldgica. D

Demostracién: Por definicién de topologia 7 < P(X), ademds 7 cubre a X pues X € 7,
y la propiedad restante se obtiene de la cerradura bajo interseccion a pares.
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Teorema (Topologia generada por una base): Sea X conjunto y B base topoldgica de X,
entonces 7(B) := {A e P(X) |Vre A: IBe Bmx € B < A} es una topologia de X,
a la cual llamaremos la topologia generada por B.

Demostracion:
El conjunto X es elemento de esta coleccién, notemos que por definicion de base:
Vre X JBeBmreBCc X =
X e 7(B).
La coleccion es cerrada bajo uniones arbitrarias:
VUQT(B),VQUGUA JAeoccT(B)mze A =
A€o

iBeBmzeBC AC UA =
Aeo

|JAer(B).

Aco
La coleccion es cerrada bajo intersecciones a pares (y por ende bajo intersecciones finitas):
VA, Ay e 7(B), Yr e A1 n Ay [te A1 eT(B)] A [xe AyeT(B)]
[ABie Bmaxe By € Aj| A[3Bye Bmx € By © As]
Bi,Boe Bmxe BinByC Al n Ay
dB3e Bmaxe B3 < Byn By © A1 n Ay
AinAyeT(B). o

U

R

Corolario: Sea X conjunto y B base topoldgica de X, la topologia generada por B
puede ser caracterizada como:

T<B)={UB|5gB}.

Bep
Demostracién:
Ae{UBmgB} — BcBmA=|JB
Beg Beg
= (VxeA)(3Befp<cBmxe BC A)
E AET(B)
Y:
Aer(B) = (Vxe A) (3B,e Bmaxe B, € A)
f:={B,|reAlcB = (VxeA) (AB,epfmuzeB,) A (VB,€B)(B,< A)
—_—

AzUBxe{BngﬁBngB}. .

TeA
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Corolario: Sea X un conjunto y B una base topolégica de X, entonces B < 7(B).
Demostracién: VB’ € B podemos definir 8 := {B'} < B, as{ B’ = g5 B € 7(B). o
Teorema: Sea X conjunto y By, By bases topologicas en X, luego:

7(B1) < 7(B2) — (VBy € By) (Vx € By) (ABy € Bymx € By € By).
Demostracion:

=) Supongamos:

T(Bl) c T(Bz) —

Por el corolario anterior:
Bl - T(Bl) - T(Bz) —
(VBy € B1)(B1 € 7(By)) —

Recurriendo a la definicién de topologia generada por By obtenemos la propiedad:

<VB1 € T(Bl))(v.ﬁ[ € Bl)(HBQ € BQ mx e BQ - Bl)

<) Para esta implicacién partimos de que:
(VB1 € By) (Vxe By) (IBy e Bymaz € By € By).
Por definicion de la topologia generada por By:
(VU e7(By))VzeU)3@B1eBymze B cU) =
Recurriendo a nuestra hipétesis, pues By € By y x € By:

(VUGT(Bl))(vxe U)(HBl EBlm(L’EBl - U)(HBQ EBQI‘I‘IIEBQ c B c U) —
<VU € T(Bl))(VZ'E U)(HBQ € BQ mX e BQ - U) -

Lo cual es nuevamente la definicion de topologia generada, sélo que ahora, por Bs:

VU er(B)(UeT(B)) =
’7‘(81) gT(BQ). a
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Subbase topoldgica: Sea X conjunto y S € P(X), S es subbase topoldgica de X si:
S cubre a X, es decir, todo elemento del conjunto X es elemento de algin miembro de S:

USzX; lo cual es equivalente a VeeXd1SeSmzxeSc X.
SeS

Subbasico: Sea X conjunto, S subbase topoldgica de X, W < X es subbasicosi W € S.
Teorema (Base generada por una subbase): Sea X conjunto y S subbase topolégica de
X, luego B(S) :={BeP(X)|3S1,---,S, e SmB =[], S} es base topoldgica de X,

a la cual llamaremos la base generada por S.

Demostracién: Claramente S € B(S), basta tomar S € S y considerar S = ﬂ;zl S,
en consecuencia por definiciéon de subbase:

Ve e X 1SeSc B(S)mze S c X.
Ademas, por construccién notemos que B(S) es cerrado bajo intersecciones a pares:

EISla"'7‘5'7L16‘9‘_|_|-Blz ?:1151'7

VBi, By € B(S) 3581, -, 8, € Sm By = ()2, 5;.

En consecuencia de este hecho:

ni+ng
/ !
3Sla T 7Sn17Sn1+1 = Slu o 7Sn1+n2 = Sn2 eSm Bl N B2 = ﬂ Si7
=1

Por lo que:

By n By € B(S).
Asi se cumple inmediatamente la propiedad:
VBy,ByeB(S) Yre BinBy 3dB3:= B nBye B(S)mxz e By =B n By < By N Bs.
Verificandose que B(S) es una base topoldgica de X. D
Corolario: Sea X un conjunto y S una subbase topoldgica de X, entonces S < B(S).

Demostracién: VS’ € S podemos definir S := ', asi 35; tal que S’ = (_; S € B(S).
En consecuencia § < B(S) < 7(B(S)), asi todo subbasico es basico y por ende abierto. o
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Topologia discreta: Sea X un conjunto, definimos:
Tp = P(X).
Claramente esta es una topologia, y la llamaremos la topologia discreta de X.

Imagen inversa: Sean X y Y un par de conjuntos y f : X — Y, entonces
definiremos a la imagen inversa del conjunto Z < Y bajo f, como:

[7UZ2)={ze X | f(z) e Z}.

Producto cartesiano: Sea F = {X;},; una familia indexada de conjuntos no vacios,
con [ un conjunto arbitrario de indices, definiremos el producto carteasiano de F como:

[1x = {f:]—»UXZ- Viel: f(i)eX,}.
iel

el

Observacion: Entenderemos por familia de conjuntos a un conjunto de conjuntos.

Proyeccién: Sea F = {X;},; una familia indexada arbitraria de conjuntos no vacios,
dado j € I, definiremos la j-ésima proyeccion:
p; - HXZ —>Xj
iel
z —x(j)
Topologia producto: Sea F = {(X;, 7;) }ic; una familia indexada de espacios topoldgicos,
donde I es un conjunto arbitrario de indices. Consideremos a la familia Fxy = {X;}ir,
para posteriormente construir su producto cartesiano Xp := Il;c;X;. El siguiente paso
en la construccién sera dotar a éste de una topologia, para esto consideraremos la subbase:
S:={p;'(A)) | jel Ajer} = P(Xp).

Para verificar que esta es una subbase de Xp basta el siguiente razonamiento:

(Viel)X;er = (Viel) Xp=p;'(X;) eS8
= (Vre Xp)3S:=XpeSmzeS=X,< Xp.
Por otro lado notemos la siguiente caracterizacion:
. _ . . X, 1#7
(vj € I)(VA; € 7)) prt) =T Tma, wie = {3 (27

iel
De esta forma al generar la base:
BS):={Sin---nS,|VYme{l,--- ,n}S,, €S}
={p;, (Aj) 00 p (A [Yme (L, ), jme Ay, €7,
—{TTVil (e DVier] Alewie DV = Xi]}.
iel
Nos es posible dotar a X, de la que llamaremos la topologia producto 7p := 7(B(S)).
En ese mismo sentido, a la dupla (Xp, 7p) le llamaremos el espacio producto de F.
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El espacio de Baire:[* Iniciemos definiendo con indices Vn e N: X,, := N, 7, := 7p,
de manera que podamos construir la familia de espacios topolégicos F = {(X,, Tn) }nen,
y definiremos al espacio de Baire como el espacio producto de F, consecuentemente:

Hanz{f:NHUXn

VneN: f(n)eXn}

neN neN
z{f:NHUN’VneN: f(n)eN}
neN
—{f:N>N|¥neN: f(n)eN)
_{f:N-N)
— NV,

Asi el espacio de Baire es el conjunto de sucesiones de ntimeros naturales dotado de
la topologia producto de una cantidad contable de copias de N con la topologia discreta,
notemos que N es equipotente a Q n [0, 1], luego NV y (Q ~ [0, 1])Y también lo son,
de forma que visualizaremos:

Xo=N X;=N Xo=N X,=N X,,;,=N

Figura 1.1: Visualizacion del espacio de Baire y uno de sus elementos.

Ahora intentemos visualizar a los basicos, realizando las sustituciones adecuadas sabemos:

B@S) ={ () p(A4) IneN, Vhe{l, - m} jieN, 4; =N}

XocN X;cN Xo=N X,=N X, cN XN X5 =N

Figura 1.2: Un basico del espacio de Baire (area sombreada) y uno de sus elementos.
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Estos basicos no resultan tan intuitivos, asi propondremos una subbase mas conveniente:
S = {pj—l({aj}) |jeN, aj € N} cS.
Lo cual a su vez resulta en una base mas conveniente:
m
B(S) = { (7 (faz}) ImeN, Vhe {1, ,m}, jieN, a;, € N} c B(S).
k=1
Verifiquemos que ambas bases generen la misma topologia, por la contencién anterior:

(VB1 e B(S')) (Vxe By) (3By:= B, eB(S') < B(S)mze By € By).

Lo cual por un resultado anterior implica que:

Basta asi probar la contencién contraria, sean:

By = ;. (4;,) € B(S) z € By By = () p; ({=(ir)}) € B(S)).

k=1

Por definicién de imagen inversa:
Yy € By y(Jk) = (jx) € Aj, = y € Ba.
Asi, en particular:

r € B; € Bs.
7(B(S")) = 7(B(S)).

Xo = {aO} Xy = {al} Xo=N X, ;=N X, = {an} Xn+1 =N Xn+2 =N
Figura 1.3: Visualizacion de un cilindro del espacio de Baire y uno de sus elementos.

En este caso los basicos son productos de N salvo una cantidad finita de entradas,
en las cuales es un singulete, a estos basicos los llamaremos también conjuntos cilindro.
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Otra alternativa que resultara ttil en el futuro sera:

B" .= { (o' (fax}) [meN, Vke {1,--- ,m}, az e N} < B(S).

k=1

Verifiquemos rapidamente que es una base:

vre NV 1B :=p;'({z(1)}) e Bmare B" < X
mo - {TIfILlfj”f)L('}
B, = ﬂk—l pk1<{ak}) eB” -1 1
o Vee Byn By 3B := p, {a})eB"mre B BinB
By =(\iZip; ' ({a}}) € B ' : kOl g ' ’

Similarmente a la pagina anterior, verifiquemos que genera la misma topologia:

(vBieB') (Ve B) (3B, = Bye B' < B(S)mz e B, < By)
7(B") = 7(B(S))

Basta asi probar la contencion contraria, sean:

m {g1, m}
By = () p;1(4;,) € B(S) z€ B, Bi:= () w'({z()})eB(S).
k=1 =1
Por definiciéon de imagen inversa:
Vy e By l=ji: y(l)=x2(l)e Ay = y € By,
asi, en particular:
T € Bl - B2
7(B") =2 7(B(S))
Xo = {(10} X, = {Gl} Xy = {02} X, = {an} Xn1=N X, =N

Figura 1.4: Visualizacién de un cono del espacio de Baire y uno de sus elementos.

En esta ocasién vemos que los basicos son segmentos hasta un punto en el que se ramifican,
asi a estos basicos los llamaremos conos.
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Juego de Gale-Stewart:[°! Considere el conjunto de sucesiones naturales NN y A < NV,
entonces podemos definir el juego de Gale-Stewart asociado al conjunto A como el juego
infinito con informacién perfecta de dos jugadores alternados, donde eligen un natural,
esto se puede visualizar como:

1. El jugador 1 escoge un natural ny.
2. El jugador 2 ve la jugada anterior y escoge un natural n;.
3. El jugador 1 ve la jugada anterior y escoge un natural ns.

4. Continuamos este proceso alternando jugadores.

Al “acabar” el juego, los jugadores habran formado una sucesién n = (ng,ny,...» e NV,
donde el jugador 1 gana si n € A y el jugador 2 gana en caso contrario, es decir, si n ¢ A.
Denotamos a este juego por G 4.

Juego de Gale-Stewart abierto/Borel/cerrado: Diremos un juego de Gale-Stewart es
abierto/Borel/cerrado si su conjunto asociado es abierto/Borel/cerrado (resp.)
en el espacio de Baire.

Estrategias: Una estrategia para el Jugador 1 es una funcién:
o U N%* & N.
keN
Similarmente una estrategia para el Jugador 2 es una funcion:
E U NZ+1 N,
keN
Notemos que esta definicion la hemos construido independientemente de un juego.

Estrategias ganadoras para G4: Consideremos A < NY y su juego correspondiente,
diremos que la estrategia o para el Jugador 1 es ganadora si:

Vp: [N SN (0(2), p(0(2)), 0 ({0 (), p(0(2)))), ) € A

keN

Si bien esta definiciéon es aparentemente compleja, la idea detrds es bastante sencilla,
lo que se nos dice es que independientemente de los movimientos que haga el Jugador 2,
el Jugador 1 gana si sigue esta estrategia.

De manera similar diremos que la estrategia p para el Jugador 2 es ganadora si:

Vo : U NQk - N <O’(®),p(0‘(®)), 0(<U(®)7P<J(®))>)v o > ¢ A
keN

Analogamente al caso anterior, esto implica que para cualquier movida del Jugador 1,
el Jugador 2 gana al aplicar esta estrategia.
Diremos que un juego es determinado si algtin jugador posee una estrategia ganadora.
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Teorema: Existe un juego de Gale-Stewart determinado.
Demostracion: Considere el conjunto:
A= {lag, a1, -y eN" | qy = 0}.
Basta asi tomar una estrategia (para J1) tal que:
o(2) =0.
Esta resulta ganadora, pues independientemente de cualquier movimiento:

(0(2),p(0(2)),---) =0, p(0(2)),---) € A. o

Observacién: Sea A < NY un conjunto abierto en el espacio de Baire y a € A,
entonces existe un bésico (segmento inicial) B < A tal que a € B, asi en el juego G4,
para toda secuencia ganadora de 1 hubo un punto finito del juego donde aseguré el gane.

Teorema (Determinacién de juegos abiertos): Sea A < NN un conjunto abierto
(en el espacio de Baire), entonces su juego de Gale-Stewart asociado estd determinado.

Demostracién: Supongamos que el jugador 1 no tiene una estrategia ganadora para G 4,
asi no hay un primer movimiento ag € N que le asegure la victoria, en otras palabras:

Vage N 3Ip(ag)e N m  {ao} x {p(ag)} x N¥ & A.

Supongamos asi que J1 juega un af cualquiera, y que J2 juega su p(ag) correspondiente.
Consideremos ahora el conjunto:

A(ag,p(%» Z={<bo, b1,...>eNN | <@/07 p(aé)), by, b1, "->6A},

J1 no tiene estrategia ganadora para G4 Cal - patyy AT ningin ag, pues de lo contrario,
4p> Pl

elegiria el minimo ay, para el que si la tenga y obtendria una estrategia ganadora para G 4
Ademas, toda jugada ganadora para 1 en G4 @ (el tiene que ocurrir en una etapa finita,

G.O7 (10
si esto no sucediera habria una jugada ganadora en G4 que no sucede en una etapa finita,

contradiciendo nuestra observacién. Luego no hay un primer movimiento as (en G4 . ol )>)
0’ 0

que le dé el gane:

Vay € N 3p(ag, plag),az) e N m  {ag} x {p(ao, p(ag), az)} x NV ¢ Aga, pla)y
Supongamos que J1 juega un a) cualquiera, y que J2 juega su p(ao, p(ag),az).

Construyamos de forma similar a nuestro paso anterior el conjunto:

Alay, pla). ab, plao.plap) az)) =
{<b07 b17 o > € NN ‘ <CL,O, p(a6)7 CL/2, p(a07p<a6)7 a2)7 bo, blu o > € A}
Por la misma légica que antes se ve J1 no tiene estrategia ganadora en su juego asociado y

que si J1 ganara lo harfa en una etapa finita, continuamos asi este proceso inductivamente,
dandonos una estrategia ganadora para J2, pues le niega ganar a J1 en una etapa finita.o
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El siguiente resultado no tendra demostracion formal, resaltando sus ideas principales,
esto por la complejidad y longitud de la demostracién, y no se empleard mas adelante.

Teorema (Determinacién de juegos de BorellM[7): Sea B < NY un conjunto Borel
(en el espacio de Baire), entonces su juego de Gale-Stewart asociado estd determinado.

Bosquejo: La idea central de esta prueba es que al tratar con conjuntos de Borel
basta encontrar una propiedad conservada bajo complementos y uniones numerables y
demostrar que ésta se cumple para el caso base de conjuntos cerrados.

En primera instancia es natural proponer el estar determinado como tal propiedad,
sin embargo, en caso de existir un juego no determinado con conjunto asociado A,
basta considerar los conjuntos Ay := A U {a € NVag = 0} y A; := AU {a € NN|ay # 0},
notar que sus juegos asociados estan determinados, y razonar que por leyes de De Morgan:

A= AO f\Al = (A(C) UAE:)C.

Para concluir que la determinacion no se conserva al operar bajo complemento y union,
asi habra que proponer alguna propiedad mas fuerte y verificar que esta se conserve.
Como primer acercamiento Martin define a lo que llama elevar un juego, cuyas ideas son,
mapear un juego a otro mas simple (por ejemplo, uno de Borel a uno abierto y cerrado),
y las estrategias ganadoras en el juego simple llevan a estrategias ganadoras en el original,
Luego, Martin define a lo que llama una cubierta de un &rbol, y una k-cubierta,
subyacientemente elevando juegos, en uniones adecuadas (tanto finitas como numerables).
Como propiedad resultante, Martin propone el concepto de ser un conjunto desenredado,
el cual consiste en que haya una cubierta que eleve su juego a uno abierto y cerrado,
para luego probar que todo juego asociado a un conjunto desenredado es determinado.
La demostracion finaliza con un caso base, al probar que los cerrados son desenredados,
e inductivamente, pues desenredarse se conserva bajo complementos y uniones numerables,
luego los Borel se desenredan y por ende son determinados.

La demostracién la puede consultar el lector en [6]. al
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Capitulo 2

ZF+AC: Resultados y Patologias

En este capitulo exploraremos algunos resultados, tanto intuitivos como contraintuitivos,
consecuentes a asumir el axioma de eleccién (AC) dentro de la teoria de Zermelo-Fraenkel
con el fin de apreciar la utilidad de sus alternativas mas débiles junto con su contraparte,
antes de todo esto empecemos definiendo el axioma:

Axioma de eleccién (AC):
Para toda coleccion F' de conjuntos no vacios disjuntos a pares, existe un conjunto £ que
contiene exactamente un elemento de cada conjunto de F:

VFm([@o¢ Flan|[VAe FFYBe F\{A}: AnB=g]) JEm(VAeF |[En Al =1).
A este conjunto E lo llamaremos conjunto de eleccion o selector.

Esta formulacion del axioma de eleccién sera la que usaremos a lo largo del capitulo,
habiendo dicho esto vale la pena ver algunas de sus equivalencias.

2.1. Equivalencias

Existencia de una funcién de eleccién (FE):
Para cualquier coleccion F' de conjuntos no vacios, existe una funcién de elecciéon e
definida en F', es decir, una funcién que mapea cada conjunto de F' a uno de sus elementos.

VE[@¢ F] Je: F—| JFm(VAe F e(A) e A).

Lema de Zorn (LZ):
Sea X # @ un conjunto con orden <. Si toda cadena Y de X es acotada superiormente,
entonces X es con maximal.

Teorema del buen orden de Zermelo (BO):
Todo conjunto X admite un buen orden, es decir, tal que YY € X, Y # &, existe min(Y).
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Habiendo enunciado estos, parece necesario hablar del contexto histérico detras de ellos,
este empieza, como muchos conceptos fundamentales de la teoria de conjuntos, con Cantor,
quien en 1883 ide¢ el principio del buen orden como uno “fundamental del pensamiento”,
en otras palabras, lo consideraba basico para la construccién de la teoria de conjuntos,
un axioma; esto resulté controvertido en su momento, pues su formulacién no es evidente.
Una persona que era parte de esta corriente de pensamiento fue Ernst Zermelo,
formulando el axioma de eleccién para demostrar el principio del buen orden en 1904,
en un intento de mostrarlo como la implicaciéon de un enunciado ain mas primitivo.
Por otro lado y tiempo después, en el ano 1935, Zorn enuncio el “Principio del Maximo”,
nombre que le di6 en un articulo publicado por la American Mathematical Society,
nombre que seria reemplazado por el de Lema de Zorn, por uno de sus contemporaneos,
John Tukey, pues funge como lema de un resultado suyo (el lema de Teichmiiller-Tukey,
el cual mencionaremos mas adelante, pues resulta ser equivalente al axioma de eleccion).
La siguiente cita resume la postura filoséfica comtin de los matematicos de la época:

“El axioma de eleccion es obviamente verdadero,

el principio del buen orden obviamente falso,

y quién sabe del lema de Zorn.”

Jerry Bona

Teorema: Los siguientes enunciados son equivalentes!®!:

1. Axioma de eleccién.
2. Existencia de una funcion de eleccién para toda coleccion de conjuntos no vacios.
3. Lema de Zorn.

4. Teorema del buen orden de Zermelo.
Demostracion:
1=2. Consideremos una coleccién A de conjuntos no vacios. Para cada a € A definamos:
X, :={(a,z)|r € a} a:={X,la e A}.

Puesto que todo elemento de A es no vacio, todo X, € a también es no vacio.
Ahora consideremos Y, Z € a, tales que Y # Z, dejemos que:

Y = {(b,y)ly € b} Z={(c.2)|z €}
Para algunos b, c € A, notemos que:
Y -7 — b+#c e YnZ=g.

De esta manera « cumple los requisitos del axioma de eleccién, en consecuencia
existe un conjunto F que elige un par (a,z) € X, para todo X, € a, asi construimos
f(a) como el inico elemento x € a tal que (a,x) € E. Al definir la funcién f := E,
esta resulta de eleccion.
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2=3. Sea X # &, ordenado por ¥, tal que toda cadena C de X es acotada superiormente.
Procederemos por contradiccién, supondremos que X no es con maximal;
por hipétesis, P(X)\{@} tiene una funcién de eleccion e, definamos zy = e(X),
y si C es una cadena consideraremos el conjunto de cotas superiores estrictas de C":

Upp(C) :={ue X\C:VYye C,z < u}.

Por nuestro enunciado inicial, al ser C' una cadena tiene al menos una cota superior u,
supongamos que C' no tiene méaximo, por lo tanto, u ¢ C, y atin mas u € Upp(C),
ahora, supondremos que existe max(C'), puesto que X no tiene maximal,
existe v € X tal que max(C') < v, luego Vx € C': x < méx(C) < v,y asf v € Upp(C),
probando que Upp(C') # &, para cualquier cadena C, definamos ¢g(C') := e(Upp(C)),
para nuestros fines diremos un subconjunto bien ordenado B de X es conforme si:

min(B) = z,
IcBm((YbeB) (Yiel) (b<i=bel) — min(B\I) = g(I).

Al antecedente de la segunda propiedad se le dice que I es segmento inicial de B.
Mostraremos que si B,B’ < X son conformes, entonces B <€ B’ o B <€ B
supongamos lo opuesto, asi tanto B\B’ < B como B\B < B’ son no vacios,
y puesto que By B’ son bien ordenados definimos z := min(B\B'), z’ := min(B"\B),
como z # 2’ no puede que z < 2’ A 2/ X z, sin perder generalidad asumimos 2’ X z,
sea C' := {r € Blr < z}, puesto que z = min(B\B’) se sigue que C < B,
ademés C' < B, sean b e B, c e C tales que b < ¢ entonces b < ¢ < z, luego b € C,
y debido a la segunda condicién de conformidad es claro que z = min(B\C') = ¢(C).
Si C' = B, entonces B’ ¢ B terminando nuestra labor, supongamos que C' # B’,
si dc € C tal que 2’ < ¢ por transitividad 2’ < ¢ < z lo cual contradice que 2’ X z,
asi, como B’ es bien ordenado, y por ende una cadena, tenemos que Vee C' : ¢ < 2/,
por definicién Vo' € B\B : 2/ < ¥/, luego si b/ < 2/ para bt/ € B’ tenemos que V' € B,
asi C' < B'. Sean V' € B’,c € C tales que ! < ¢ entonces V' < ¢ < 2/, luego V/ € B,
ademds b’ < ¢ < z, luego b € C, de modo que C' también es segmento inicial de B,
y por conformidad z = g(C) = min(B"\C) € B', #c.

Una consecuencia de que para dos conformes uno contenga al otro es que
la unién de conformes es conforme, sea A el conjunto de conformes, definamos
A= J,cq0 € A, sin embargo tenemos que A U {g(A)} es conforme, asi g(A) € A,
obteniendo una contradiccién, mostrando que X tiene maximal.
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3=4. Asumiremos X es no vacio pues el conjunto vacio es trivialmente bien ordenado.
Como ya hemos dicho anteriormente un segmento inicial / de una cadena C es
una subcadena tal que si para ¢ € C' e ¢ € I ocurre que ¢ < ¢ entonces ¢ € I.
Consideremos pares (Y, <y), consistentes de Y < X y un buen orden <y en Y.
Definimos un orden parcial en el conjunto de estos pares de acuerdo a
(YV,<y) < (Y',<ys) siempre y cuando Y < Y’ <y=<y- al restringirse en Y y
Y sea segmento inicial de Y’ (en <y+). Ahora puesto que el conjunto X no es vacio,
el conjunto ordenado tampoco lo es, un elemento de éste es ({z}, {(x, x)}), conx € X.
Aun mas, si C' es una cadena de este conjunto ordenado, podemos definir
Y = Uy<y)ec Y v @ <y y siempre y cuando z <y y para algtin (Y,<y) € C,
probaremos que <y es un buen orden en Y. En efecto, sean S € P(Y)\{@}
y (Y,<y) € C un par cualquiera en la cadena que verifique que S NnY # &,
definamos u := ming, (S N Y'), donde el minimo es respecto al buen orden <y,
luego u es un minimo para S respecto a <y, pues tenemos que para s € S arbitrario,
o en primer instancia s € Y, en cuyo caso u <y s se sigue por definicién de u <y s,
6s¢Y, porotrolado,seY = U(Y’,<Y,)GC Y’ luego s € Y’ para algin (Y, <y/) € C,
recordemos que C' es cadena y (Y, <y), (Y’,<ys) € C, se relacionan, asi Y < Y’,
(VseY)VueY)(s¢Y = s Ky u), pues Y es segmento inicial de Y, y u <y’ s,
y, por el mismo razonamiento que antes, u <3 s, asi (Y, <5) es cota superior de C.
Por lema de Zorn nuestro conjunto ordenado es con maximal, (Z,<y). Si Z # X,
sea x € X\Z, entonces podemos extender (Z,<z) a un conjunto Z u {z} definiendo
x como mayor que todo elemento de Z, contradiciendo la maximalidad, asi Z = X,
es decir, X puede ser bien ordenado.

4=1. Sea X colecciéon de conjuntos no vacios disjuntos, definamos ahora el conjunto
Y := |J,cx # con su buen orden <, puesto que z € X < P(Y)\{@}, existe min(z),
asi es posible definir un selector en X por E := {min(z) € z|z € X}. o

2.1.1. Otras equivalencias

Los siguientes son también enunciados equivalentes, bajo ZF, al axioma de eleccién!?.
Teorema de Tarskil'!l:
Para cualquier conjunto infinito F', hay una biyeccién entre F'y F' x F.

Tricotomia de la cardinalidad:

Dados dos conjuntos cualesquiera, entonces ¢ ambos tienen la misma cardinalidad
6 uno tiene cardinalidad mayor que la del otro, equivalentemente, si son no vacios,
entonces uno tiene una sobreyeccién al otro.

El producto cartesiano de cualquier familia de conjuntos no vacios es no vacio.
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Lema de Tukey:
Sea X # @ de caracter finito, es decir:

Vye X Vzi,29,-- ,2, €Y — {z1,29,- - ,zn} € X.

21,29, ,2n €Y {z1,20, -z} € X — ye X.
Entonces X tiene un maximal respecto al orden <.

Teorema de la existencia de bases de espacios vectoriales!'?!:
Sea V un K-espacio vectorial, entonces existe al menos una base de Hamel B de V,
equivalentemente, los espacios vectoriales son médulos libres.

Teorema de Krull:
Todo anillo unitario (salvo el anillo trivial) contiene un ideal maximal, equivalentemente,
en todo anillo unitario no trivial, todo ideal puede extenderse a un ideal maximal.

Teorema de la estructura de grupo:
Sea X # &, entonces existe una operacion binaria interna = : X x X — X tal que dota a
(X, =) de una estructura de grupo.

Todo grupo abeliano libre es proyectivo.
Criterio de Baer: Todo grupo abeliano divisible es inyectivo.

Teorema del punto extremo de formas lineales reales:
La bola unitaria cerrada del dual de un R-espacio vectorial normado tiene punto extremo.

El producto cartesiano arbitrario de espacios topolégicos conexos es conexo.

Teorema de Tychonoft:
El producto cartesiano de toda familia de espacios topoldgicos compactos es compacto.

Notemos que algunas equivalencias son pilares de ciertas ramas de las matematicas,
asi pareciera un trabajo colosal y futil imaginar un mundo sin el axioma de eleccion,
habiendo dicho esto, no todo estd perdido, pues la solucién se encuentra en los detalles,
la fortaleza del axioma de eleccién es que nos garantiza siempre existencia de algin objeto,
asi siempre y cuando podamos construir tal objeto hemos logrado la misma meta,
aliviando en gran parte nuestras preocupaciones, ahora veamos un ejemplo simple:
Si bien en ZF no podemos demostrar que todo espacio vectorial tiene una base de Hamel,
podemos demostrar una version débil restringiéndonos a espacios de dimension finita,
aun mads, en los espacios vectoriales de dimensién infinita “principales” (por ejemplo £P)
se tiene una base explicitamente construida.
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2.2. Implicaciones

2.2.1. Posibles equivalencias

Los siguientes enunciados son implicaciones importantes del axioma eleccién en la historia
de la teoria de conjuntos cuya equivalencia a AC sigue abierta. El principio de particion,
formulado antes que AC, fue citado por Zermelo como un argumento a favor del axioma,
en 1906 Russel declaré que eran equivalentes, sin embargo que particién implique eleccion
es hasta la fecha el problema sin resolver méas antiguo de la teoria de conjuntos,
y los demas enunciados han mostrado ser igual de complicados. En todo modelo conocido
(énfasis en conocido) de ZF donde AC falla estas formulaciones también lo hacen,
pero no se sabe si pueden probarse sin eleccién.

Principio de particion:
Si hay una sobreyeccién de A a B, entonces hay una inyeccion de B a A, equivalentemente,
toda particiéon P de un conjunto C' es menor o igual en tamano a C.

Teorema dual de Cantor—Schroder—Bernstein:

Si hay una sobreyeccién de A a B y otra de B a A, entonces A y B son equinumerables,
es decir, existe una biyeccion entre ellos.

Principio de particion débil:

Si hay una inyecciéon y una sobreyeccion de A a B, entonces A y B son equinumerables,
equivalentemente, una particion P de un conjunto C' no puede ser mas grande que C.
Basta este enunciado para la existencia de un conjunto no medible.

Cada una de las tres implicaciones anteriores es implicada por su predecesoral'®), pero,
se desconoce si se puede probar cualquier equivalencia.

No existe una sucesién decreciente infinita de cardinales.

Teorema de inmersién de Hahn:
Todo grupo abeliano linealmente ordenado admite una inmersién como subgrupo ordenado
del grupo aditivo R dotado de un orden lexicografico.

2.2.2. Versiones débiles

Los siguientes enunciados son consecuencias del axioma de eleccion, bajo la teoria ZF,
que actualmente sabemos que no lo implican, es decir, son estrictamente méas débiles.

Axioma de eleccién dependiente (DC):
Sea X un conjunto y R una relacién total en X (VYae X 3be X : aRb), entonces:

N (z)nen : N — X|m (Vn € N)(z, R4 1)-

Axioma de eleccién contable (CC):
Toda coleccién contable de conjuntos no vacios tiene una funcién de eleccion.
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2.2.3. Patologias

Estas son de las implicaciones méas contraintuitivas e incovenientes de la teoria ZFC,
y consecuentemente forman parte central en la discusion acerca de si el axioma de eleccién
deberia ser tomado como uno de los pilares de la matematica moderna, razén suficiente
para separarlas de y discutirlas en mayor detalle que las demés versiones débiles.

2.2.3.1 La paradoja de Hausdorff

El conjunto de las rotaciones 3D, SO(3): La definicién formal de este conjunto sera:
SO(3) := {A € Mz,3(R) | det(A) =1, AA" = I3}.
Este se llama asi pues cada rotacion en 3D corresponde a un tinico elemento de SO(3).

Lema: SO(3) dotado con la operacién de multiplicacién matricial forma un grupo.

Demostracion:
La multiplicacién es una operacién binaria interna:
Sean A, B € SO(3), entonces:

A, Be M3X3<R) - AB e ngg(R).
det(A) = det(B) =1 = det(AB) = det(A) det(B) = 1.
AAt = I[g, BBt = I[g — AB(AB)t = ABBtAt = A]IgAt = AAt = ]13.

Asf concluimos que, en efecto, AB € SO(3).

Asociatividad:

Sean A, B,C € SO(3), por asociatividad del producto de matrices se cumple ésta.
Existencia de un elemento neutro:

Sabemos que:

VA€ M3X3<R) A]Ig = H3A = A.
Asi bastaria verificar que I3 € SO(3), por definicién:
]Ig € M3X3(R), det(ﬂg) = 1, Hdﬂg = ]13]13 = ]Ig - ]Ig € S@(B)

Existencia del elemento inverso:

Sea A € SO(3), entonces:

AEngg(R) - At Engg(R).
det(A) =1 — det(A") = det(4) = 1.
AAL =T, — AU AN = (ATA) =T = L,

En consecuencia A* € SO(3) y como AA" = I3, se sigue que A’ es el inverso de A. o
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Lema: Dado un vector 7@ € R?® y un vector unitario @ € R?, que define al eje de rotacién
sobre el cual gira el vector ¥ en un angulo # segiin la regla de la mano derecha, entonces
el vector rotado 7, € R? estd dado por la féormula de rotacién de Rodrigues:

Urot = c08(0)7 + sen(8)(a x ¥) + (1 — cos(8))(V - 4)a.
Demostracion: Descompongamos a ¢ en un vector paralelo y otro perpendicular a k:
U= 77|| + 7.
Donde, en términos del producto punto (que es un producto interno):
v = (V- a)u, v, =71
Notemos que la componente paralela al eje no se ve afectada por la rotaciéon:
Ullrot = Y-
La componente perpendicular, en cambio, si lo hace, pero preservando su magnitud:
U1 rot = cos(0)T, + sen(0)(u x v,),
asi por distributividad del producto cruz sobre la suma y como [ x )| = 0, al ser paralelos:
= cos(0) (v — 1)) + sen(0)(u x v).
De forma que el vector rotado estd dado por:

Urot = 17|\,rot + EJ_,rot
) + cos(0) (v — v)|) + sen(d) (4 x v)
cos(0)v + sen(6)(u x U) 4 (1 — cos(6))7),

cos(0)U + sen(8)(u x ¥) + (1 — cos(#)) (V- u)a.

Concluyendo nuestra prueba. =

Observaciéon: Alternativamente, podemos reescribir la formula de Rodrigues como sigue:

Trot = Uj|rot + UL ot
)| + cos(0)TL + sen () (i x )
= U — U, + cos(0)U + sen(h)(u x v)
U+ sen(f)(u x v) + (cos(f) — 1)Uy,

pudiendo sustituir en términos del producto cruz v, = —u x (4 x v):

~

= U+ sen(f)(u x U) + (1 —cos(f))u x (4 x v).
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Corolario: Dada la correspondencia entre el eje de rotacién y el vector unitario @ € R?
que pasa por este, la matriz de rotacién de 0 radianes segun la regla de la mano derecha
sobre el eje u esta dada por:

Ry(0) = T3 +sin(0)U, + (1 — cos(9))UZ.

Donde:
0 —u, wuy
UX L= Uy 0 —Uy | € M3X3<R).
—Uy Uy 0

A —

Es la matriz que denota al producto cruz matricial para @: Vo' e R3, U7 = 4 x 7.

Demostracién: De la férmula de Rodrigues alterna sabemos que dado un vector o' € R3:
Uyot = U+ sen(f)(a x ¥) + (1 — cos(f))a x (4 x 7),
recurriendo a la propiedad del producto cruz que define a U :

= 37 + sin(0) U, 7 + (1 — cos(0))UZv
= (I3 + sin(0)Ux + (1 — cos(9))U2)T
= Ry (0)v.

Finalizando de esta manera nuestra demostracién. o

Observaciéon: En términos de los componentes de u y el angulo 6:

c(0) + u2(1 —c(0)) Uztly (1 —¢(0)) — us(0) uzu.(1—c(0)) + uys(6)
Ra(0) = | uguy(1 —c(0)) +u.s(0)  c(f) +ur(l—c(x)  uyu.(1—c(h)) — ugs(6)
uptz (1 —c(0)) —uys(0) uyu.(1—c(0)) +us(0)  c(0) +u(1—c(0))

Donde por cuestiones de espacio denotamos c¢(#) =: cos(f) y, similarmente, s(6) =: sen(0).
De manera que las rotaciones alrededor de los ejes & y ¢ son:

(10 0

R:(0) = |0 cos(f) —sen(d) |,
|0 sen(f) cos(0) |

[ cos(d) 0 sen(d)]

R@®=| 0o 1 o0

| —sen()) 0 cos(f)

Aun mas, toda rotacion en el eje Z puede obtenerse mediante rotaciones en los ejes ., y:

Ri(6) = Ro(7/2) Ry(0) Ra(~72).
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Teorema (La paradoja de Hausdorff'): Hay una descomposicién disjunta de la esfera S?
en cuatro conjuntos A, B, C, D tales que A, B,C, B u (' son congruentes y D es contable.

Demostracion:
Partamos considerando dos vectores unitarios, los cuales forman un angulo § entre si,
tal que cos(20) sea trascendente, sin pérdida de generalidad (salvo rotacién) asumiremos:

R cos(0) cos(20) sen(28) 0
d: = | sin(J) = ¢ : = Rj(m) = | sen(20) —cos(26) O
0 0 0 -1

— @2 = ]13.

Notemos que ® es un elemento de orden 2, cuya entrada (1,1) es trascendente.

1 (1 0 0
z:=10 — U:=Ri(?m3) = [0 —1o —V3h
0 [0 V32 —lp
(10 0 ]
= U? = Ry(%fs) = |0 —1lo 3k
0 v 1)

— U3 = 1.

En cambio W es un elemento de orden 3 con todas sus entradas algebraicas.
Construyamos ahora a R := ({®,¥}) < SO(3) como el grupo generado por ® y U,
entonces Vr € R\{I3, ®, U, U?} existen n € N* my, -+, my, - ,m, € {1,2} tales que:

r— ﬁwmi v o= \Ifm1<ﬁ(1>\11mi><1> VL ﬁwmi Vo= (ﬁwmi)cp.
i=1 =2 =2 i=1
En el caso en que podemos escribir a la identidad en la primera forma, Iy = [ [/, U™
. Iy — Ol d — H2Y™ (ﬁ <I>\IJmi><I> _gm (ﬁ fI)\I!mf><I>
i=2 1=2
Transformandola en la segunda forma, similarmente en caso de que expresemos I3 en ésta:
— Iy = U™ IP2m = g2 (ﬁwmi)@qﬂml - qul(]n_[ ou)
=2 i=2
Obteniendo asi la tercera forma, veamos si es posible llevar esta a la cuarta:

. Iy — Bl,d — GU™ (ﬁw%ﬁ - (ﬁd)\l!mi)@.
=2 i=1
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Notamos que todos los casos se pueden transformar en el cuarto, asi basta refutar que I3
se pueda escribir de la cuarta forma, con este fin calculemos algunos elementos de R:

[ cos(20) —1/ sin(20) —V3/ sin(20) |
dU = | sin(20) 12 cos(20)  v3/2 cos(20)
|0 7 h |
[ cos(20) —1/ sin(20) V32 sin(25) |
PU? = | sin 2 d) 1R cos(20) —V3/2 cos(20)
i V3/a 1/ |

Claramente éstos difieren de la identidad, por sus elementos en la diagonal principal,
por consecuencia notemos:

[1 0 0] @Y = [cos(20) —1/2 sin(20) —v3/ sin(26)],
[1 0 0]®W? = [cos(26) —1f2 sin(26) V3f sin(26)].

As{ ambos son de la forma:

1

QU™ = [p1(cos(26)) pa(cos(26))sin(28) ps(cos(20))sin(26)].

[1 0 o]n

[

I
—_

Donde m; € {1,2},p1, p2, p3 € Q[cos(26)]\{0(cos(26))} y Q es la cerradura algebraica de @,
asi p1, p2 y p3 pueden considerarse polinomios no cero con entradas algebraicas en cos(26).
Supondremos como hipétesis de induccién que se mantiene esta forma para los n-productos:

[1 0 o]ﬁwmiz[pl(cos(zé)) pa(cos(26)) sin(28)  p3(cos(20))sin(26)] .

i=1
Paran + 1:

n+1

[1 0 o][[ev™ =]t 0 0] (H(I)\I/W) Py

=1

= [pl(cos(%)) pa(cos(26)) sin(28)  ps(cos(20)) sin(26)] @Y™,

para el caso m,, = 1:

cos(28)p; — (1 — cos?(28))p, '

= | 12(—p1 + cos(28)ps — V/3ps) sin(26))
La(—~/3p1 + /3 cos(20)ps + p3) sin(20))

Mientras que para m, = 2 sucede una sitacién similar (con algunos signos contrarios).
Estos polinomios tienen entradas algebraicas (respecto al cos(29)) por cerradura algebraica
y en consecuencia no pueden anularse, pues de lo contrario cos(24) serfa una de sus raices,
lo cual contradice nuestra hipétesis de que es trascendente.
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Consecuentemente tenemos que:

[1 0 0] (H(I)\Ifmi)q) = [p1(cos(20)) pa(cos(26))sin(20) ps(cos(20))sin(26)] @
cos(20)py — (1 — cos2(26))ps |"
(p1 + cos(20)ps) sin(26)
—p3 sin(20)

Centrémonos en la tercera entrada del vector resultante, como habiamos mencionado,
este no se anula en cos(26) (p3(cos(26)) # 0), luego [1 0 0] no ha sido llevado a sf mismo,
por lo tanto no le ha sido aplicada la rotacion identidad, es decir:

(ﬁ <1>\IJ"”>(I> £ 1,

i=1

Implicando que la identidad no puede reducirse a la cuarta forma y por ende a ninguna.
Asfla accién de R en S? es casi libre, salvo dos puntos fijos por rotacién (los polos de su eje).
Ahora, puesto que R es finitamente generado, se sigue que es de cardinalidad contable.
Asi los puntos donde la accién de R no es libre es contable, denotemos a este como:

D:={seS*|Ire R\{I3} sr = s}.

Por construccién R actia libremente en S := S?\ D, la accién particiona a S en érbitas.
Por el axioma de eleccion, existe un conjunto X que tiene un solo elemento de cada érbita.
Para cada r € R definamos el conjunto de accion:

Xr:={zr|ze X}
Puesto que la unién de las orbitas es S:
VseS = dJreXmseOrb(x) = 3JreRms=ur

— JreRmseXr — S:UXT.

reR
Por otro lado:

Xpyn X, #0 = dry,m0€ X 11,79 € R, mx11y = Ta1y
— x5 = a7, € Orb(x),
pero X elige un unico elemento por érbita:
= Ty = X1 = €Ty = xlrlrgla
ademds R actua libremente en S, y por ende en X:
B T1T2_1 = Hg — o = T11.

Estos resultados en conjunto demuestran que:

S=|_|Xr.

reR
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Como dicho previamente, todo r € R es I3, ®, ¥, U2 o cae en una de las cuatro formas,
y su expresion reducida es Unica, asi podemos construir subconjuntos de R por recursion,
iniciemos con:

I; € A, o,V e B, U2 e .

Y ahora hagamos las asignaciones por casos:

reA, rebB, recC.
U2 r® e B, rde A, rée A
r € R termina en:{ <I>{ rv¥ e B, r¥ecC, r¥ e A.
r¥2 e, r¥?e A, r¥? e B.
Notemos que esto garantiza que:
AP =B uC, AV = B, AU? = C.

Asi solo basta aplicar las rotaciones a nuestro conjunto de representantes:
A= XA, B := XB, C:=XC.

Esta construccion equivale a definir A, B, C' como los conjuntos més pequenos tales que:

X3 < A
Xrc A B,C — Xrdc B, A A
Xrc A B,C = Xrvc B,C, A } respectivamente.
Xrc A, B,C - Xr¥c C,A,B

) 9

Estos conjuntos estdan bien definidos debido a la unicidad de las formas reducidas,
la cual a su vez se puede probar mediante la unicidad de la forma reducida de la identidad:
A suvez A, B,C, B u C son congruentes por virtud de:

Ad =B uLC, AU = B, AT? = C,

Puesto que:
S?=AuBuCuD.

Hemos construido la descomposicién disjunta deseada. =
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2.2.3.2 La paradoja de Banach-Tarski

Teorema (La paradoja de Banach-Tarskil’®): La bola unitaria D* < R3 se puede
descomponer en la unién de dos bolas unitarias.

Demostracion:

Sea D? la bola unitaria centrada en el origen y D? otra bola unitaria tal que D* n D3 = &,
sea S? := 0D?, por la paradoja de Hausdorff (consecuencia de AC) podemos descomponer
S? en conjuntos disjuntos A, B, C, D tales que A, B, C, BuC son congruentes y D contable.
Para cada p € R* definimos la funcién r, : R* — R? como r,(z) := pz, también definamos:

W= U r,(A), X := U r,(B), Y := U r,(C), Z:= U r,(D),

0<r<1 0<r<1 0<r<1 0<r<1

y sea:
T:=WuZu{0}.

Wy X uY son claramente congruentes, por la congruencia de Ay B u C', por lo tanto
W'y X uY son equidescomponibles.

X y Y son congruentes y W y X también, luego X UY y W u X son equidescomponibles.
W'y X UY son congruentes, X y W también, asi Wu X y WuXuUY se equidescomponen.
Por lo tanto W y W u X u Y son equidecomponibles (por la propiedad transitiva),
de maneraque T =W u Zu {0} yD* =W u X uY U Z U {0} son equidescomponibles
(pues esta propiedad se preserva en uniones a pares).

Similarmente encontramos que tanto X como Y son equidescomponibles con Wu X uY.
Puesto que D es contable pero SO(3) > D no, 3¢ € SO(3) : ¢(D) =« S\D = Au Bu C,
en consecuencia J := ¢(D) € Au B u C, a partir de este definamos:

1= | )= J o) = | et,0) =6 |J (D)) = o(2).

0<r<i 0<r<1 0<r<i 0<r<i1

Este paso de conmutacién debido a que la rotacién de un rayo es el rayo de la rotacion,
asi Z e I se equidescomponen, ademas por construcion notamos que I ¢ W u X u'Y.
Asi, como X y Wu X UY son equidescomponibles, puesto que subconjuntos de conjuntos
equidescomponibles son equidescomponibles, dH < X tal que H e I se equidescomponen.
Sea p e X\H y definamos S:=Y UH u{p}, ademds Y yWou XY, Hy Z,y{p}y {0}
son equidescomponibles, entonces S = Y U H U {p} y D = Wu X uY u Zu {0}
se equidescomponen.

Considerando que D?® y D3 son congruentes, se equidescomponen, y por transitividad
(pues induce una relacién de equivalencia) S y D3 se equidescomponen. En resumen,
tanto Ty D? como S y D3 se equidescomponen, por lo tanto 7"u S y D3 U D3 también.
Notemos que T'u S < D? < D? U D3, ademéas D? se equidescompone consigo mismo,
por lo que finalmente 7'u S UD? = D3 es equidescomponible con DU D3 uD? = D3 U D3.o



Capitulo 2. ZF+AC: Resultados y Patologias 53

2.2.3.3 El teorema de Vitali

Lema: En el conjunto [0, 1] = R consideremos la relacién binaria:

aRb < a—-0€Q

Entonces R es una relacion de equivalencia.

Demostracion: Verifiquemos que R es una relacién de equivalencia:
Reflexividad:

Va e [0,1] a—a=0eQ — aRa.
Simetria:
Va,be [0,1] aRb — a—be@Q
— (—1)(a—b)=b—ae@
— bRa.
Transitividad:
Ya,b,c e [0,1] aRb A bRc — a—>b, b—ceQ
— (a=b)+(b—c)=a—ceQ
— aRec.
Concluyendo asi este lema. O

Corolario: Existe un conjunto V' que contiene a exactamente un elemento de cada clase
de equivalencia del conjunto X := [0, 1] bajo la relaciéon R definida anteriormente.

Denotemos por A, a la o-dlgebra de Lebesgue sobre R y por u a la medida de Lebesgue.
Sabemos que A, y i son invariantes bajo traslaciones, es decir:
Para Ae A, y be R, entonces A+be A, y u(A+0b) = u(A).
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Teorema (de Vitalil'®s[17]): EI conjunto definido anteriormente V' ¢ A,, en otras palabras,
existe un subconjunto acotado de los reales no Lebesgue-medible.

Demostracién: Asumamos que V es Lebesgue-medible.

Sea Qp := Q n [—1,1], es claro que éste es numerable, pues {1 : n € N} ¢ Q) ¢ Q,
asi podemos acceder a alguna enumeracién (qo,qi,q2,---) de nuestro conjunto Q,
y definir una cantidad numerable de translaciones de V' como sigue Vn e N: V,, := V +¢,.
Mostremos ahora que:

i #Fj= VNV # 0.
Supongamos Jv € V; n V;. Entonces v = v; + ¢; = v; + ¢; donde v;,v; € V, ademads
v;—v; = ¢; —¢; € Q, por ende v; Rv; = [v;] = [v;], teniendo presente que V' contiene
un unico elemento de cada clase de equivalencia, asi v; = v; = ¢; = ¢; = © = J. #c.

« [0,1]c U Vic[-1,2)-

keN
Consideremos 7 € [0,1] y sea v € V tal que [v] = [r], en consecuencia r — v = g,

para algin k € N, despejando vemos que r = v + ¢ € Vi. Por ello [0,1] < | Vj.
keN
Ademas, por construcciéon V < [0,1] y Vk € N; g € Qo < [—1, 1], en consecuencia

VkeN; V=V +¢q, <[0,1] + [-1,1] = [-1,2]. Se sigue que |J Vi, < [-1,2].
keN
Aplicando p a estas contenciones usando la propiedad de sigma aditividad obtenemos que:

L= p([0,1]) < X u(Va) < u([-1,2]) = 3.

keN

Puesto que la medida de Lebesgue es invariante bajo translaciones, se cumple que:
VEeN; p(Vi) = p(V + q) = p(V).

Y por lo tanto:
L= p([0.1]) < 3 u(V) < p([~1,2]) = 3.

keN

Valiéndonos de la no negatividad de la medida:

w u(V)=0= > u(V)=0< 1#c.

keN
w (V) >0= > w(V)=pwuV) lim n > 3#c.
keN n—w

En ambos casos obtenemos contradiciones, luego V' no puede ser medible después de todo,
asi, la medida de Lebesgue, 1, no define un valor para pu(V). =
La construccion de este conjunto se debe a Giuseppe Vitali, quien la ided en el anio 1905.
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2.2.3.4 Existencia de un juego de Gale-Stewart no determinado en NV

Teorema: Existe un juego de Gale-Stewart no determinadol'®.

Demostracién: Consideremos los conjuntos de estrategias:

E' = {f:UN2k—>N}, E? .= {g:UN2’f+1—>N}.

keN keN
Reiterando el resultado que el producto cartesiano de dos conjuntos contables es contable:

N[ =[1] =1, VEeN\{0} |N|=|NxN|=N’|=...=|N‘=|N"xN|=N".
Luego tenemos uniones contables de conjuntos a lo sumo contables, obteniendo:
‘UN%):|N|:‘UN2I€+1‘ — |E1|=|NN|=|E2|.
keN keN

Por principio del buen orden enumeramos las estrategias por ordinales menores que |[NV|:
E':= {f,|a ordinal A a < |NV|}, E? := {g]a ordinal A a < |[NV|}.
Definimos para el ordinal 0:
Xo:=90 =Y.

Para ordinales sucesores a + 1, consideremos f, € E', g, € E?, como | X,|,|Ya] < [NV,
para f, existen [NV| elementos ¢’ € E? tales que f, * ¢’ € NY\ X,,, elegimos el minimo, g#:

Ya+1 = Ya v {fa * g#}
Para g, elegiremos f# := min{f’ € E*|f" * g, € N'"\(X, U Yai1)} # fa, v asi definiremos:
Xa+1 = Xa u {f# * ga}-

Para ordinales limites A definimos:

X, = U X, Yy = U Y.

a<A a<A

Es claro que tenemos una “sucesién” creciente (o < ) = ([Xa S Xs] A [Ya € Y3]).
Ademas se sigue por construccion que X, n'Y, = &. Ahora definimos:

A= U X, NV,

a<|NN|
Mostraremos que GG 4 no es determinado, sea f,, una estrategia ganadora para J1, entonces:
e BPmfarg® €Yo = farg" ¢ Xan = farxg" ¢ A
Sea g, una estrategia ganadora para J2, similarmente:
Iff e BYm f7 5 go € Xoin — 7 % g, € A Hc.

Acabando nuestra prueba. D
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Capitulo 3

ZF+AD: Una alternativa

Habiendo explorado el axioma de eleccion y parte de lo que este conlleva en la teoria ZF
ha llegado el momento de dar un giro stibito de 180° y explorar en la direcciéon contraria,
no solo la teorfa al no asumir eleccién, sino la resultante al asumir su “antipoda’ (en ZF),
las preguntas naturales son: ;Cual es el “opuesto”del axioma de eleccion y como obtenerlo?
Una soluciéon obvia para ambas preguntas es la inmediata, simplemente suponemos que
para algin conjunto F' de conjuntos no vacios disjuntos a pares, no existe un selector, y ya,
sin embargo, esta propuesta uUnicamente nos limita, y no provee resultados claros;
asi, requerimos de otra propuesta, la cual surgira de forma inesperada:

Axioma de determinacién (AD)!:
Sea A < NY entonces su juego de Gale-Stewart asociado estd determinado, es decir,
todo juego de Gale Stewart en el espacio de Baire estd determinado.

Es claro que el axioma de determinacion no puede coexistir con el axioma de eleccion
en ZF, por lo que al asumir AD tendremos una nueva teoria, a la cual llamaremos ZFD.
Esta teorfa es posible pues Solovay[?”) mostré que AD es relativamente consistente con ZF,
médulo la consistencia (de hecho necesarial?'l) de un cardinal fuertemente inaccesible.
En el estudio de esta nueva teoria tendremos lo siguiente:

3.1. Proposiciones independientes

Algunas versiones de eleccién pueden coexistir con el axioma de determinacion:

Axioma de eleccién dependiente (DC):
Sea X un conjunto y R una relacion total en X VYa e X b€ X : aRbD), entonces:

(zp)neny : N = X]m (Vn e N)(x, R, 1)

Axioma de eleccién contable (CC):
Toda coleccion contable de conjuntos no vacios tiene una funcion de eleccion.
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3.2. Implicaciones

3.2.1. Una version débil de ;jEleccién?

Similarmente a como eleccién implica determinacién de ciertos juegos (e.g. abiertos),
determinacién implica una version débil del axioma de eleccién.

Teorema: Toda familia contable de subconjuntos no vacios del espacio de Baire, NV,
tiene una funcion de eleccion.

Demostracién: Sea F = {X,, € P(NY)\{@}|n € N}. Definiremos un juego a partir de F:

A= {(ai)ieN = (a07a1,a2,a3, e ) : (a2i+1)ieN ¢ Xao}‘

Es decir, si J1 juega (ag;)ien y J2 juega (agit1)ien, entonces J2 gana solo si (a2i41)ien € Xay-
J1 no tiene estrategia en el juego asociado a este conjunto, pues una vez que juega ao,
J2 puede simplemente jugar (ag;i1)ien € Xo, # &, luego, J2 tiene estrategia ganadora p,
con esta definimos la funcién de eleccién f en F, siendo f(X,,) la jugada dada para J2 por p
contra (ag;)ieny = (1,0,0,0,---). D

Corolario: Toda familia contable de subconjuntos no vacios del conjunto de los reales, R,
tiene una funcién de eleccién. Esto por la biyeccién entre NV y R.

3.2.2. Soluciéon al problema de la medida en R

Construccién (de la medida de Lebesgue): En su forma usual la teoria de la medida
dispone de eleccién contable, sin embargo, esto lo circunventaremos en esta construccion
disponiendo del corolario anterior.

Lema: Dado X < R no Lebesgue-medible entonces 37 < [0, 1] no Lebesgue-medible con
medida interior 0 y medida exterior 11221,

Demostracion: Sea X < R no Lebesgue-medible, partimos a X en N partes, al definir
X, := X n[n,n + 1], por lo menos un X,, debe ser no medible, pues de lo contrario,
si todas las partes fueran medibles, al ser la medida contable aditiva, X seria medible,
asi por la invarianza bajo traslaciones asumiremos que Xy es no medible, 1.(Xo) < p*(Xo).
Entonces, existe un conjunto W < X, Borel (y por ende medible) tal que . (W) = . (Xo),
similarmente, existe un conjunto Y 2 X, Borel (luego medible) tal que p*(Y) = p*(Xo),
al definir Q := Y\W Borel, y v : M n P([0,1]) — [0,1], dada por v(V) := M(V“Q/u )
vemos que v es absolutamente continua respecto a u (u(A) =0 = v(A) =0).

Por el teorema de isomorfismos entre espacios de medidal?®!, hay un isomorfismo de Borel,
f,entre ([0,1],v) y ([0,1], u). Definamos Z := f[Xo\W], este resulta no medible, ademas:

Y

p*(2) = v (fHZ]) = v¥(Xo\W) = #*(Xo\W)/u(0) = 1*(Xo\W) uy\w) = 1,
1(Z) = v (f 7 Z]) = va(Xo\W) = #(Xo\W) /(0) = 0. .
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Teorema: Todo subconjunto de los reales es Lebesgue-mediblel?4].

Demostracién: Por el lema anterior, basta mostrar que para todo X < [0,1],
6 existe Z < X de medida positiva 6 existe Z < [0,1] con X N Z = & de medida positiva.

Sea rg, 71, -+ una sucesion de niimeros racionales positivos tales que:
1
—>Tg>T1 >, 27"7;<OO.
2 :
ieN

Consideremos H,; n € N; las clases de subconjuntos S,, de [0, 1] tales que:

1. S, es una unién finita de intervalos cerrados [p, q], con p,q € Q.

2. Su didmetro cumple §(S,,) := sup |z —y| < 5.
z,yESy

3. u(Sp) =1 X1y X 0 X 1.

Las clases H,, son numerables, asi al definir S_y := [0,1] e Iy := Hq n P(S_1) = Hy,
podemos enumerar a [y, asi J1 al jugar ag € N, juega un Sy € Iy, mediante la enumeracion.
Inductivamente definimos en cada paso del juego I, := H, " P(S,_1) y lo enumeraremos,
de forma que al jugar a,, € N en el espacio de Baire, subyacientemente se juega un S, € I,,,
asi (ag, ay, - - - ) induce una sucesién (Sp, S1, -+ ), donde Sy o S; o --- v S, € H,, es decir,
el resultado del juego es una sucesion de cerrados anidados cuyo didmetro tiende a cero,
ésta converge a un punto p, y con éste establecemos la condicion de gane, J1 ganasip e X.
Por AD este juego esta determinado, mostraremos que si J1 tiene estrategia ganadora,
entonces X contiene un subconjunto de medida positiva; si J2 tiene estrategia ganadora,
entonces [0, 1]\ X contiene un subconjunto de medida positiva.

Sea o estrategia ganadora de J1, por abuso de notacién diremos que o : | J, . 13" I, — Iop,
sea la movida Sa,, S3,,,; una posible movida y su respuesta S, .5 := (S0, , S2n, Spi1),
y definamos el conjunto auxiliar:

Rl = Szn\SQIR+2.

Si p(RY) > 2u(S2n)T2n 11, entonces existe T < R con 6(T) < 6(R" < 0(S2n)fp < Lp2nat
tal que u(T') > u(San)rans1, ain mas, especificamos 7' unién finita de intervalos cerrados,
entonces existird S3,., T, otra posible 2n + 1-movida, repetimos el proceso, definiendo:

R" = S2n\U Stnso-
i=1

Por el mismo argumento, el proceso para al llegar a m € N tal que u(R™) < 2u(S2,)ron+1,
por construccién nuestras respuestas son disjuntas, y por nuestra condicion de detencion:

u( U S§n+2) = pu(S2n) — p(R™) = p(S2n) — 2p1(S2n)r2n41 = 1(S20) (1 — 2ran41).
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De forma que W, := {S3,,.0, -+ S5} es una familia disjunta de subconjuntos cerrados,
ahora construiremos para cada n € N una familia disjunta de cerrados como sigue:
Sea Vjy := {Sp}, donde Sy := o(@) es la jugada inicial de J1 dada por la estrategia o.
Dado Va,, sea Vayyo 1= | J{Ws,, : Son € Van}, para asi construir Us, 1= (J{S : S € Va,} y:

Z:=ﬂU2n.

neN

Si S e Vy,, entonces S es la 2n-ésima movida de J1 en algin juego donde se adhiere a o,
por lo tanto si p € Z, p es un resultado de tal juego, asi p € X y por lo tanto 7 < X.
Mostraremos que Z tiene medida positiva, esto se verifica por la construcciéon de V5,
pues por ésta la medida de cada Us, es por lo menos g x (1 — 2rg) x -+ x (1 — 2rg,),
y por las condiciones pedidas a r; este producto converge a un ntimero positivo, u(Z).
Anélogamente si J2 tuviera estrategia ganadora 37 < [0, 1\X m u(Z) = [](1—2rgp41).0

neN

3.3. Una defensa del axioma de determinacion

Durante este capitulo hemos visto como el axioma de determinacién ofrece una poderosa
alternativa al axioma de elecciéon dentro de la teoria de conjuntos de Zermelo-Fraenkel,
debido a su capacidad de proveer a la teoria de un enfoque intucionista y eludir patologias.
En particular discutiremos sus consecuencias en tres ramas de la matematica.

3.3.1. En la teoria de juegos

En esta teoria las implicaciones de determinaciéon son particularmente convincentes.
Al ser todo juego de Gale-Stewart determinado, obtenemos una comprensién intuitiva
de los juegos y sus estrategias.

Asimismo, la teoria de juegos prospera con la predictibilidad y las estrategias optimas,
esta alineacién del axioma de determinacién con los objetivos de la teoria de juegos
proporciona un marco robusto y determinista, haciéndolo una herramienta invaluable
tanto para la exploracion tedrica como para la aplicacion practica.

En cuanto a lo tedrico, al asegurar que una amplia clase de juegos son determinados,
AD presenta una base mas estable para desarrollar conceptos y demostrar teoremas.
Ademas, el entorno dado por AD exhibe una estructura que se alinea estrechamente con
las aplicaciones en el mundo real, donde la predictibilidad es critica.

Adoptar el AD dentro de la teoria ZF facilita asi una comprensién mas profunda de las
interacciones estratégicas y los procesos de toma de decisiones 6ptimas.
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3.3.2. En el algebra

En contraste, la teoria de grupos pareciera ser el &mbito con mas complicaciones para AD,
dada la equivalencia de AC con el teorema de la estructura de grupo, entre otros,
sin embargo esto solo es una complicacion al trabajar con objetos no constructibles,
para el resto se tiene una teoria si bien no idéntica, similar.

Aun maés, este vacio dejado por ciertos resultados abre la puerta a una nueva teoria,
de la cual se desconocen amplios parajes, motivacién para una investigacion mas extensa.

3.3.3. En el analisis

Como pudimos notar en algunas de las demostraciones a lo largo de este capitulo,
las estrategias ganadoras son un instrumento para comprender a los conjuntos de reales,
cada una puede verse como un método constructivo para tratar conjuntos complicados,
aumentando de esta forma nuestra capacidad para analizarlos.

Por otro lado, ya que el axioma de determinacién y eleccién contable son compatibles
recuperamos de forma completa la construccién usual de la medida, alternativamente,
podemos prescindir de eleccion contable y recurrir a la implicacién de determinacion que
toda familia contable de subconjuntos no vacios de R tiene una funcion de eleccion.

El argumento mas convincente a favor del axioma de determinacién en este contexto es
el resultado de que cada subconjunto de los numeros reales es Lebesgue-medible.
Esto elimina la existencia de conjuntos patoldgicos que surgen bajo el axioma de eleccion,
por ejemplo, bajo el axioma de determinacién no existen conjuntos andlogos al de Vitali
o a las descomposiciones paraddjicas de Banach-Tarski.

Lo cual altera a un nivel fundacional nuestra comprension de la teoria de la medida:
si todos los subconjuntos de la recta real son medibles, se simplifican y unifican aspectos
del analisis y la probabilidad, asi respecto a la teoria de la medida y al analisis en general,
asumir determinacién (con elecciéon dependiente) es el entorno idéneo.
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Conclusiones

La teoria de Zermelo-Fraenkel, junto al axioma de eleccion y al axioma de determinacion
son pilares fundamentales en nuestra comprensién de las estructuras matematicas.
En esta tesis, hemos explorado la relacion entre estos dos axiomas en base a sus teorias,
mostrando un contraste profundo, con implicaciones significativas para el anélisis,
asi como para la teoria de juegos.

El axioma de eleccion, si bien sencillo y 1til en una amplia gama de contextos,
introduce resultados que, aunque potentes, conducen a consecuencias paraddjicas,
como la construccién de conjuntos no medibles (por ejemplo, el conjunto de Vitali) o
el teorema de Banach-Tarski.

Por otro lado, el axioma de determinacion, incompatible con el axioma de eleccion,
promueve una visiéon mas restrictiva pero también mas intuitiva de los conjuntos infinitos,
su elegancia y potencia radica en su capacidad para producir un universo donde el
comportamiento caético de los conjuntos (como se observa bajo el axioma de eleccion)
se doma. Al adoptarlo, simplificamos el panorama de la teoria de medida y de juegos,
llevando a teorias mas coherentes donde cada conjunto se comporta de manera agradable.
En conclusion, tanto el axioma de eleccion como el axioma de determinacién ofrecen
perspectivas cruciales en la teoria de conjuntos y sus aplicaciones. La eleccion de adoptar
uno sobre el otro depende del contexto matematico especifico y de las propiedades deseadas
en los conjuntos y estructuras consideradas. La tensiéon entre AC y AD revela una rica
estructura en la fundacién de las matematicas, y su estudio sigue siendo una fuente fértil
de descubrimientos tedricos.
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Glosario

De simbolos (en orden de aparicién)

vCaninm <> <>

(X)

{X, Y}
(X,Y)
X xY

min(Y)
max(Y)
[]
X/R

15
15
15
15
15
15
15
15
17
17
17
18
18
18
19
19
20
20
20
20
21
21
21
21

f:X—->Y 22
flx 23
* 23
G 23
& 23
Orb(x) 23
T 27
(X, 1) 27
B 27
) 30
™D 31
~Y%2Z) 31
Hie]Xi 31
P; 31
P 31
NN 32
Gy 35
SO(3) 45
R:(0) 47
U 47
A 53
L 53
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General (en orden alfabético)

Alfabeto

Axioma de eleccién

contable

dependiente

equivalencias
otras

Axioma de determinacién

Axioma de extensionalidad

Axioma de fundacién
Axioma de infinitud
Axioma de unién

Axioma del conjunto potencia

Base topologica
Cadena

Clase de equivalencia
Conector 16gico
Cono

Cota superior
Conjunto

abierto

bésico

Borel

cerrado
descomponible
cilindro
cociente

par

par ordenado
singulete
subbaésico
superiormente acotado
con maximal
con maximo
de eleccion
vacio

Constante
Criterio

de Baer

Cuantificador

15
39
44
44
39
42
27
17
19
19
18
18
27
20
21
15
34
20
17
27
27
27
27
25
33
21
19
20
19
30
20
20
21
39
18
15

43
15

Distancia euclidiana
Dominio de discurso
Equidescomponibilidad
Espacio
topoldgico
de Baire

24
16
25

27
32

Esquema axioméatico de reemplazo 17

Esquema de especificacién

Estrategia
ganadora
Formula
de Rodrigues
Funcién
logica
de conjuntos
de eleccion
Existencia de
Grupo
Accién de
libre
Subgrupo
Generado
[gualdad
Imagen inversa
Inferencia
Interpretacion
Isometria
Juego de Gale-Stewart
abierto
determinacién de
Borel
determinacién de
cerrado
determinado
Existencia de
no determinado
Existencia de

18
35
35
16
46

15
22
39
39
23
23
23
23
23
15
31
16
16
24
35
35
36
35
37
35
35
36

95
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Lema
de Tukey
de Zorn

Légica de primer orden

Maximal
Maéximo
Minimo
Operacién binaria
Orbita
Orden
buen
total
Paradoja
de Haussdorff
de Banach-Tarski
Particién
Pertenencia
Predicado
Principio
de particion
débil
Producto cartesiano
de dos conjuntos

de una familia indexada

Proyeccion

43
39
15
20
21
21
23
23
20
21
20

48
52
21
17
15

44
44

20
31
31

Relacion binaria
de equivalencia
Restriccién
Selector
Subbase topoldgica
Subconjunto
propio
Término
Teorema
de la estructura de grupo
de la existencia de bases
del buen orden de Zermelo
de inmersién de Hahn
de Krull
de Tarski
de Tychonoff
de Vitali
de Cantor-Schroder-Bernstein
Topologia
discreta
producto
Variable
ZF

20
21
23
39
30
17
17
16

43
43
39
44
43
42
43
54
44
27
31
31
15
17
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