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Resumen

Estudiaremos resultados de tipo Ramsey bajo los axiomas de Zermelo-Fraenkel (ZF)
sin el axioma de elección (AC), llenando este vaćıo con el axioma de determinación (AD),
una hipótesis que conecta a la metateoŕıa con la teoŕıa de juegos en espacios polacos.
Esto pues, en contraste con la teoŕıa clásica de Zermelo-Fraenkel con elección (ZFC),
donde elección introduce conjuntos de números reales con comportamientos patológicos,
como el conjunto de Vitali, cuya existencia da lugar a la paradoja de Banach Tarski,
determinación proporciona una estructura más restringida y, consecuentemente, regular.
Bajo AD, todos los conjuntos de reales satisfacen propiedades de regularidad significativas,
como la propiedad de Baire, la propiedad del conjunto perfecto y la Lebesgue medibilidad,
garantizando un comportamiento bien definido, lo que facilita su análisis y clasificación.
Aún más, el sistema axiomático resultante, Zermelo-Fraenkel con determinación (ZFD),
establece una nueva teoŕıa de grandes cardinales, con vastas diferencias combinatorias,
especialmente en la teoŕıa de Ramsey.
Palabras clave: determinación, juegos, combinatoria, teoŕıa de Ramsey.
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Abstract

We will study Ramsey type results under the Zermelo-Fraenkel axioms (ZF) without
the axiom of choice (AC), by filling this gap with the axiom of determinacy (AD),
a hypothesis connecting the metatheory with the theory of infinite games in Polish spaces.
Thus, in contrast to the classical Zermelo-Fraenkel theory with the axiom of choice (ZFC),
where the axiom of choice introduces sets of real numbers with pathological behaviors,
such as the Vitali set, whose existence gives rise to the Banach Tarski paradox,
determinacy provides a more restricted and, consequently, regular structure.
Under determinacy, all sets of real numbers satisfy significant regularity properties,
such as the Baire property, the perfect set property, and Lebesgue measurability,
guaranteeing a well-defined behavior, which facilitates their analysis and classification.
Furthermore, the resulting axiomatic system, Zermelo-Fraenkel with determinacy (ZFD),
establishes a brand new theory of large cardinals, with vast combinatorial differences,
especially in Ramsey theory.
Keywords : determinacy, games, combinatorics, Ramsey theory.
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Índice general

Resumen/Abstract 7

Agradecimientos 11

Introducción 13

1. Espacios polacos y juegos infinitos 15

2. Determinación 23

3. Combinatoria 31

Conclusiones 43
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(antes Consejo Nacional de Ciencia y Tecnoloǵıa):
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“The Axiom of Choice is necessary to select

a set from an infinite number of pairs of socks,

but not an infinite number of pairs of shoes.”

Bertrand Russell

“El Axioma de Elección es necesario para seleccionar

un conjunto de un número infinito de pares de calcetas,

pero no de un número infinito de pares de zapatos.”
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Introducción

Este trabajo ahondará en resultados de tipo Ramsey, sin el axioma de elección (AC),
en el contexto de juegos infinitos, dada su relación con ciertas propiedades de regularidad,
la formulación del axioma de determinación (AD) y sus implicaciones combinatorias.
El siguiente marco histórico se centra en el desarrollo de estas ideas.

La teoŕıa de conjuntos moderna, fundada por Georg Cantor a finales del siglo XIX,
y consolidada por la axiomatización dada por Ernst Zermelo y Adolf Fraenkel (ZF),
se ha convertido en la formalización estándar de las teoŕıas axiomáticas de conjuntos y,
por ende, de las matemáticas. El axioma de elección, formulado por Zermelo en 1904,
fue controvertido desde su introducción debido a sus varias implicaciones contraintuitivas,
como la paradoja de Banach-Tarski. Llevando al estudio de axiomatizaciones alternativas,
donde elección no se asume. En la década de 1960, la teoŕıa descriptiva de conjuntos,
que clasifica a los conjuntos en los términos lógicos y topológicos que lo describen,
emergió como un área clave. Dentro de esta, el axioma de elección no siempre es necesario,
aún más, su ausencia permite explorar estructuras más finas y propiedades de regularidad.
En este contexto, los juegos infinitos, introducidos por Gale y Stewart en el año de 1953,
son fundamentales. Un juego involucra dos jugadores alternados formando una sucesión,
y se dice que un jugador tiene una estrategia ganadora si puede garantizar su victoria,
independientemente de las jugadas del oponente.

Surgiendo aśı, el axioma de determinación, propuesto por Mycielski y Steinhaus en 1962,
que afirma todo juego es determinado (algún jugador tiene una estrategia ganadora).
Este axioma es incompatible con elección, al implicar que todos los conjuntos de reales
tienen la propiedad de Baire, la del subconjunto perfecto y son Lebesgue medibles.
AD se convirtió aśı en una herramienta poderosa a lo largo de la teoŕıa de conjuntos,
ya que proporciona un marco natural para estudiar propiedades de regularidad.

AD tiene profundas implicaciones en el área de combinatoria infinita y en diversas teoŕıas,
como grandes cardinales y modelos, exploradas durante la segunda mitad del siglo XX,
por prestigiosos matemáticos como Hugh Woodin, Robert Solovay y Donald Martin,
algunas de estas incluyen, la consistencia de AD con la de ciertos grandes cardinales,
un modelo donde el primer cardinal no contable es medible y resultados tipo Ramsey.
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Esta tesis, como su marco histórico, se encuentra dividido en tres partes, seriadas entre śı.
En el primer caṕıtulo sentaremos las bases con las que trabajaremos a lo largo del texto,
la teoŕıa de conjuntos, su conexión con juegos infinitos y propiedades de regularidad.
En el segundo discutimos las consecuencias del axioma de determinación en este contexto,
centrándonos en los aspectos más distintivos de esta “nueva” teoŕıa, por ejemplo,
la solución que proporciona a las patoloǵıas ocurrentes bajo el axioma de elección.
En el tercero veremos el grado al que se pueden conservar resultados combinatorios,
de tipo Ramsey, como lo son los teoremas de tipo Owings y Hindman.

Caṕıtulo 1: ZF

Caṕıtulo 2: ZF+AD

Caṕıtulo 3: ZF+AD+ ¨ ¨ ¨
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Caṕıtulo 1

Espacios polacos y juegos infinitos

Dentro de la teoŕıa de conjuntos, el estudio de espacios topológicos es quintaesencial,
pues ofrece un marco para analizar la complejidad de los conjuntos mediante jerarqúıas y
examinar sus propiedades estructurales. Esto es expresamente cierto para espacios polacos,
entre ellos, el espacio de Baire y el de Cantor.

Definición: Para i ă ω consideremos a Xi :“ ω junto a su topoloǵıa discreta Ti :“ ℘pωq,
de manera que podamos construir la familia de espacios topológicos F :“ tpXi, Tiq|i ă ωu,
entonces, definimos el espacio de Bairer1s como el espacio producto de F , siendo este

ź

iăω

Xi : “
!

s : ω Ñ
ď

iăω

Xi

ˇ

ˇ

ˇ
@i ă ω pspiq P Xiq

)

“

!

s : ω Ñ
ď

iăω

ω
ˇ

ˇ

ˇ
@i ă ω pspiq ă ωq

)

“ ts : ω Ñ ω | @i ă ω pspiq ă ωqu

“ ts : ω Ñ ωu

“ ωω.

Dotado de la topoloǵıa generada por la base de conos

Bωω : “ tCptq|t P ωăω
u, Cptq : “ ts P ωω

|t Ă su. {

Aprovechando el hecho que ω es equipotente a QXr0, 1s, esto lo podemos visualizar como

t0 t1 t2 tn

. . . ¨ ¨ ¨

Figura 1.1: Visualización del espacio de Baire, de un cono y de uno de sus elementos.
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Definición: Similarmente, para i ă ω consideremos a Xi :“ t0, 1u junto a Ti :“ ℘pt0, 1uq,
y definimos al espacio de Cantorr1s como el espacio producto de F :“ tpXi, Tiq|i ă ωu,
siendo este, el conjunto

ź

iăω

Xi : “
!

s : ω Ñ
ď

iăω

Xi

ˇ

ˇ

ˇ
@i ă ω pspiq P Xiq

)

“

!

s : ω Ñ
ď

iăω

t0, 1u
ˇ

ˇ

ˇ
@i ă ω pspiq P t0, 1uq

)

“ ts : ω Ñ t0, 1u | @i ă ω pspiq P t0, 1uqu

“ ts : ω Ñ t0, 1uu

“ t0, 1uω

“ 2ω.

Dotado de la topoloǵıa generada por la base de conos

B2ω : “ tCptq | t P 2ăω
u, Cptq :“ ts P 2ω

|t Ă su. {

Esto lo podemos visualizar como

t0 “ 0 t1 “ 1 t2 “ 1 tn “ 0

. . . ¨ ¨ ¨

Figura 1.2: Visualización del espacio de Cantor, de un cono y de uno de sus elementos.

Hay una razón aún más espećıfica para enfocarnos en ambos espacios, su relación con R:

El espacio de Baire es homeomorfo a RzQ con la topoloǵıa usual.

El espacio de Cantor se puede inyectar en r0, 1s con imagen densa.

Aśı, al estudiar estos dos espacios polacos, realmente estamos estudiando a los reales.
Motivados por los espacios polacos extendemos nuestra mira a las propiedades topológicas,
particularmente nociones que caen bajo el término general de propiedades de regularidad
de sus subconjuntos, pues nos permiten comprender su clasificación, estructura y relación,
influyendo en su posición dentro de jerarqúıas como la de Borel y la proyectiva. Además,
la topoloǵıa nos facilita herramientas para conectar a la teoŕıa de conjuntos con la lógica,
la teoŕıa de grupos, de juegos y de la medida, con aplicaciones en el análisis.
Sintetizando, no solo caracterizaremos la naturaleza de los conjuntos en espacios polacos,
sino que abriremos las puertas a una comprensión más profunda de su comportamiento
en diversas áreas de las matemáticas. Dado este panorama rememoremos.
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Definición: Sea pX,T q un espacio topológico, definiremos el interiorr2s de W Ď X, como

intpW q : “
ď

tA | A P T ^ A Ď W u,

el cual es, por preservación bajo unión de abiertos, el abierto más grande contenido en W ,
análogamente, definimos su cerradura, como el cerrado más pequeño que contiene a W ,

clpW q : “
č

tC | XzC P T ^ C Ě W u. {

Definición: Sea pX,T q un espacio topológico, diremos que W Ď X es nunca densor2s si

intpclpW qq “ ∅.

Ampliando esto, W es magro si existe una sucesión pNi | i ă ωq de cerrados nunca densos
para la cual

W Ď
ď

iăω

Ni.

Finalmente, W tiene la propiedad de Baire si W∆A es magro para algún abierto A.{

Definición: Sea pX,T q un espacio topológico, diremos que este es un espacio de Bairer2s

si ningún abierto no vaćıo es magro. {

Definición: Un conjunto W es numerabler3s si existe una inyección f : W ãÝÑ ω.
Sea pX,T q un espacio topológico, llamaremos a V Ď X un subconjunto perfector2s de X si
es cerrado y todos sus puntos son ĺımite p@x P V @A P T px P A ùñ V X pAztxuq ‰ ∅qq.
Uniendo los conceptos previos, W Ď X tendrá la propiedad del conjunto perfector2s si
es numerable o tiene un subconjunto perfecto. {

Definición: Sea pX,T q un espacio topológico, diremos que W Ď X es de Borelr2s si
pertenece a la cerradura bajo T de las operaciones de unión numerable y complemento.{

Habiendo establecido estas propiedades, mostraremos resultados que las interconectan,
permitiéndonos tratar intercambiablemente, con la precaución requerida, a los “reales”,
preparando terreno fértil para la codificación y el planteamiento de los juegos infinitos,
y los resultados de regularidad que estos conllevan.
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Teorema: ωăω es numerable.

Demostración: Basta considerar la biyección

f : ωăω
zt∅u ãÝÑ ωzt0u

pn0, n1, ¨ ¨ ¨ , ni´1q ÞÑ 2n0 ˚ 3n1 ˚ ¨ ¨ ¨ ˚ p
ni´2

n´1 ˚ p
ni´1`1
n .

Aśı enumeramos ωăω “ t:i|i ă ωu con ℓp:iq ď i, donde ℓp:iq denota la longitud de :i.

Corolario: rωsăω y 2ăω son numerables.

Teorema: El espacio de Baire, pωω, T pBωωqq, es un espacio de Baire.

Demostración: Procedamos por contradicción, sea W Ď ωω abierto no vaćıo magro, luego,
existe pNi|i ă ωq de cerrados nunca densos tal que W Ď

Ť

iăω Ni. Entonces definimos

n0 :“mı́ntn ă ω | Cp:nq Ď W u.

Dado ni, Dt Ě :ni
tal que CptqXNi “ ∅, si no Ni Ě Cp:ni

q y Ni no seŕıa nunca denso, aśı

ni`1 :“mı́ntn ă ω | pCp:nq XNi “ ∅q ^ p:n Ě :ni
q ^ pℓp:nq ą ℓp:ni

qqu.

La construcción de los ni es tal que i ă j implica W Ě Cp:ni
q Ě Cp:nj

q y ℓp:ni
q ă ℓp:nj

q.
Claramente, si x “

Ť

iăω :ni
, entonces x P W z

Ť

iPω Ni, lo cual es una contradicción.

Teorema: Existe un mapeo Ψ : ωω Ñ 2ω que preserva la propiedad del conjunto perfecto.

Demostración: Basta definir

Ψ : ωω ãÝÑ2ω

pn0, n1, ¨ ¨ ¨ q ÞÑp

n0 veces

0, ¨ ¨ ¨ , 0, 1,

n1 veces

0, ¨ ¨ ¨ , 0, 1 ¨ ¨ ¨ q.

Ψrωωs consiste de 2ω salvo el conjunto numerable de las sucesiones eventualmente cero.
Aśı, sea W Ď 2ω, al ser Ψ claramente inyectiva, W es numerable sii Ψ´1rW s es numerable,
aún más, al ser Ψ homeomorfismo, W es perfecto si y solo si Ψ´1rW s es perfecto.

Los juegos infinitos son una rama de la teoŕıa de juegos y de conjuntos que investiga
interacciones entre dos jugadores alternados, en un juego con una infinidad de turnos.
A lo largo de este texto de teoŕıa de Ramsey tales juegos serán el mecanismo principal,
al relacionarse estrechamente con propiedades de regularidad, comúnmente topológicas,
ofreciendo de este modo un marco poderoso que conecta diversas áreas de las matemáticas.
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Definición: Sea W Ď ωω, definimos su juego de Gale-Stewartr4s asociado, GSpW q,
como el juego de longitud ω con información perfecta de dos jugadores alternados,
donde en cada turno juegan un natural, esto se puede enunciar como

1. El Jugador 1 (J1) juega un natural, n0 ă ω.

2. El Jugador 2 (J2) ve la jugada anterior y juega un natural, n1 ă ω.

3. Continuamos este proceso inductivamente alternando a los jugadores en cada turno.

Al “acabar” el juego, los jugadores habrán formado la sucesión s :“ pn0, n1, ¨ ¨ ¨ q P ωω,
donde el jugador 1 gana si s P W y el jugador 2 gana en caso contrario, es decir, si s R W.{

Definición: Una estrategia para J1 es una función

σ :
ď

kăω

ω2k
Ñ ω.

Similarmente una estrategia para J2 es una función

τ :
ď

kăω

ω2k`1
Ñ ω. {

Notemos que estas definiciones las hemos construido independientemente de un juego.
Al hablar de instancias de un juego, resulta conveniente hablar de estrategias y sucesiones,
denotemos una jugada de acuerdo a las estrategias/sucesiones σ{x para J1 y τ{y para J2:

σ ˚ τ :“ pσp∅q, τpσp∅qq, σppσp∅q, τpσp∅qqqq, ¨ ¨ ¨ q,
σ ˚ y :“ pσp∅q, yp0q, σppσp∅q, yp0qqq, ¨ ¨ ¨ q,
x ˚ τ :“ pxp0q, τpxp0qq, xp1q, ¨ ¨ ¨ q,

x ˚ y :“ pxp0q, yp0q, xp1q, ¨ ¨ ¨ q.

Definición: Sea W Ď ωω, diremos que la estrategia σ para J1 es ganadora en GSpW q si

@τ :
ď

kăω

ω2k`1
Ñ ω σ ˚ τ P W.

Análogamente, diremos que la estrategia τ para J2 es ganadora en GSpW q si

@σ :
ď

kăω

ω2k
Ñ ω σ ˚ τ R W.

Por último, diremos que GSpW q es determinado si J1 ó J2 tiene estrategia ganadora.{
Si bien estas definiciones son aparentemente complejas, la idea detrás es bastante sencilla,
lo que nos dicen es que el jugador con la estrategia ganadora gana siempre al seguirla,
determinando el resultado, independientemente de los movimientos del jugador contrario.

Teorema: Existen juegos determinados.

Demostración: Tómese el asociado al conjunto ωω.
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Definición: Sea W Ď ωω, definimos su juego de Banach-Mazurr5s asociado, BM pW q,
como el juego de longitud ω con información perfecta de dos jugadores alternados, donde

1. J1 juega una tupla no vaćıa de naturales, t0 P ω
ăωzt∅u.

2. J2 ve la jugada anterior y juega una tupla no vaćıa de naturales, t1 P ω
ăωzt∅u.

3. Continuamos este proceso inductivamente alternando a los jugadores en cada turno.

Al “acabar” el juego, los jugadores habrán formado la sucesión s :“ t0 " t1 " ¨ ¨ ¨ P ωω,
donde el jugador 1 gana si s P W y el jugador 2 gana en caso contrario, es decir, si s R W.{
Se extienden naturalmente las definiciones previamente dadas para juegos de Gale-Stewart
(estrategia, estrategia ganadora, determinado).

Teorema (Oxtobyr5s, Banach-Mazurr6s): Sea W Ď ωω, entonces:

i) W es magro si y sólo si J2 tiene estrategia ganadora en BM pW q.

ii) CptqzW es magro para algún t P ωăω sii J1 tiene estrategia ganadora en BM pW q.

Demostración:

i) ñ) Al ser W magro, DpNn|n ă ωq de cerrados nunca densos tal que W Ď
Ť

năω Nn.
Entonces, es posible definir una estrategia σ para J2 con el siguiente argumento,
al ser Nn nunca denso, Cpt0 " ¨ ¨ ¨ " t2nq contiene un abierto disjunto de Nn,
consecuentemente, Dt2n`1 P ω

ăω tal que Cpt0 " ¨ ¨ ¨ " t2n " t2n`1q XNn “ ∅,
aún más, es posible elegir tal de forma que sea el mı́nimo lexicográficamente,
por recursión, τpt0 " ¨ ¨ ¨ " t2nq :“ t2n`1, esta estrategia es ganadora para J2.

ð) Partamos de la suposición que J2 tiene una estrategia ganadora, llamémosla τ .
Para cada jugada parcial siguiendo la estrategia τ de la forma p “ pt0, ¨ ¨ ¨ , t2nq,
sean p˚ :“ t0 " ¨ ¨ ¨ " t2n y

Dp :“ ts P ωω
| p˚ Ę s_ Dt P ωăω

zt∅upp˚ " t " τpp " ptqq Ď squ.

Aśı, cada Dp es abierto (notando en parte que Cpp˚q es cerrabierto) y denso
(pues para todo u P ωăω, ó bien u Ğ p˚, de modo que por definición Cpuq Ď Dp,
ó bien u Ě p˚, existiendo un t P ωăωzt∅u tal que p˚ " t “ u y por lo tanto
cualquier s P ωω con s Ě p˚ " t " τpp " tq pertenece a Cpuq XDp). Además,
para cualquier s P

Ş

pDp, podemos definir recursivamente una jugada ti pi ă ωq
de acuerdo con τ tal que s “ t0 " t1 " ¨ ¨ ¨ , y, al ser τ ganadora para J2, s R W .
En consecuencia, W Ď

Ť

ppω
ωzDpq, unión numerable de cerrados nunca densos.

ii) ñ) Sea CptqzW magro para algún t P ωăω. Aśı, J1 tiene una estrategia ganadora σ,
al jugar el movimiento inicial σp∅q “ t para luego evitar CptqzW como en I)ñq.

ð) Para el rećıproco, si J1 tiene una estrategia ganadora σ, digamos con σp∅q “: t.
Entonces J2 tiene una estrategia ganadora en BM pCptqzW q derivada de σ,
τpt0 " ¨ ¨ ¨ " t2nq :“ p0q " σpt0 " ¨ ¨ ¨ " t2n " p0qq, CptqzW es magro.
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Definición: Sea W Ď 2ω, definimos su juego de Davisr7s asociado, denotado DpW q,
como el juego de longitud ω con información perfecta de dos jugadores alternados, donde

1. J1 juega una tupla de bits, t0 P 2ăω.

2. J2 ve la jugada anterior y juega un bit, b1 P 2.

3. Continuamos este proceso inductivamente alternando a los jugadores en cada turno.

Al “acabar” el juego, los jugadores habrán formado la sucesión s :“ t0 " pb1q " ¨ ¨ ¨ P 2ω,
donde el jugador 1 gana si s P W y el jugador 2 gana en caso contrario, es decir, si s R W.{
Nuevamente se extienden de forma natural las definiciones dadas para juegos anteriores.

Teorema (Davisr7s): Sea W Ď 2ω, entonces:

i) W es numerable sii J2 tiene una estrategia ganadora en DpW q.

ii) W tiene un subconjunto perfecto sii J1 tiene una estrategia ganadora en DpW q.

Demostración:

i) ñ) Al ser W numerable, existe una enumeración de este, denotémosla tvn|n ă ωu.
Entonces, τpt0 " ¨ ¨ ¨ " t2nq :“ 1´ vnpℓpt0 " ¨ ¨ ¨ " t2nqq es ganadora para J2,
pues asegura en su n-ésimo movimiento que la jugada resultante difiere de vn.

ð) Sea τ estrategia ganadora de J2. Para cada jugada parcial de acuerdo a τ
de la forma p “ pt0, ¨ ¨ ¨ , t2n, b2n`1q, sean p˚ :“ t0 " ¨ ¨ ¨ " t2n " pb2n`1q y
Dp :“ ts P 2ω|p˚ Ę s _ Dt P 2ăωpp˚ " t " τpp " ptqq Ď squ. W Ď

Ť

pp2
ωzDpq.

Para cada p, s P 2ωzDp cuando p˚ Ď s y @t P 2ăωpp˚ " t " τpp " tq Ę sq,
pero entonces, 2ωzDp tiene un único miembro, sp, con ℓpp˚q “: m, sp|m “ p˚,
necesariamente sppmq “ 1´τpp " Hq, por lo que recursivamente, para e ą m,
sppeq “ 1´ τpp " psppmq, ¨ ¨ ¨ , sppe´ 1qqq, esto pues el espacio ambiente es 2ω.
Por lo tanto, W es numerable.

ii) ñ) Al tener W un subconjunto perfecto P , definimos T :“ tsæn|s P P ^ n ă ωu.
Entonces una estrategia σ para J1 puede describirse de la siguiente manera,
generalmente, en respuesta a una jugada parcial p con concatenación p˚ P T ,
como todo punto de P es ĺımite, Dt P 2ăω tal que p˚ " t " 0, p˚ " t " 1 P T ,
jugamos σppq :“ t, aśı, como P es cerrado esta estrategia es ganadora para J1.

ð) Sea σ estrategia ganadora de J1. Entonces, P :“ tσ˚y|y P 2ωu Ď W es perfecto,
al tener solo puntos ĺımite, pues para todo σ ˚ y y t P 2ăω tal que σ ˚ y P Cptq,
tenemos que toda y1 P 2ω tal que y1æ|t| “ yæ|t| también verifica que σ ˚y1 P Cptq,
y al ser cerrado, pues todo elemento de 2ωzP en algún turno dejó de seguir σ,
aśı pertenece a un cono de la forma Cpp˚ " p1´ σppqqq Ď 2ωzP .

Corolario: Sea W Ď ωω, tenemos que DpΨrW sq está determinado si y solamente si
W tiene la propiedad del conjunto perfecto.



222222

De forma similar a lo hecho para las propiedades de Baire y del conjunto perfecto,
los juegos infinitos establecen una dicotomı́a para analizar la medibilidad de Lebesgue,
particularmente a través de la existencia de estrategias ganadoras del juego de la cubierta.
En este, un jugador intenta construir una sucesión que pertenezca a un conjunto dado,
mientras que el otro intenta forzarla fuera de dicho conjunto mediante una cobertura.
La determinación de tal, en la diferencia de una cubierta mı́nima de un conjunto y este,
implica que el conjunto es medible en el sentido de Lebesgue.
Este texto no abordara tal propiedad, al haber sido tratada previamente por el autorr8s,
que si bien no se estudió con el enfoque del juego de la cubierta, abarca ideas similares,
en caso que el lector desee una prueba digerible de este hecho, véase r2s (páginas 375-376).
En resumen, los juegos infinitos en espacios polacos desempeñan un papel trascendental
en el estudio de diversas propiedades de regularidad de los conjuntos de números reales,
estableciendo las condiciones bajo las cuales se verifican propiedades fundamentales como
la propiedad de Baire, la propiedad del conjunto perfecto y la medibilidad de Lebesgue.
Particularmente, los espacios polacos se presentan como el entorno natural para estudiar
la topoloǵıa y medida de conjuntos de reales, ya que su estructura completa y separable
permite la aplicación de herramientas de análisis, lógica y teoŕıa descriptiva de conjuntos.
En estos espacios, la regularidad limita comportamientos patológicos de los conjuntos.
La propiedad de Baire, resulta en un topoloǵıa estable bajo pequeñas perturbaciones.
A su vez, la propiedad del conjunto perfecto garantiza que los conjuntos no numerables
contienen subconjuntos homeomorfos a los reales, impidiendo haya conjuntos intermedios.
Finalmente, la medibilidad de Lebesgue en estos espacios garantiza que los conjuntos sean
compatibles con la estructura de medida estándar, sin conjuntos de medida indefinida.
Los juegos infinitos, por su parte, proporcionan un enfoque siempre dinámico y flexible
para analizar la estructura de los conjuntos en términos de estrategias y determinación.
En conclusión, la interacción entre los espacios polacos y los juegos infinitos da lugar a
un ámbito unificador para el estudio de conjuntos de reales (sucesiones de naturales),
mostrando que la regularidad es consecuencia de principios topológicos y combinatorios.
Esta perspectiva no solo fortalece a la teoŕıa de conjuntos en general, sino que conecta a
la teoŕıa de juegos, la teoŕıa de la medida y la lógica matemática en un marco coherente
que explica la regularidad intŕınseca de los conjuntos bajo supuestos adecuados.
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Caṕıtulo 2

Determinación

Anteriormente establecimos una clara relación entre la determinación de ciertos juegos,
los cuales se pueden codificar como de Gale-Stewart, y ciertas propiedades de regularidad,
esenciales para la comprensión estructural y descripción de conjuntos de números reales,
vinculando directamente a la teoŕıa de conjuntos con la topoloǵıa, el análisis y demás áreas.
Por un lado es bien sabido que bajo el axioma de elección existen conjuntos patológicos,
donde tales propiedades no se cumplen, por ejemplo, los conjuntos de Bernstein y Vitali,
por otro lado también se sabe que es consistente con ZF que tales patoloǵıas se resuelvan.
En virtud de lo cual es plausible formular un axioma, ligado a la noción de determinación,
opuesto a elección, cuya principal motivación radique en extinguir tales comportamientos,
con el objetivo de explorar a profundidad sus consecuencias. De esta forma introduciremos,
en el contexto de ZF

Axioma de determinación (AD)r9s

Todo juego de Gale Stewart está determinado. {

Este principio fue propuesto por los matemáticos Jan Mycielski y Hugo Steinhaus en 1962,
dentro de su trabajo titulado “A mathematical axiom contradicting the axiom of choice”,
revelando de inmediato su contraste con la teoŕıa de Zermelo-Fraenkel con elección (ZFC)
y reflejando los intereses de la teoŕıa descriptiva de conjuntos desde mediados del siglo XX:
explorar la estructura de los conjuntos de números reales, ligándolos a juegos infinitos y
a la resolución de las patoloǵıas de elección. A pesar de su incompatibilidad con elección,
la cual yace al centro de su propósito, determinación recuperará ciertos aspectos de esta,
proporcionando de este modo un marco con un alto grado de estructura y regularidad,
que permite recuperar algunos beneficios de elección, sin sus consecuencias problemáticas,
siendo aśı una herramienta poderosa en el estudio de conjuntos definibles y juegos infinitos.
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A partir de ahora nuestra teoŕıa ambiente será Zermelo-Fraenkel con determinación (ZFD).
Sin más preámbulo, mostremos sus primeros resultados, un tour de force de este axioma.

Teorema (Mycielski-Świerczkowskir10s, Scott): ACωpω
ωq

Toda familia contable de subconjuntos no vaćıos de ωω tiene una función de elección.

Demostración: Sea F “ tXn P Ppωωqzt∅u | n ă ωu una de estas familias. Definiendo

W :“ tpn0, n1, n2, n3, ¨ ¨ ¨ q | pn2i`1qiăω R Xn0u,

GSpW q es tal que, si J1 juega pn2i|i ă ωq y J2 pn2i`1|i ă ωq, J2 gana si pn2i`1|i ă ωq P Xn0 .
J1 no tiene estrategia en GSpW q, pues habiendo jugado n0 en su primer movimiento,
J2 puede jugar pn2i`1|i ă ωq P Xn0 ‰ ∅; de este modo, J2 tiene una estrategia ganadora τ ,
la cual define una función de elección, f : F Ñ

Ť

F , fpXnq :“ ppn, 0, 0, 0, ¨ ¨ ¨ q ˚ τq2iqiăω,
la jugada de J2 contra pn, 0, 0, ¨ ¨ ¨ q.

Corolario: ω1 es regular pβ Ď ω1 ^ |β| ă ω1 ùñ sup β ă ω1q.

Demostración: Sea tαi | i ă ωu Ď ω1. Definimos para toda i ă ω

Xi :“ tR Ď ω ˆ ω | ordpRq “ αiu,

ya que αi ă ω1, donde ω1 es el primer ordinal no numerable, αi es numerable, aśı Xi ‰ ∅.
De este modo al definir

F :“ tXi P ℘p℘pω ˆ ωqqzt∅u | i ă ωu,

y por la correspondencia ℘pω ˆ ωq « ωω, invocamos ACωpω
ωq para seleccionar Ri P Xi.

Como ordpRiq “ αi, el isomorfismo de orden entre αi y Ri da una biyección fi : αi ãÝÑ ω.
Entonces definiremos

n :
ď

iăω

αi Ñ ω u :
ď

iăω

αi ãÝÑ ω ˆ ω

a ÞÑ mı́nti ă ω | a P αiu. a ÞÑ pnpaq, fnpaqpaqq.

u hereda la inyectividad de fi, y al ser ωˆω numerable hay una inyección m : ωˆω ãÝÑ ω,
de modo que m˝u :

Ť

iăω

αi ãÝÑ ω es inyectiva,
Ť

iăω

αi es numerable y sup
iăω

αi “
Ť

iăω

αi ă ω1.

Corolario: Sea W Ď ωω, al definir

CW :“
ď

tCptq | t P ωăω
^ CptqzW es magrou,

tenemos que si BM pW zCW q es determinado, entonces W tiene la propiedad de Baire.

Demostración: Supongamos que J1 tiene una estrategia ganadora en BM pW zCW q, luego,
CptqzpW zCW q es magro para algún t P ωăω, por contención CptqzW también es magro,
consecuentemente CW Ě Cptq y CptqzpW zCW q “ Cptq es un abierto no vaćıo magro.#c
Entonces, J2 tiene una estrategia ganadora en BM pW zCW q y W zCW es magro. Además,
CW zW es magro, por definición y regularidad de ω1. Aśı W tiene la propiedad de Baire.

Corolario (Banach-Mazurr6s; Davisr7s; Mycielski-Świerczkowskir10s):
Todo W Ď ωω posee las propiedades de Baire, del conjunto perfecto y de Lebesgue.
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Definición: Sea W Ď ℘pωq, definimos su juego del ultrafiltro asociado, Uf pW q,
como el juego de longitud ω con información perfecta de dos jugadores alternados, donde:

1. J1 juega un subconjunto finito de ω, s0 P rωs
ăω.

2. J2 ve la jugada anterior y juega un subconjunto finito de ω, s1 P rωs
ăω.

3. Continuamos este proceso inductivamente alternando a los jugadores en cada turno.

Al “acabar” el juego, los jugadores habrán formado la sucesión s :“ psi|i ă ωq P prωsăωqω,
sea E :“ tj ă ω|sjX

Ť

kăj sk ‰ ∅u, J1 gana si pmı́nE ” 1mód2q_pE “ ∅^
Ť

iăω s2i P W q,
concretamente, el primer jugador en hacer un movimiento no disjunto a los previos pierde,
si no pasara, J1 gana si

Ť

iăω s2i P W y J2 gana en caso contrario, es decir, si
Ť

iăω s2i R W.{

Teorema: No existen ultrafiltros no principales sobre ω.

Demostración: Sea U un ultrafiltro no principal sobre ω. Por AD, Uf pUq es determinado:

i) Si J1 tiene una estrategia ganadora σ, definiremos una estrategia τσ para J2 como

τσps0, ¨ ¨ ¨ , s2iq :“σps1, ¨ ¨ ¨ , s2iqzs0.

J2 ignora s0 y juega de acuerdo con σ, eliminando s0 para mantener la disyunción.
Aśı para cualquier jugada de movimientos disjuntos ps0, s1, s2, ¨ ¨ ¨ q siguiendo τσ,
tenemos que s0Y

Ť

iăω s2i`1 P U , al ser σ ganadora para J1. Por ende
Ť

iăω s2i`1 P U ,
pues, al ser U no principal, es cerrado bajo cambios finitos. Entonces

Ť

iăω s2i R U ,
de lo contrario ∅ “

Ť

iăω s2iX
Ť

iăω s2i`1 P U , por tanto τσ es ganadora para J2.#c

ii) Si J2 tiene una estrategia ganadora τ , la convertiremos en otra estrategia τ 1 para J2

τ 1
ps0, ¨ ¨ ¨ , s2iq :“τps0, ¨ ¨ ¨ , s2iq Y

´

tiuz
ď

jď2i

sj

¯

.

Además, para cualquier jugada de movimientos disjuntos ps0, s1, s2, ¨ ¨ ¨ q siguiendo τ 1,
J2 gana, y al ser U ultrafiltro,

Ť

iăω s2i`1 “
Ť

iăω siz
Ť

iăω s2i “ ωz
Ť

iăω s2i P U .
Definiremos una estrategia στ 1 para J1, jugando τ 1 con un primer movimiento vaćıo

στ 1ps0, . . . , s2i´1q :“τ 1
p∅, s0, . . . , s2i´1q.

Similarmente a I), στ 1 es ganadora para J1 pues al seguirla,
Ť

iăω s2i P U .#c

Corolario: Todo ultrafiltro es ω1-completo.

Demostración: Supongamos que W es un ultrafiltro no ω1-completo sobre un conjunto X,
aśı DtAi | i ă ωu Ď W tal que

Ş

iăω Ai R W , por lo que
Ť

iăωpXzAiq “ Xz
Ş

iăω Ai P W .
Consideremos la función f :

Ť

iăωpXzAiq Ñ ω, dada por fpxq :“ mı́nti ă ω|x P XzAiu,
para entonces definir su ultrafiltro imagen sobre ω, f˚pW q :“ tY Ď ω | f´1pY q P W u.
Supongamos que f˚pW q es principal, entonces Di ă ω tal que f˚pW q “ tC Ď ω | i P Cu,
implicando que f´1ptiuq P W , pero, por construcción f´1ptiuq “ pXzAiqz

Ť

jăipXzAkq,
luego, por cerradura hacia arriba, XzAi P W , concluyendo que Ai “ XzpXzAiq R W .#c
Por ende, existiŕıa un ultrafiltro no principal sobre ω, contradiciendo el teorema previo.
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Definición: Sea κ un cardinal no numerable, diremos que este es un cardinal medible
si existe una medida µ : ℘pκq Ñ t0, 1u κ-aditiva y no trivial, o de forma intercambiable,
si existe un ultrafiltro no principal κ-completo sobre κ.

Definición: Sea W Ď ω1, definimos su juego ordinal de Solovayr11s, denotado SOrdpW q,
como el juego de longitud ω con información perfecta de dos jugadores alternados, donde:

1. J1 juega un elemento de ω1, η0 ă ω1.

2. J2 ve la jugada anterior y juega un elemento de ω1, η1 ă ω1.

3. Continuamos este proceso inductivamente alternando a los jugadores en cada turno.

Al “acabar” el juego, los jugadores habrán formado la sucesión s :“ pη0, η1, ¨ ¨ ¨ q P pω1q
ω,

donde J1 gana si |s|8 :“ supiăω ηi P W y J2 gana en caso contrario, es decir, si |s|8 R W.{

Teorema (Solovayr11s): Bajo determinación del juego ordinal de Solovay, ω1 es medible.

Demostración: En particular mostraremos que el filtro club en ω1, Cω1 , es un ultrafiltro.
Sea W Ď ω1. Por determinación de SOrdpW q:

i) Sea σ una estrategia ganadora para J1, al ser ω1 regular, definimos para η ă ω1

αpηq : “ mı́ntβ P Ord | @p P ηăω
pσ ˚ p ă βqu ă ω1.

Esta función es continua, en el espacio topológico de ω1 con la topoloǵıa del orden.
De forma que C :“ tγ ă ω1 | γ ĺımite infinito ^ @η ă γ pαpηq ă γqu es club en ω1.
Sean γ P C y tηi | i ă ωu Ď γ no acotado en γ, luego @j ă ω ppσ ˚ pηi|i ă ωqqj ă γq,
por consiguiente γ “ |σ ˚ pηi|i ă ωq|8 P W , esto último pues σ es ganadora para J1.
Por lo que C Ď W , consecuentemente W P Cω1 .

ii) Sea τ una estrategia ganadora para J2, por un razonamiento análogo, ω1zW P Cω1 .

Entonces Cω1 , además de no principal, es un ultrafiltro y por lo tanto es ω1 completo.

Notemos que en esta prueba, requerimos de la determinación del juego ordinal de Solovay.
De esto, surge una dificultad, dicho juego se formula en términos de movimientos en ω1,
lo que impide aplicar directamente el axioma de determinación para justificar tal resultado.
La idea de Solovay era simular este juego mediante otro al que se le pueda aplicar AD,
permitiendo aśı establecer su determinación de manera indirecta.
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Si bien ya hemos llevado a cabo la traducción de un juego a otro, de Gale-Stewart,
únicamente hemos logrado este procedimiento mediante un argumento de numerabilidad,
en caso que el espacio de movimientos del primer juego (bits, tuplas, subconjuntos finitos)
es numerable, podemos codificar cada movimiento mediante un natural, en consecuencia,
hay un juego de Gale-Stewart que lo simula. Es obvio que tal argumento fallará en SOrd,
dado que ω1 es, por definición, el primer cardinal no numerable.

No obstante, SOrd es simulable al lidiar con el espacio de partidas (sucesiones de naturales),
mediante otro argumento de numerabilidad, logrando cierto procedimiento análogo.

Con este fin, definiremos

Definición: Diremos que W Ď ωω es Σ1
1{anaĺıtico

r12s, si DB Ď ωω ˆ ωω Borel tal que

W “ ts P ωω
| Dr P ωω

pps, rq P Bqu.

W es Π1
1/coanaĺıtico si ωωzW es Σ1

1, es decir, si DB Ď ωω ˆ ωω Borel tal que

W “ ts P ωω
| @r P ωω

pps, rq R Bqu.

W es ∆1
1/Borel, conforme a esta terminoloǵıa, si y sólo si es Σ1

1 y Π1
1. {

Definición: Sea s P ωω, este real codifica una relación dada porr2s

ďs:“tpm,nq ă ω ˆ ω | sp2m
p2n` 1q ´ 1q “ 0u.

Nos interesa el caso en que ďs sea buen orden, entonces definiremos el conjunto Π1
1

r2sr13s

WO :“

$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

@n ă ω n ďs n
@m,n ă ω pm ďs n^ n ďs m ùñ m “ nq

s P ωω @l,m, n ă ω pl ďs m^m ďs n ùñ l ďs nq
@m,n ă ω m ďs n_ n ďs m

@r P ωω Dn ă ω rpn` 1q ­ďs rpnq

,

/

/

/

/

.

/

/

/

/

-

.

Denotando para s P WO, }s} :“ ordpďsq, expresaremos para α ă ω1 el conjunto ∆1
1

WOα :“ts P WO | }s} ă αu

“ts P WO | Dβ ă α Df : ω Ñ β @m,n ă ω pm ăs n ùñ fpmq ă fpnqqu. {

El siguiente resultado se enuncia sin demostración. Una demostración puede leerse en [13].

Lema (Luzin-Sierpińskir14s): Si W Ď WO es Σ1
1, entonces supt}s} | s P W u ă ω1.
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Definición: Sea W Ď ω1, definimos su juego de Solovayr11s asociado, denotado SpW q,
como el juego de longitud ω con información perfecta de dos jugadores alternados, donde:

1. J1 juega un elemento de ω, n0 ă ω.

2. J2 ve la jugada anterior y juega un elemento de ω, n1 ă ω.

3. Continuamos este proceso inductivamente alternando a los jugadores en cada turno.

Al “acabar” el juego, los jugadores habrán formado la sucesión s :“ pn0, n1, ¨ ¨ ¨ q P ωω,
puesto que ωω « pωωqω, este real, s P ωω, codifica una sucesión de reales psi|i ă ωq P pωωqω,
sea E :“ tj ă ω|sj R WOu, J1 gana si pmı́nE ” 1 mód 2q _ pE “ ∅^ supiăω }s

i} P W q,
concretamente, el primer jugador en hacer un movimiento no “bien ordenado” pierde,
si no, J1 gana si supiăω }s

i} P W y J2 gana en caso contrario, es decir, si supiăω }s
i} R W.{

SpW q puede interpretarse como GSpBq para algún B Ď ωω, por lo que está determinado.

Teorema (Solovayr11s): ω1 es medible.

Demostración: En particular mostraremos que el filtro club en ω1, Cω1 , es un ultrafiltro.
Sea W Ď ω1. Por AD, SpW q es determinado:

i) Sea σ una estrategia ganadora para J1, definimos para η ă ω1

Wη :“ ts P ωω
| Dr P ωω

Di ă ω ptrj|j ă iu Ď WOη ^ s “ pσ ˚ rq2iqu.

Por consiguiente, Wη Ď WO, esto pues σ es ganadora para J1, aún más, Wη es Σ1
1,

al definirse en términos del tipo de orden η, entonces por el lema de Luzin-Sierpiński,
Dβ ă ω1 tal que Wη Ď WOβ, de forma que definimos para η ă ω1

αpηq :“ mı́ntβ P Ord | @r P ωω
@i ă ω ptrj|j ă iu Ď WOη ùñ pσ ˚ rq2i P WOβqu.

Esta función es continua, en el espacio topológico de ω1 con la topoloǵıa del orden.
De forma que C :“ tγ ă ω1|γ ĺımite infinito ^ @η ă γ pαpηq ă γqu es club en ω1.
Sean γ P C y r P ωω pt}ri}|i ă ωu Ď γ no acotado en γq, @j ă ω p}pσ ˚ rqj} ă γq,
por consiguiente γ “ supjăω }pσ ˚ rq

j} P W , esto último pues σ es ganadora para J1.
Por lo que C Ď W , consecuentemente W P Cω1 .

ii) Sea τ una estrategia ganadora para J2, por un razonamiento análogo, ω1zW P Cω1 .

Entonces Cω1 , además de no principal, es un ultrafiltro y por lo tanto es ω1 completo.
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Una prueba alterna de este teorema es singularmente relevante en teoŕıa de la recursión,
al abordar aspectos cruciales de esta, como la descriptibilidad y la recursividad de Turing,
que junto a determinación, garantizan la existencia de estrategias, que por definibilidad,
restringen la complejidad de los reales y permiten construir medidas σ-aditivas en ω1.
De este modo, la prueba muestra que, bajo AD, ω1 no es simplemente un cardinal ĺımite,
sino que adquiere propiedades medibles profundas.

Definición: Sean s, r P ωω, diremos que s es Turing-reducible a/recursivo en rr2sr15s,
denotado s ďT r, si hay un algoritmo que computa a s requiriendo de r como oráculo.
Desarrollando esto, s y r son Turing-equivalentes, denotado s «T r, si s ďT r y r ďT s.
Como su nombre lo indica, la Turing-equivalencia es una relación de equivalencia en ωω.
De este modo llamaremos grados de Turing, denotados rssT , a sus clases de equivalencia.
Como progresión natural, definiremos el conjunto de grados, DT :“ trssT | s P ωωu,
lo ordenaremos inducidamente por ďT , d0 ď d1 si Ds, r P ωω : d0 “ rssT , d1 “ rrsT , s ďT r,
y lo dotaremos del filtro generado por los conos

MT :“ tX Ď DT | Dd0 P DT pCpd0q Ď Xqu, Cpd0q :“ td P DT | d0 ď du. {

A fin de evidenciar las ideas detrás de ambas pruebas, las redactaremos casi idénticamente.

Teorema (Martinr16s): ω1 es medible, esto es, tiene un ultrafiltro no principal ω1-completo.

Demostración: En particular mostraremos que el filtro MT , induce tal ultrafiltro en ω1.
Sea X Ď DT . Por AD, GS

`
Ť

X
˘

es determinado:

i) Sea σ una estrategia ganadora para J1, al considerar σ como un elemento de ωω

(mediante una codificación recursiva de ωăω, pωăωqω « ωω), definimos d0 :“ rσsT .
Sea d P Cpd0q, para todo r P d, por un argumento de complejidad computacional,
se tiene que σ˚r P d, por consiguiente d P X, esto último pues σ es ganadora para J1.
Por lo que Cpd0q Ď X, consecuentemente X PMT .

ii) Sea τ una estrategia ganadora para J2, por un razonamiento análogo, DT zX PMT .

Entonces MT es un ultrafiltro y por lo tanto es ω1-completo. Induciremos un ultrafiltro.
Sean s, r P ωω tales que s «T r, por un argumento de constructibilidad, ω

Lrss

1 “ ω
Lrrs

1 ,
es un ordinal numerable. Por ello, la función que daremos a continuación está bien definida.

f : DT Ñω1

rssT ÞÑω
Lrss

1 .

Utilizando el hecho que MT es un ultrafiltro, se tiene que

f˚pMT q :“tY Ď ω1 | f
´1
pY q PMT u,

es un ultrafiltro ω1-completo sobre ω1. Para verificar que este ultrafiltro es no principal,
basta notar que para todo η ă ω1 y s P ωω, existe r P ωω con s ďT r tal que η ă ω

Lrrs

1 ,
de modo que f´1ptηuq RMT .
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Ahondando en las nociones de descriptibilidad y Turing-reducibilidad bajo determinación,
se obtienen aún más resultados fundamentales sobre la estructura de grandes cardinales,
cuyas pruebas, si bien similares, tratan con ideas de inaccesibilidad e indiscernibilidad,
que escapan al objetivo de este texto, aún aśı vale la pena destacarlos.

Teorema (Solovay): ω2 es medible.

Proporciona la existencia de una medida no trivial en este cardinal.

Teorema (Martin): uω “ ωω, el ω-ésimo indiscernible es el ω-ésimo cardinal infinito.

Conecta a las teoŕıas de conjuntos y modelos a través de estructuras de indiscernibilidad.

Teorema: cfpωnq “ ω2, para 2 ď n ă ω.

Refleja la influencia de ω2 en la jerarqúıa de los ordinales. La importancia de estos tres teo-
remas radica en que reflejan la profunda interacción entre la teoŕıa de conjuntos, la teoŕıa
de grandes cardinales y la teoŕıa descriptiva de conjuntos, evidenciada como consecuencia
directa del axioma de determinación.
El axioma de determinación (AD) transforma radicalmente la teoŕıa de los números reales
al imponer fuertes propiedades de regularidad en los subconjuntos de R. Bajo este axioma,
todo subconjunto de R posee la propiedad de Baire, del conjunto perfecto y es medible,
lo que excluye la existencia de conjuntos patológicos como los no medibles de Vitali. Esto
genera una teoŕıa de los reales sustancialmente más coherente y estructurada, en la cual,
cada conjunto es altamente regular y obedece principios fuertes de clasificación.
Aún más, determinación tiene profundas implicaciones en la teoŕıa de grandes cardinales.
En este marco, ω1 se vuelve un cardinal medible, lo que introduce una medida sobre él.
La existencia de tal medida en ω1 refleja la titánica influencia de los grandes cardinales
en modelos de la teoŕıa de conjuntos donde se satisfaga el axioma de determinación,
constatando que la estructura de los ordinales bajo determinación es rica en mayor medida
de lo que sugiere la teoŕıa estándar de ZFC.
Simultáneamente, AD reorienta la teoŕıa descriptiva al usar argumentos de complejidad.
La jerarqúıa proyectiva adquiere un papel central en la clasificación de conjuntos de reales,
estableciendo conexiones con la reducibilidad de Turing y la teoŕıa de juegos infinitos.
Estas herramientas analizan la complejidad intŕınseca de forma precisa y estructurada,
fortaleciendo la interacción entre la computabilidad, la lógica y la teoŕıa de conjuntos.
En conclusión, el axioma de determinación da lugar a una gran teoŕıa unificada en la que
los números reales, los grandes cardinales y la complejidad descriptiva forman un sistema
profundamente interconectado.



31

Caṕıtulo 3

Combinatoria

Habiendo explorado parte de la teoŕıa de Zermelo-Fraenkel con determinación (ZFD),
cabe destacar cierto trasfondo combinatorio, ejemplificado por la medibilidad de ω1 y ω2,
aśı a lo largo de este caṕıtulo profundizaremos en esta linea de investigación bajo ZFD.
Al ser costumbre el empleo de la notación húngara en literatura de combinatoria infinita,
este texto no será la excepción.

Definición: Sean λ, κ, ι y θ cardinales, denotaremos por λ Ñ pκqιθ, al enunciador2sr17s

“para toda coloración de rλsι en θ colores, existe un monocromático de cardinalidad κ”,
es decir

p@c : rλsι Ñ θq pDM Ď λq p|crrM sιs| “ 1^ |M | “ κq. {

A fin de reforzar la noción que AD provee fuertes resultados combinatorios tipo Ramsey,
asegurando la existencia de patrones regulares en contextos infinitos, tenemos lo siguiente

Teorema: Sea κ un cardinal medible, entonces κÑ pκqιθ, para ι ă ω y θ ă κ.

Teorema (Martinr2s): ω1 Ñ pω1q
ω1
2 , por ende, ω1 Ñ pω1q

ω1
2ω y ω1 Ñ pω1q

ω1
θ , para θ ă ω1.

Conectando aśı al axioma de determinación con la combinatoria infinita, espećıficamente,
con la teoŕıa de Ramsey, pues esto deriva en principios fuertes de invarianza y partición.
Particularmente nos interesan dos tipos de problemas combinatorios, los de tipo Hindman:

Definición: Sea pG,`q un semigrupo cancelativo conmutativo y sean κ y θ cardinales,
denotaremos por G Ñ pκqFSθ al enunciador18s “para toda coloración de G en θ colores,
existe M Ď G, |M | “ κ, tal que FSpMq :“ t

ř

mPF

m|F P rM săωzt∅uu es monocromático”.{

Y los de tipo Owings:

Definición: Sea pG,`q un semigrupo conmutativo y sean κ y θ cardinales, entonces,
denotaremos por G Ñ pκq¨`¨

θ al enunciador19s “para toda coloración de G en θ colores,
existe M Ď G, |M | “ κ, tal que M `M :“ tm` n|m,n PMu es monocromático”. {

Para lidiar con este tipo de problemas combinatorios, conviene conglomerarlos por casos.
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κ infinito numerable θ finito

Para la obtención de un resultado clásico de Hindmanr20s, es conveniente tratar la siguiente

Definición: Siguiendo notación de combinatoria infinita, denotaremos por N :“ ωzt0u. {

Definición: Sea D Ď rωsăωzt∅u, definiremos FUpDq :“ t
Ť

dPF d | F P rDsăωzt∅uur21s,
el conjunto de todas las uniones finitas de elementos de D (excluyendo a la unión vaćıa).
Diremos que D es una familia disjunta si es infinita y sus elementos son disjuntos a pares,
en tal caso diremos que C Ď rωsăωzt∅u es D-grande si toda familia disjunta E Ď FUpDq
cumple que C X FUpEq ‰ ∅. {

Y tener en cuenta los siguientes resultados previos

Lema: Sean A,B,C,D Ď rωsăωzt∅u tales que D es una familia disjunta, C es D-grande
y C “ BYA, entonces hay una familia disjunta E Ď FUpDq tal que A o B son E-grandes.

Demostración: Procederemos por contradicción, supongamos que este enunciado es falso.
Como A no es D-grande, hay una familia disjunta F Ď FUpDq tal que A X FUpF q “ ∅,
como B no es F -grande, hay una familia disjunta G Ď FUpF q tal que B X FUpGq “ ∅,
luego C no es D-grande, debido a que CXFUpGq “ AXFUpGq Ď AXFUpF q “ ∅.#c

Corolario: Sean C,D Ď rωsăωzt∅u tales que D es una familia disjunta y C es D-grande,
entonces @n ă ω (tc P C | mı́npcq ą nu es D-grande).

Lema: Sean C,D Ď rωsăωzt∅u tales que D es una familia disjunta y C es D-grande,
hay un F Ď FUpDq finito tal que @d P FUpDqpdX

Ť

F “ ∅ñ Df P FUpF qpf Y d P Cqq.

Demostración: Nuevamente procederemos por contradicción, asumiendo este lema es falso.
Al ser D numerable es bien ordenable, definamos d0 :“ mı́nD, entonces td0u Ď FUpDq,
por la negación del lema Dd1 P FUpDq tal que d1X

Ť

td0u “ ∅ y @e P FUptd0uqpeYd1 R Cq,
iterando, Ddn P FUpDq tal que dn X

Ť

tdi|i ă nu “ ∅ y @e P FUptdi|i ă nuqpeY dn R Cq.
Aśı hay una familia disjunta E :“ td2nY d2n`1|n ă ωu Ď FUpDq tal que CXFUpEq “ ∅,
luego C no es D-grande.#c

Lema: Sean C,D Ď rωsăωzt∅u tales que D es una familia disjunta y C es D-grande,
hay una familia disjunta E Ď FUpDq tal que Dd P FUpDq (tc P C|cYd P Cu es E-grande).

Demostración: Sea F Ď FUpDq como en el lema anterior, definamos para todo f P FUpF q

Cf :“ tc P C | cY f P Cu.

Ahora consideremos una familia disjunta G Ď FUpDq tal que @g P FUpGqpgX
Ť

F “ ∅q,
notemos que C XFUpGq es G-grande, aśı, por el lema previo, C XFUpGq Ď

Ť

fPFUpF q
Cf .

Aplicando el primer lema de forma repetida, hay una familia disjunta E Ď FUpGq y
d P FUpF q tal que Cd es E-grande.
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Lema: Sean C,D Ď rωsăωzt∅u tales que D es una familia disjunta y C es D-grande,
entonces hay una familia disjunta E Ď FUpDq tal que FUpEq Ď C.

Demostración: Por el lema previo existen pCn|n ă ωq, pdn|n ă ωq y pDn|n ă ωq tales que

C0 “ C, D0 “ D,

dn P FUpDnq,

Cn`1 Ď Cn, Dn`1 Ď FUpDnq,

Cn es Dn-grande,

@c P Cn`1 pdn Y c P Cnq,

@m,n ă ω pm ‰ n ùñ dm X dn “ ∅q.
Definamos F :“ tdn | n ă ωu, c0 :“ mı́npC X FUpF qq y cn P FUpF q disjuntos a pares,
dados inductivamente para n ă ω de forma que para kn :“ máxtk ă ω | dk Ď

Ť

1ďiăn ciu

cn P Ckn`1.

Lo cual es posible puesto que Ckn`1 es Dkn`1-grande y F ztdi|i ď knu Ď FUpDkn`1q.
Sea E :“ tcn|n ă ωu Ď C y c P FUpEq, aśı c “ ci1 Y ¨ ¨ ¨Y cin Y cr donde i1 ă ¨ ¨ ¨ ă in ă r,
por la disyunción de los cn P FUpF q, ci1 Y ¨ ¨ ¨ Y cin “ dj1 Y ¨ ¨ ¨ Y djm donde j1 ă ¨ ¨ ¨ ă jm,
luego jm ď kr, cr P Ckr`1, djmYcr P Cjm Ď Cjm´1`1, similarmente djm´1YdjmYcr P Cjm´1 ,
repitiendo este argumento c “ dj1 Y ¨ ¨ ¨ Y djm Y cr P Cj1 Ď C, por lo que FUpEq Ď C.

Teorema (Baumgartnerr21s): p@θ P Nqp@c : rωsăωzt∅u Ñ θq hay una familia disjunta
D Ď rωsăωzt∅u tal que FUpDq es monocromático.

Demostración: Primero consideremos una familia disjunta arbitraria F Ď rωsăωzt∅u,
es inmediato que rωsăωzt∅u “

Ť

iăθ c
´1rtius es F -grande. Entonces, por el primer lema,

hay una familia disjunta E Ď FUpDq tal que c´1rti0us es E-grande, para algún i0 ă θ.
Por el lema previo, hay una familia disjunta D Ď FUpEq tal que FUpDq Ď c´1rtius.

Teorema (Hindmanr20s): @θ P N pNÑ pωqFSθ q.

Demostración: Dado θ P N. Sea c : NÑ θ, basta con aplicar Baumgartner a la coloración

BN : rωsăω
zt∅u ãÝÑ N c ˝BN : rωsăω

zt∅u Ñ θ.

ti1, ¨ ¨ ¨ , inu Ñ 2i1 ` ¨ ¨ ¨ ` 2in .

Observando que si r, s P rωsăωzt∅u son disjuntos, entonces BNprYsq “ BNprq`BNpsq.

Definición: Un conjunto W es Dedekind-infinitor17s si existe una inyección f : ω ãÝÑ W.{

Teorema: Sea pG,`q un semigrupo cancelativo conmutativo con G Dedekind-infinito,
entonces @θ P N pGÑ pωqFSθ q.

Demostración: Si Dg P G : opgq “ 8. Basta aplicar el resultado de Hindman para xgy ãÝÑ N.
De lo contrario, @g P G : opgq P N. Al ser G Dedekind infinito, existe F “ tfn|n ă ωu Ď G,
entonces elegimos hn :“ mı́npF zxtfi|i ă nuyq, luego definimos H :“ xthn|n ă ωuy Ÿ G,
y aśı consideramos BG : rωsăωzt∅u ãÝÑ H dada por BGpti1, ¨ ¨ ¨ , inuq :“ hi1 `¨ ¨ ¨`hin .
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En cuanto a los enunciados de tipo Owings, su veracidad en este caso es de mayor variedad,
por ejemplo, sigue abierto el problema original planteado por Owings en el año de 1974,
NÑ pωq¨`¨

2 , mientras que es relativamente fácil demostrar el siguiente

Teorema: Hay una 3-coloración de N sin monocromáticos de la forma X`X, con |X| “ ω,
es decir, NÛ pωq¨`¨

3 .

Demostración: Primero consideremos

f : NÑω

n ÞÑt2 log2 nu.

Se sigue de inmediato que para todos m,n P N pfpnq ď fpm ` nq ^ fp2nq “ 2 ` fpnqq.
Sea X Ď N p|X| “ ωq, denotemos por m :“ mı́nX, aśı al ser X infinito, Dn P X p4m ă nq.

fpm` nq “t2 log2pm` nqu

ď

Y

2 log2

´1

4
n` n

¯]

“

Y

2 log2

´5

4
n

¯]

“

Y

2 log2

´5

4

¯

` 2 log2 n
]

ďt1` 2 log2 nu

ď1` t2 log2 nu

“1` fpnq.

De forma que

fpnq ďfpm` nq

ď1` fpnq.

Aśı, al definir a la 3-coloración

c : NÑ3

n ÞÑfpnq mód 3.

Obtenemos que cpm` nq ‰ cp2nq, por lo tanto X `X no es monocromático bajo c.

Aún más, Hindmanr22s construyó tal 3-coloración, donde uno de los colores es densidad 0.
Otra ĺınea reciente de investigación considera otros grupos infinitos, especialmente pR,`q,
sin embargo la literatura ([23], [24], [25]) se limita a resultados de consistencia en ZFC
o asume que R es bien ordenable, implicando la existencia de un juego no determinador8s,
independientemente, estos resultados son inválidos bajo ZFD.
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Por otro lado, Leader y Russellr26s probaron que, si V es un espacio vectorial sobre Q,
cuya dimensión es al menos ℶω, entonces V Ñ pωq¨`¨

θ , para cualquier número natural θ.
Justo es en el esṕıritu de este trabajo de Leader y Russell que presentamos el siguiente

Teorema: Sea V un espacio vectorial sobre Q de dimensión ω2, @θ P N pV Ñ pωq¨`¨
θ q.

Demostración: Sean B “ tbj|j ă ω2u una base de V y c : V Ñ θ, definiendo para i ă θ`1

πi : “ p

i veces

2, ¨ ¨ ¨ , 2,

2pθ´iq

1, ¨ ¨ ¨ , 1q P t1, 2u2θ´i, Π : “ tπi | i ă θ ` 1u,

Pi : “

#

ÿ

kă2θ´i

pπiqkbjk

ˇ

ˇ

ˇ
j0 ă ¨ ¨ ¨ ă j2θ´i´1 ă ω2

+

.

Notemos que L :“ máxiăθ`1 |πi| “ máxiăθ`1p2θ ´ iq “ 2θ, aśı

π1
i : “ p

L´|πi|

0, ¨ ¨ ¨ , 0q " πi P 3L, Π1 : “ tπ1
i | i ă θ ` 1u.

P 1
i : “

#

ÿ

kăL

pπ1
iqkbjk

ˇ

ˇ

ˇ
j0 ă ¨ ¨ ¨ ă jL´1 ă ω2

+

.

Definimos θ ` 1 coloraciones en θ colores como sigue

ci : rω2s
L
Ñθ d : rω2s

L
Ñθθ`1

S “ tj0 ă ¨ ¨ ¨ ă jL´1u ÞÑc

˜

ÿ

kăL

pπ1
iqkbjk

¸

. S ÑpcipSqqiăθ`1.

Aśı por el teorema de tipo Ramsey sobre cardinales medibles aplicado a ω2, ω2 Ñ pω2q
L
θθ`1 ,

DM Ď ω2 p|M | “ ω2 ^ DI0, ¨ ¨ ¨ , Iθ ă θ pdrrM sLs “ tpI0, ¨ ¨ ¨ , Iθquqq, sea B1 :“ tbj|j P Mu,
entonces para todo i ă θ ` 1 y para todo v P P 1

i X LpB1q se verifica la siguiente igualdad

cpvq “ c

˜

ÿ

kăL

pπ1
iqkbjk

¸

“ ciptj0 ă ¨ ¨ ¨ ă jL´1 | @k ă L : jk PMuq “ Ii ă θ.

Por el principio de la pichonera Di1 ă i2 ă θ`1 tales que Ii1 “ Ii2 , M :“ máxjă2pL´|πij |q,
enumerando a B1 “ tb1

j | j ă ω2u, definimos para n ă ω

xn :“
ÿ

răM

0b1
r `

ÿ

răi1

b1
M`r `

ÿ

răi2´i1

b1
ωpr`1q`n `

ÿ

ră2pθ´i2q

1

2
b1
ωpi2´i1`1q`r, X :“ txn | n ă ωu.

Entonces, para m,n ă ω, observamos que xm ` xn P πi1 Y π2 según si m ‰ n o m “ n.
Por tanto, X `X es monocromático, como se queŕıa demostrar.

Mediante un argumento prácticamente idéntico se establece el siguiente

Teorema: Sea V un espacio vectorial sobre Q de dimensión ω1, @θ P N pV Ñ pωq¨`¨
θ q.
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κ finito θ finito

El segundo objetivo a perseguir es la existencia de un conjunto monocromático finito
al lidiar con una cantidad finita de colores. Esto se hará v́ıa un argumento de compacidad,
una técnica utilizada principalmente en la lógica matemática y la teoŕıa de modelos.
Este establece que si todo subconjunto finito de un conjunto infinito de proposiciones
(o fórmulas) es consistente, entonces el conjunto completo también será consistente. Aśı,
esta herramienta extiende propiedades que se verifican localmente al contexto global,
siendo clave en el teorema de compacidad para la lógica proposicional.
Aún más, los argumentos de compacidad también pueden utilizarse en dirección opuesta:
Demostrando que la validez en el caso infinito excluye el fallo de todos los casos finitos,
de forma que podemos obtener afirmaciones finitas a partir de una estructura global.
Cabe señalar que, en términos generales los argumentos de compacidad requieren de AC,
al ser consecuencia del teorema de Tychonoff aplicado a espacios compactos de Stone.
Sin embargo, en algunas pruebas, puede evitarse su uso si existe un mecanismo canónico
para realizar elecciones, especialmente al seleccionar subconjuntos o extender modelos.
Lo cual permite adaptar esta técnica a teoŕıas sin elección, como la nuestra (ZF+AD),
ampliando su aplicabilidad dentro de teoŕıas constructivas o con elección débil.

Teorema: p@κ, θ P NqpDS P Nqp@c : ℘pSqzt∅u Ñ θqDD “ tdi|i ă κu Ď ℘pSqzt∅u,
colección de conjuntos disjuntos a pares, tal que FUpDq es monocromático.

Demostración: Asumamos lo contrario, aśı pDκ, θ P Nqp@n P NqpDcn : ℘pnqzt∅u Ñ θq
tal que no hay colecciones de cardinalidad κ y elementos disjuntos FU-monocromáticas,
al ser rωsăω numerable, sea t$n|n P Nu una enumeración de rωsăωzt∅u tal que máx $n ă n,
de forma que $n P ℘pnqzt∅u, por lo tanto cmp$nq está definido para m,n P N si m ě n,
luego definiremos por inducción para ℓ P θ y n P N

M0 :“N;

M ℓ
n :“tm PMn´1 | m ě n^ cmp$nq “ ℓu, Ln :“mı́ntℓ P θ | |M ℓ

n| “ ωu, Mn :“MLn
n .

Por lo que recurriendo al teorema de Baumgartner sobre la coloración

c : rωsăω
zt∅u Ñθ

$n ÞÑLn.

Hay una familia disjunta I “ t$ni
|i ă ωu Ď rωsăωzt∅u tal que FUpIq es c-monocromático.

Entonces consideremos D :“ t$ni
|i ă κu y

F :“ mı́nMmáxiăκ ni
.

Obteniendo la contradicción que FUpDq es cF -monocromático, concluyendo la prueba.
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Teorema (Folkmanr27s-Rador28s-Sandersr29s): p@κ, θ P NqpDR P Nqp@c : t1, ¨ ¨ ¨ , Ru Ñ θq
DM “ tmi | i ă κu Ď t1, ¨ ¨ ¨ , Ru tal que FSpMq Ď t1, ¨ ¨ ¨ , Ru es monocromático.

Demostración: Dados κ, θ P N, considere F P N como en el teorema anterior y R :“ 2F´1.
Sea c : t1, ¨ ¨ ¨ , Ru Ñ θ, entonces por el teorema de uniones finitas sobre la coloración

BR : ℘pF qzt∅u ãÝÑ t1, ¨ ¨ ¨ , Ru c ˝BR : ℘pF qzt∅u Ñ θ.

ti1, ¨ ¨ ¨ , inu Ñ 2i1 ` ¨ ¨ ¨ ` 2in .

DD “ tdi|i ă κu Ď ℘pF qzt∅u de disjuntos a pares tal que FUpDq es c˝BR-monocromático.
Aśı, al ser BR inyectiva, M :“ BRrDs “ tBRpdiq|i ă κu es de la cardinalidad deseada,
aún más, si r, s P ℘pF qzt∅u son disjuntos, se verifica que BRpr Y sq “ BRprq ` BRpsq,
luego cpBRpdiq `BRpdjqq “ c ˝BRpdi Y djq, por lo tanto FSpMq es c-monocromático.

Teorema: p@κ, θ P NqpDS P NqpPara todo grupo abeliano G tal que |G| ě S pGÑ pκqFSθ qq.

Demostración: Dados κ, θ P N, considere F,R P N como en los teoremas anteriores y
S :“ máxtR ` 1, RF ` 1u. Sean G un grupo abeliano con |G| ě S y c : GÑ θ, entonces

Dg P G : opgq ą R, por el teorema de sumas finitas aplicado a la siguiente coloración

BR : tg, ¨ ¨ ¨ , Rgu Ø t1, ¨ ¨ ¨ , Ru c ˝BR : t1, ¨ ¨ ¨ , F u Ñ θ.

ng Ñ n.

DM “ tmi | i ă κu Ď t1, ¨ ¨ ¨ , Ru tal que FSpMq es c˝BR-monocromático. Entonces,
sea H :“ B´1

R rM s “ tmig | i ă κu, es inmediato que FSpHq es c-monocromático.

@g P G : opgq ď R, recursivamente para n ă F elegimos hn P Gzxthi|i ă nuy,
entonces por el teorema de uniones finitas aplicado a la siguiente coloración

BS : FSpthi | i ă F uq Ø ℘pF qzt∅u c ˝BS : ℘pF qzt∅u Ñ θ.

hi1 ` ¨ ¨ ¨ ` hin Ñ ti1, ¨ ¨ ¨ , inu.

Hay una colección finita D “ tdi|i ă κu Ď ℘pF qzt∅u de conjuntos disjuntos a pares
tal que FUpDq es c ˝ BS-monocromático. Sea H :“ B´1

S rDs “ t
ř

jPdi
hj | i ă κu,

al notar que para r, s P ℘pF qzt∅u disjuntos se tiene B´1
S prY sq “ B´1

S prq `B´1
S psq,

concluimos que FSpHq es c-monocromático.

En lo que respecta a Owings en el caso finitario, contamos con la siguiente caracterización.

Teorema (Fernández-Sarmiento-Verar19s): Sea pG,`q un grupo abeliano. Al definir a
G2 :“ tg P G | 2g “ 0u y 2G :“ t2g | g P Gu, las siguientes condiciones son equivalentes

GÑ pκq¨`¨
θ , para todo κ y θ finitos.

G{G2 es Dedekind-infinito.

2G es Dedekind-infinito.
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κ infinito numerable θ infinito numerable

Por completitud, señalaremos que esta instancia del problema de Hindman seguirá abierta,
dado que ninguna demostración conocida (y por lo tanto, sus respectivos resultados)
parece adaptarse dentro de la teoŕıa de Zermelo-Fraenkel con el axioma de determinación,
sugiriendo aśı una v́ıa de investigación orientada al desarrollo de técnicas combinatorias.
En cambio, esta instancia del problema de Owings no solo lleva a un resultado conocido,
sino que, gracias a las potentes propiedades de regularidad derivadas de la determinación,
es posible debilitar sus hipótesis, bajo cierto supuesto.

Lema: Sean N Ď R y c P R, pDX P rRsω pX`X Ď Nqq sii pDY P rRsω pY `Y Ď ´c`Nqq.

Demostración: Si X`X Ď N , basta definir Y :“ ´ c
2
`X, notando que Y`Y Ď ´c`N .

Lema (Hindman-Leader-Straussr23s): Suponiendo el axioma de elección dependiente.
Si N Ď R no es magro, entonces DX P rRsω pX `X Ď Nq.

Demostración: Al tener la propiedad de Baire, N “ A∆M , con A abierto y M magro,
sin pérdida de generalidad por el lema supondremos que 0 P A, aśı Dδ ą 0 pp0, 2δq Ď Aq.
Sea x0 P p0, δqz

1
2
M , se sigue de inmediato que tx0u ` tx0u “ t2x0u Ď p0, 2δqzM Ď N .

Sea α ă ω y asumamos hemos construido Xα “ txβ|β ă αu Ď p0, δq tal que Xα`Xα Ď N .
Notemos que para todo β ă α

xβ P Xα ùñ xβ P p0, δq ùñ 0 P ´xβ ` p0, δq ùñ p0, δq Ď ´x` p0, 2δq.

De forma que

p0, δq Ď
1

2
AX

´

č

βăα

p´xβ ` Aq
¯

.

Ahora definamos

L :“
1

2
N X

´

č

βăα

p´xβ `Nq
¯

.

p0, δqzL es magro, ya que

x P p0, δqz
1

2
N ùñ 2x P p0, 2δqzN ĎM ùñ x P

1

2
M,

Dβ0 ă α px P p0, δqzp´xβ0 `Nqq ùñ x` xβ0 P p0, 2δqzN ĎM ùñ x P ´xβ0 `M.

Tomemos xα P pp0, δqXLqzXα, de este modo 2xα, xα`xβ P N y por ende Xα`1`Xα`1 Ď N .
Recurriendo al axioma de elección dependiente definimos X :“ txα | α ă ωu.

Teorema: Suponiendo el axioma de elección dependiente. RÑ pωq¨`¨
ω .

Demostración: Sea c : R Ñ ω. Consecuentemente, como R “
Ů

iăω c
´1rtius es no magro,

Di0 ă ω pc´1rti0us tampoco lo es). Entonces por el lema de Hindman-Leader-Strauss,
DX P rRsω pX `X Ď c´1ri0sq.

Siendo este resultado una “cota superior”, ya que c es incomparable con ω1 bajo ZFD.
Más adelante discutiremos el rol del axioma de elección dependiente en esta teoŕıa.
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κ finito θ infinito numerable

En estos problemas de Hindman, emergerá cierto esquema espećıfico de demostración.

Teorema: Sea V un espacio vectorial sobre Q de dimensión ω1, entonces V Ñ p2qFSω .

Demostración: Sean B “ tbi|i ă ω1u una base de V y c : V Ñ ω. Definiendo

d : rω1s
2
Ñω

ti ă ju ÞÑcpbi ´ bjq.

Entonces por el teorema de tipo Ramsey sobre cardinales medibles para ω1, ω1 Ñ pω1q
2
ω,

DM Ď ω1 p|M | “ ω1 ^ DI0 ă ω pdrrM s2s “ tI0uqq, sean α, β, γ PM (α ă β ă γ ă ω1)

cpbα ´ bβq “ dptα, βuq “ I0 “ dptα, γuq “cpbα ´ bγq “ cpbα ´ bβ ` bβ ´ bγq.

cpbβ ´ bγq “ dptβ, γuq =

Este FSptbα´bβ, bβ´bγuq es c-monocromático. Similarmente, por Martin, V Ñ p2qFS2ω .

Teorema: Análogamente, sea V un espacio vectorial sobre Q de dimensión ω2, V Ñ p2qFSω1
.

Teorema: Sea V un Q-espacio vectorial con base, entonces V Û p3qFSω .

Demostración: Sea B una base de V , por la identificación V –
À

bPB Q,

supp : V Ñ rBsăω c : V Ñ Q
ÿ

@˚bPB:
qb“0

qbb “ v ÞÑ tb P B|qb ‰ 0u.
ÿ

@˚bPB:
qb“0

qbb “ v ÞÑ
ÿ

bPB
q2b .

Para v0, v1, v2 P V arbitrarios, inyectamos FSptui|i ă 3uq ãÝÑ Qn, donde n “
Ť

iă3 supppuiq,
bastando probar que no existen tres vectores distintos a, b, c P Rn tales que

}a} “ }b} “ }c} “ }a` b} “ }a` c} “ }b` c} “ }a` b` c}.

Procederemos por contradicción, notemos que de ser aśı }a} ‰ 0, además

r :“}a}2 “ }a` b}2 “ }a}2 ` }b}2 ` 2xa|by,

al despejar, xa|by “ ´1
2
r, similarmente se muestra que xb|cy “ xa|cy “ ´1

2
r, ahora

}a` b` c}2 “}a}2 ` }b}2 ` }c}2 ` 2pxa|by ` xb|cy ` xa|cyq “ 3r ` 2
´

´ 3
1

2
r
¯

“ 0.#c

Mientras que el problema de Owings se ve subsumido por resultados más generales.

Teorema: @κ P N pRÑ pκq¨`¨
ω q.

Demostración: Esta es análoga a la provista bajo elección dependiente para R Ñ pωq¨`¨
ω ,

difiriendo en la falta de hipótesis de elección, al tratarse de una construcción finita.

Teorema (Fernández-Sarmiento-Verar19s): Sea pG,`q un grupo abeliano tal que G2 “ ∅,
entonces GÛ p2q¨`¨

ω .

Corolario: Sea V un Q-espacio vectorial con base, entonces V Û p2q¨`¨
ω .
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Definición: Sea D una colección de conjuntos finitos, diremos que D es un ∆-sistemar30s

si existe un conjunto R tal que cXd “ R para cualquier par de conjuntos distintos c, d P D.{

Lema del ∆-sistema (Erdös-Rador30s): Supongamos el axioma de elección dependiente.
Sea C una colección no numerable de conjuntos finitos, hay un ∆-sistema infinito D Ď C.

Demostración: Primero definamos para n ă ω

Cn :“ tc P C | |c| “ nu.

Dado que C “
Ů

năω Cn es no numerable, es inmediato que Dn ă ω pCn es no numerable),
sino C seŕıa numerable, al ser unión numerable de numerables y por la regularidad de ω1.
Aśı, asumiremos sin pérdida de generalidad que @c P C : |c| “ n, e induciremos sobre n

n=1 Es inmediato, puesto que @c, d P C pc ‰ d ùñ cX d “ ∅q.

n+1 Por hipótesis de inducción el lema es cierto para n, sea C tal que @c P C p|c| “ n`1q.

• En primer lugar abordaremos el escenario en el que Dr ptc P C|r P cu ­ãÝÑ ωq.
Al aplicar la hipótesis de inducción a la colección A :“ tcztru | r P c P Cu,
hay un ∆-sistema infinito B Ď A, aśı basta definir D :“ tdY tru|d P D1u Ď C.

• Tratemos ahora el escenario opuesto, tenemos que @r ptc P C|r P cu ãÝÑ ωq.
Sea m ă ω, dado tcl|l ă mu Ă C tal que @k, l ă m pk ‰ l ùñ ck X cl “ ∅q,
Dcm P C pcm X

Ť

lăm cl “ ∅q, por el axioma de elección dependiente definimos
D :“ tcm|m ă ωu Ď C, el cual es tal que @c, d P D pc ‰ d ùñ cXd “ ∅q.

Y bajo elección dependiente todo conjunto infinito es Dedekind-infinito [léase apéndice],
entonces, aún más, hay un ∆-sistema infinito numerable tdi|i ă ωu Ď C.

La importancia de este lema radica en la facilitación de varios argumentos estructurales,
pues el control sobre las intersecciones permite avances significativos en demostraciones,
particularmente en aquellas de tipo Ramsey.
Ahora demostraremos que, bajo la teoŕıa ZFD con el axioma de elección dependiente,
la versión del teorema de Hindman que busca obtener monocromáticos no numerables
falla para Q-espacios vectoriales de dimensión no numerable. Concretamente probaremos
que dado un espacio vectorial V sobre Q con base, existe una coloración c : V Ñ 2 tal que,
para todo subconjunto U Ď V no numerable, el conjunto FSpUq no es monocromático.
La clave del argumento reside en la estructura algebraica de los Q-espacios vectoriales,
pues sus propiedades de cancelación impiden la existencia de “elementos absorbentes”.
En contraste, al relajar la propiedad de cancelación (como ocurre en ciertos semigrupos),
se encuentran casos donde śı se cumple el análogo no numerable del teorema de Hindman.
Habiendo entonces una conexión entre la cancelatividad y la validez de estos teoremas,
interrogando las condiciones algebraicas adicionales que podŕıan garantizar dicha validez.
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Teorema (Fernándezr31s): Bajo el axioma de elección dependiente.
Sean V un Q-espacio vectorial con base y κ un cardinal no numerable, entonces V Û pκqFS2 .

Demostración: Sea B una base de V , de este modo V –
À

iăκ Q, definamos

supp : V Ñ rBsăω coef : V Ñ rQzt0usăω

ÿ

bPB
@˚qb“0

qbb “ v ÞÑ tb P B | qb ‰ 0u.
ÿ

bPB
@˚qb“0

qbb “ v ÞÑ tqb | b P Buzt0u.

Consideremos a la función y la coloración

p : ω Ñ 2 c : V Ñ 2

n ÞÑ tlog2 nu mód 2. v ÞÑ pp| supppvq|q.

Procederemos por contradicción, sea U P rV sκ tal que FSpUq Ď c´1rtIus, para algún I ă 2.
Definiendo para todo n ă ω, Un :“ tu P U || supppuq| “ nu, partimos a U “

Ů

năω Un,
como consecuencia de la regularidad de ω1, sabemos que DN ă ω pUN es no numerable).
Similarmente para f P rQzt0usďN , U f

N :“ tu P UN | coefpuq “ fu, UN “
Ů

fPrQzt0usďn U
f
N ,

siguiendo un razonamiento análogo, tenemos que DF P rQzt0usďN pUF
N es no numerable).

Observemos que para todo s P rBsăωzt∅u, tenemos que | supp´1rss| “ ω, pues |Q| “ ω,
implicando que supprUF

N s es no numerable, ya que de lo contrario supprUF
N s “ tsi|i ă ωu,

luego UF
N Ď

Ů

iăω supp´1rsis seŕıa numerable, al ser unión numerable de numerables #c.
Del lema Dtdn|n ă ωu Ď supprU s que forma un ∆-sistema infinito numerable con ráız R.
Por elección numerable, para n ă ω elegimos un P U

F
N psupppunq “ dnq, W :“ tun|n ă ωu.

Dado que a lo más hay |R||F | coeficientes de los infinitos un en las posiciones de la ráız R,
por principio del palomar, asumiremos que los coeficientes de los un en R son constantes,
garantizando que al sumar vectores de W los términos correspondientes a R no se cancelan.
Sean un1 , ¨ ¨ ¨ , unL

P W distintos, de ah́ı que supp
`

řL
i“1 uni

˘

“ RY
`

ŤL
i“1psupppuiqzRq

˘

,

luego
ˇ

ˇ supp
`

řL
i“1 uni

˘
ˇ

ˇ “ |R|`LpN´|R|q y | supp |rFSpW qs “ t|R|`LpN´|R|q|L ă ωu.
Sean m ă ωp2m ď N ă 2m`1q (cpu0q “ ppNq “ m mód 2) y n ď mp2n ď N´|R| ă 2n`1q

2m`1
“ 2m´n2n

` 2m
ď 2m´n

pN ´ |R|q `N ď 2m´n2n`1
` 2m`1

“ 2m`2.

Consideremos v :“
ř2m´n`1

i“1 ui P FSpW q, una suma de 2m´n` 1 sumandos distintos de W

| supppvq| “ |R| ` p2m´n
` 1qpN ´ |R|q “ 2m´n

pN ´ |R|q `N.

Por ende cpvq “ m`1 mód 2, contradiciendo que FSpUq Ě FSpW q es monocromático #c.
En conclusión, no existe U P rV sκ tal que FSpUq es monocromático.

Respecto a esta instancia del problema de Owings, bajo ZFC la respuesta es negativa,
o mejor dicho, es consistente que la respuesta sea negativa (léase la Sección 2 de r23s),
y se desconoce la consistencia de una respuesta positiva (pese a los avances de r24s y r25s)
cerraremos entonces esta investigación con otra interrogante:
¿Cuál es su respuesta bajo ZFD?
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Sabemos que el axioma de determinación, concebido como una alternativa al de elección,
impone una notable regularidad sobre todos los subconjuntos de la recta real. Sin embargo,
la regularidad topológica y de medida tiene un costo en términos de combinatoria cardinal.
En particular, la medibilidad de los cardinales ω1 y ω2 adquiere un papel fundamental,
al forzar estructuras en Q-espacios vectoriales de dimensión ω1 u ω2.
No obstante, la falta de elección impide garantizar construcciones que dependan de ella,
aunque sean débiles. Por ejemplo, sin elección no todos los espacios vectoriales tienen base,
no siempre es posible extender sucesiones dependientes para cardinalidades mayores a ω,
es más, ni siquiera podemos asegurar la existencia de funciones de elección numerables,
incluso principios como “todo conjunto infinito es Dedekind-infinito” requieren de análisis,
pues su validez puede fallar en modelos sin elección.
Estas limitaciones reflejan que la necesidad de versiones débiles de elección sigue siendo
ineludible para ciertos desarrollos de álgebra, análisis funcional y combinatoria cardinal.
La tensión entre la regularidad y la falta de herramientas ilustra indiscutiblemente que,
aunque el axioma de elección introduce patoloǵıas, su ausencia restringe significativamente
la capacidad de manejar objetos infinitos de alta cardinalidad.
He aqúı una gran sutileza, el axioma de determinación es incompatible con el de elección,
pero no con todas sus versiones débiles. Por ende, si bien no podemos asumir equivalencias
(como que todo espacio vectorial tiene una base), si podemos asumir elección dependiente
o enfocarnos en rincones con cierta elección, por ejemplo, espacios vectoriales con base.
Este detalle, nos permitirá trabajar teoŕıas más robustas, con elección y determinación,
mezclando la intuición y regularidad de determinación con las capacidades de elección,
concluyendo que la investigación de teoŕıas alternativas de ZF resulta siempre relevante.
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Conclusiones

Tras haber indagado resultados de tipo Ramsey en ausencia del axioma de elección,
el estudio de juegos infinitos, su determinación y conexión con propiedades de regularidad
en conjuntos de reales (vistos como subconjuntos del espacio de Baire) es clave, pues,
la determinación de juegos infinitos, formalizada por el axioma de determinación (AD),
ha demostrado ser una herramienta poderosa para establecer propiedades de regularidad,
principalmente en la jerarqúıa de Borel, extendiéndose a la jerarqúıa proyectiva y más allá.
En particular, bajo este axioma, se obtiene que todos los conjuntos de números reales
tienen tanto la propiedad de Baire como la del conjunto perfecto y son Lebesgue medibles.
Estas consecuencias contrastan fuertemente con varios de los resultados clásicos en ZFC,
donde la existencia de conjuntos sin estas propiedades es un hecho.
Determinación también posee enormes implicaciones en la teoŕıa de grandes cardinales.
Por ejemplo, se ha demostrado que ω1 y ω2 son cardinales medibles, lo cual es inimaginable,
al menos en el contexto de ZFC. Esto resalta nuevamente la dualidad entre AD y AC,
y sugiere que AD proporciona un marco alterno para explorar grandes cardinales. Además,
AD implica una vasta estructura en el universo de los conjuntos de números reales,
lo que abre nuevas v́ıas para el estudio de la jerarqúıa de conjuntos definibles.
En cuanto a la combinatoria infinita, AD ha dado lugar a una teoŕıa renovada y fruct́ıfera.
Bajo este axioma, se han conservado y obtenido resultados notables en teoŕıa de Ramsey.
Por ejemplo, el teorema de Ramsey bajo AD se generaliza a coloraciones infinitas,
lo que permite establecer regularidades combinatorias que son inalcanzables en ZFC.
Además, teoremas como el de Hindman y los de tipo Owings se preservan, con limitaciones,
y adquieren matices al invitarnos a explorar teoŕıas con AD y debilitamientos de AC,
ya que la determinación de juegos infinitos analiza la estructura de conjuntos infinitos y
sus particiones de manera más precisa y general.
A propósito de concluir este texto, la teoŕıa de conjuntos sin el axioma de elección,
bajo el axioma de determinación, ofrece un panorama coherente y valioso que conecta
juegos infinitos, propiedades de regularidad, grandes cardinales y combinatoria infinita.
Este enfoque no solo resuelve problemas clásicos de una manera elegante y uniforme,
sino que también abre ĺıneas de investigación en áreas fundamentales de la matemática.
La exploración de estos temas continúa siendo un campo activo, nuevo y prometedor,
con alcance tanto teórico como aplicado en la comprensión del universo matemático.
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Apéndice: Hipotésis débiles

Una discusión que vale la pena mencionar es que algunas de las hipótesis adicionales
consideradas a lo largo de este trabajo, se simplifican o se vuelven demostrables en ZFC.
Aśı uno podŕıa pensar que estas son consecuencias exclusivas del axioma de elección y,
por ende, incompatibles con el axioma de determinación y fuera del alcance de este texto.
Este no es el caso, al haber ciertas teoŕıas de ZF que asumen el axioma de determinación,
en las cuales se asumen versiones debilitadas de elección que son consistentes con AD;
entre estas, sobresalen los axiomas de elección dependiente (DC) y numerable (CC/ACω),
los cuales preservan en gran parte a la funcionalidad de AC sin invalidar determinación.
Entonces, enunciemos

Axioma de elección (AC)r32s

Toda colección de conjuntos no vaćıos tiene una función de elección.

@F

ˆ

∅ R F ùñ De P
´

ď

F
¯F

p@A P F pepAq P Aqq

˙

. {

Axioma de elección dependiente (DC)r32s

Todo conjunto no vaćıo con una relación total tiene una cadena infinita contable.

@W
´

W ‰ ∅^ p@R Ď W 2
@u P W Dv P W puRvqq ùñ Ds P W ω

@n ă ω psnRsn`1q

¯

. {

Axioma de elección numerable (CC)r32s

Toda colección numerable de conjuntos no vaćıos tiene una función de elección.

@F

ˆ

p∅ R F ^ Df : F ãÝÑ ωq ùñ De P
´

ď

F
¯F

p@A P F pepAq P Aqq

˙

. {

En este listado de versiones débiles de elección también incluiremos el siguiente enunciado,
al que nos referiremos de acuerdo a la notación introducida en [33].

Forma 9 (IDI)r33s

Todo conjunto infinito es Dedekind-infinito.

@W
´

p@n ă ω p|W | ‰ nqq ùñ Df : ω ãÝÑ W
¯

. {

Esto pues varios resultados de combinatoria se ambientan en conjuntos Dedekind-infinitos,
aśı bajo este supuesto estos se extienden a conjuntos infinitos.
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Un rasgo destacado de estas hipótesis es la existencia de una jerarqúıa interna entre ellas.

Teorema: Bajo el axioma de elección se cumple elección dependiente.

Demostración: Sea W ‰ ∅ un conjunto y R una relación total sobre él, para u P W , sea

Ru :“tv P W | uRvu.

Al ser R total, Ru es no vaćıo para todo u P W . Consideremos la familia de conjuntos

F :“tRu | u P W u.

Por el axioma de elección existe una función e : F Ñ
Ť

F tal que @u P W pepRuq P Ruq,
es decir, uRepRuq. Sea s0 P W , la sucesión sn :“ e˝npRs0q verifica @n ă ω psnRsn`1q.

Teorema: Bajo el axioma de elección dependiente se cumple elección numerable.

Demostración: Sea F “ tFn | n ă ωu una colección numerable de conjuntos no vaćıos y

R :“
!

pu, vq P
´

ď

F
¯2 ˇ

ˇ

ˇ
Dn ă ω : u P Fn ^ v P Fn`1

)

.

Ya que Fn ‰ ∅ para n ă ω, R es una relación total. Por el axioma de elección dependiente
hay una sucesión s : ω Ñ

Ť

F tal que @n ă ω psnRsn`1q, aśı Dn0 ă ω @i ă ω psi P Fi`n0q.
En caso que n0 “ 0, definimos epFiq :“ si. De lo contrario, sean pei | i ă n0q P

ś

iăn0
Fi y

epFiq :“

#

ei i ă n0

si´n0 i ě n0

Teorema: Bajo el axioma de elección numerable se cumple la forma 9.

Demostración: Sea W un conjunto infinito, para todo n ă ω definimos:

Fn :“tf : n ãÝÑ W u

Ya que W es infinito, no está en biyección con ningún n ă ω, aśı por inducción Fn ‰ ∅.
Consideremos la familia numerable de conjuntos no vaćıos

F :“tFn | n ă ωu

Por el axioma de elección numerable existe e : F Ñ
Ť

F tal que @n ă ω pepFnq P Fnq.
Sea X :“

Ť

năω ranpepFnqq. Entonces X es una unión numerable de conjuntos numerables.
De la regularidad del cardinal ω1 (léase la página 24), se sigue que X Ď W es numerable.
Además, X no es finito, ya que si lo fuera Dn0 ă ω Dα P ranpepFn0qq pα R Xq.

Aún más, esta jerarqúıa es estricta, en el sentido que ninguna implicación es reversible,
al haber modelos de ZF en los que se verifica la versión débil pero falla la versión fuerte,
en caso que el lector esté interesado, estos son el modelo de Solovayr11s (M|ùDC^␣AC),
el modelo 8.12 de Jechr32s (M|ùCC^␣DC) y el modelo 8.6 de Jechr32s (M|ùIDI^␣CC).
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Glosario

De śımbolos (en orden de aparición)

ωω 15
2ω 16
intpW q 17
clpW q 17
Ψ 18
GSpW q 19
σ 19
τ 19
σ ˚ τ 19
x ˚ τ 19
σ ˚ y 19
x ˚ y 19
BM pW q 20
Dp 20
DpW q 21
AD 23
ACωpω

ωq 24
CW 24
Uf pW q 25
f˚pW q 25
SOrd 26
|s|8 26
Cω1 26

Σ1
1 27

Π1
1 27

∆1
1 27

ďs 27
WO 27
}s} 27
WOα 27
S 28
ďT 29
«T 29
rssT 29
DT 29
MT 29
λÑ pκqιθ 31
GÑ pκqFSθ 31
GÑ pκq¨`¨

θ 31
G2 37
2G 37
AC 45
DC 45
CC 45
IDI 45
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General (en orden alfabético)

Anaĺıtico 27
Borel 27
Co- 27

Axioma
de determinación 23
de elección 45

dependiente 45
numerable 45

en ωω 24
Cardinal

medible 26
Dedekind-infinito 33
∆-sistema 40
D-grande 32
Enunciados

de tipo Hindman 31
de tipo Ramsey 31
de tipo Owings 31

Espacio
de Baire, El 15
de Baire, Un 17
de Cantor 16

Estrateǵıa 19
ganadora 19

Familia disjunta 32

Juego
de Banach Mazur 20
de Davis 20
de Gale Stewart 19
de Solovay 28
del ultrafiltro 25
determinado 19
ordinal de Solovay 26

Propiedad
de Baire 17
del conjunto perfecto 17

Topológic@
Cerradura, 17
Cono, 15
Interior, 17
Magro, 17
Nunca denso, 17
Perfecto, 17

Turing
-equivalencia 29
-reducibilidad 29
Grados de, 29

Conjunto de, 29
Conos de, 29
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