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Resumen

Estudiaremos resultados de tipo Ramsey bajo los axiomas de Zermelo-Fraenkel (ZF)
sin el axioma de eleccién (AC), llenando este vacio con el axioma de determinacién (AD),
una hipdtesis que conecta a la metateoria con la teoria de juegos en espacios polacos.
Esto pues, en contraste con la teorfa cldsica de Zermelo-Fraenkel con eleccién (ZFC),
donde eleccién introduce conjuntos de niimeros reales con comportamientos patolégicos,
como el conjunto de Vitali, cuya existencia da lugar a la paradoja de Banach Tarski,
determinacion proporciona una estructura mas restringida y, consecuentemente, regular.
Bajo AD, todos los conjuntos de reales satisfacen propiedades de regularidad significativas,
como la propiedad de Baire, la propiedad del conjunto perfecto y la Lebesgue medibilidad,
garantizando un comportamiento bien definido, lo que facilita su analisis y clasificacion.
Atdn mas, el sistema axiomético resultante, Zermelo-Fraenkel con determinacién (ZFD),
establece una nueva teoria de grandes cardinales, con vastas diferencias combinatorias,
especialmente en la teoria de Ramsey.

Palabras clave: determinacién, juegos, combinatoria, teoria de Ramsey.



Abstract

We will study Ramsey type results under the Zermelo-Fraenkel axioms (ZF) without
the axiom of choice (AC), by filling this gap with the axiom of determinacy (AD),
a hypothesis connecting the metatheory with the theory of infinite games in Polish spaces.
Thus, in contrast to the classical Zermelo-Fraenkel theory with the axiom of choice (ZFC),
where the axiom of choice introduces sets of real numbers with pathological behaviors,
such as the Vitali set, whose existence gives rise to the Banach Tarski paradox,
determinacy provides a more restricted and, consequently, regular structure.
Under determinacy, all sets of real numbers satisfy significant regularity properties,
such as the Baire property, the perfect set property, and Lebesgue measurability,
guaranteeing a well-defined behavior, which facilitates their analysis and classification.
Furthermore, the resulting axiomatic system, Zermelo-Fraenkel with determinacy (ZFD),
establishes a brand new theory of large cardinals, with vast combinatorial differences,
especially in Ramsey theory.

Keywords: determinacy, games, combinatorics, Ramsey theory.
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“The Axiom of Choice is necessary to select
a set from an infinite number of pairs of socks,
but not an infinite number of pairs of shoes.”
Bertrand Russell
“El Axioma de Eleccion es necesario para seleccionar
un conjunto de un nimero infinito de pares de calcetas,

pero no de un nimero infinito de pares de zapatos.”
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Introduccion

Este trabajo ahondard en resultados de tipo Ramsey, sin el axioma de eleccién (AC),
en el contexto de juegos infinitos, dada su relacién con ciertas propiedades de regularidad,
la formulacién del axioma de determinacién (AD) y sus implicaciones combinatorias.
El siguiente marco histoérico se centra en el desarrollo de estas ideas.

La teoria de conjuntos moderna, fundada por Georg Cantor a finales del siglo XIX,
y consolidada por la axiomatizaciéon dada por Ernst Zermelo y Adolf Fraenkel (ZF),
se ha convertido en la formalizacién estandar de las teorias axiomaticas de conjuntos vy,
por ende, de las matematicas. El axioma de eleccién, formulado por Zermelo en 1904,
fue controvertido desde su introduccién debido a sus varias implicaciones contraintuitivas,
como la paradoja de Banach-Tarski. Llevando al estudio de axiomatizaciones alternativas,
donde eleccion no se asume. En la década de 1960, la teoria descriptiva de conjuntos,
que clasifica a los conjuntos en los términos logicos y topoldgicos que lo describen,
emergié como un area clave. Dentro de esta, el axioma de eleccién no siempre es necesario,
alin mas, su ausencia permite explorar estructuras mas finas y propiedades de regularidad.
En este contexto, los juegos infinitos, introducidos por Gale y Stewart en el ano de 1953,
son fundamentales. Un juego involucra dos jugadores alternados formando una sucesion,
y se dice que un jugador tiene una estrategia ganadora si puede garantizar su victoria,
independientemente de las jugadas del oponente.

Surgiendo asi, el axioma de determinacion, propuesto por Mycielski y Steinhaus en 1962,
que afirma todo juego es determinado (algin jugador tiene una estrategia ganadora).
Este axioma es incompatible con eleccién, al implicar que todos los conjuntos de reales
tienen la propiedad de Baire, la del subconjunto perfecto y son Lebesgue medibles.
AD se convirtié asi en una herramienta poderosa a lo largo de la teoria de conjuntos,
ya que proporciona un marco natural para estudiar propiedades de regularidad.

AD tiene profundas implicaciones en el area de combinatoria infinita y en diversas teorias,
como grandes cardinales y modelos, exploradas durante la segunda mitad del siglo XX,
por prestigiosos matematicos como Hugh Woodin, Robert Solovay y Donald Martin,
algunas de estas incluyen, la consistencia de AD con la de ciertos grandes cardinales,
un modelo donde el primer cardinal no contable es medible y resultados tipo Ramsey.
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Esta tesis, como su marco historico, se encuentra dividido en tres partes, seriadas entre si.
En el primer capitulo sentaremos las bases con las que trabajaremos a lo largo del texto,
la teoria de conjuntos, su conexién con juegos infinitos y propiedades de regularidad.
En el segundo discutimos las consecuencias del axioma de determinacion en este contexto,
centrandonos en los aspectos mas distintivos de esta “nueva” teoria, por ejemplo,
la solucién que proporciona a las patologias ocurrentes bajo el axioma de eleccion.
En el tercero veremos el grado al que se pueden conservar resultados combinatorios,
de tipo Ramsey, como lo son los teoremas de tipo Owings y Hindman.

Capitulo 1: ZF

Capitulo 2: ZF+AD

Capitulo 3: ZF+AD+ - --
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Capitulo 1

Espacios polacos y juegos infinitos

Dentro de la teoria de conjuntos, el estudio de espacios topoldgicos es quintaesencial,
pues ofrece un marco para analizar la complejidad de los conjuntos mediante jerarquias y
examinar sus propiedades estructurales. Esto es expresamente cierto para espacios polacos,
entre ellos, el espacio de Baire y el de Cantor.

Definicién: Para i < w consideremos a X; := w junto a su topologia discreta T; := p(w),
de manera que podamos construir la familia de espacios topolégicos F := {(X;, T;)|i < w},
entonces, definimos el espacio de Baird™ como el espacio producto de F, siendo este

HXl-:z{s:wHUXi

<w 1<w

:{s:wHUw‘Vi<w(s(i)<w)}

<w

W<w@@e&ﬁ

={s:w-ow|Vi<w(s(i) <w)}

={s:w—>w}

= w".

Dotado de la topologia generada por la base de conos
B : = {C(t)|t e w=*}, C(t):={sew’ltcs}. |,
Aprovechando el hecho que w es equipotente a Q N [0, 1], esto lo podemos visualizar como

to tl t2 tn

Figura 1.1: Visualizacion del espacio de Baire, de un cono y de uno de sus elementos.
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Definicién: Similarmente, para i < w consideremos a X; := {0, 1} junto a T; := ({0, 1}),
y definimos al espacio de Cantorl como el espacio producto de F := {(X;, T})|i < w},
siendo este, el conjunto

il;[)Xi::{S:w_)ngi
~{srw— Jlo.y | vi<w s € 0,11

i<w

W<w@@e&ﬁ

={s:w—{0,1} | Vi <w (s(i) € {0,1})}
={s:w—{0,1}}

= {071}w

= 2,

Dotado de la topologia generada por la base de conos

By 1 = {C(t) | t € 27}, Ct):={se2”|tcs}. |
Esto lo podemos visualizar como
o REEEEEE R ° o KEEEELEEE °
." O O ." O O
to=10 t1 =1 to=1 t, =0

Figura 1.2: Visualizacion del espacio de Cantor, de un cono y de uno de sus elementos.

Hay una razén aun mas especifica para enfocarnos en ambos espacios, su relacion con R:

» Fl espacio de Baire es homeomorfo a R\Q con la topologia usual.

» El espacio de Cantor se puede inyectar en [0, 1] con imagen densa.

Asi, al estudiar estos dos espacios polacos, realmente estamos estudiando a los reales.
Motivados por los espacios polacos extendemos nuestra mira a las propiedades topolégicas,
particularmente nociones que caen bajo el término general de propiedades de regularidad
de sus subconjuntos, pues nos permiten comprender su clasificacién, estructura y relacion,
influyendo en su posicion dentro de jerarquias como la de Borel y la proyectiva. Ademas,
la topologia nos facilita herramientas para conectar a la teoria de conjuntos con la logica,
la teoria de grupos, de juegos y de la medida, con aplicaciones en el analisis.
Sintetizando, no solo caracterizaremos la naturaleza de los conjuntos en espacios polacos,
sino que abriremos las puertas a una comprensiéon mas profunda de su comportamiento
en diversas areas de las matematicas. Dado este panorama rememoremos.
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Definicién: Sea (X, T) un espacio topoldgico, definiremos el interior2l de W < X, como
int(W): = | J{A|AeT A AW},

el cual es, por preservacion bajo unién de abiertos, el abierto mas grande contenido en W,
analogamente, definimos su cerradura, como el cerrado més pequeno que contiene a W,

(W) :=({C| X\CeT rC2W}

Definicién: Sea (X, T) un espacio topolégico, diremos que W < X es nunca densd?l si
int(cl(W)) = @.

Ampliando esto, W es magro si existe una sucesion (N; | i < w) de cerrados nunca densos
para la cual

W< UM.

<w
Finalmente, W tiene la propiedad de Baire si WAA es magro para algin abierto A.,

Definicién: Sea (X, T") un espacio topoldgico, diremos que este es un espacio de Bair ol2]
si ningun abierto no vacio es magro.

d

Definicién: Un conjunto W es numerabldBl si existe una inyeccién f : W — w.
Sea (X, T') un espacio topoldgico, llamaremos a V' < X un subconjunto perfecto@] de X si
es cerrado y todos sus puntos son limite (Ve e VVAeT(x e A = V n (A\{z}) # 9)).
Uniendo los conceptos previos, W < X tendrd la propiedad del conjunto perfectdl si
es numerable o tiene un subconjunto perfecto.

4

Definicién: Sea (X,T) un espacio topoldgico, diremos que W < X es de Borell2l si
pertenece a la cerradura bajo 7' de las operaciones de unién numerable y complemento.

Habiendo establecido estas propiedades, mostraremos resultados que las interconectan,
permitiéndonos tratar intercambiablemente, con la precaucién requerida, a los “reales”,
preparando terreno fértil para la codificacién y el planteamiento de los juegos infinitos,
y los resultados de regularidad que estos conllevan.
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Teorema: w<¥“ es numerable.

Demostracion: Basta considerar la biyeccién

frws\{@} = w\{0}
(0, M1,y mg) > 20 % 3™ *pff:f *PZHH-

Asf enumeramos w<* = {f;|i < w} con {(f;) <1, donde ¢(7;) denota la longitud de f;,. O
Corolario: [w]< y 2<¢ son numerables. O
Teorema: El espacio de Baire, (w*, T(B,~)), es un espacio de Baire.

Demostracion: Procedamos por contradiccion, sea W < w® abierto no vacio magro, luego,

existe (NV;|i < w) de cerrados nunca densos tal que W < [ J,__ N;. Entonces definimos

no :=min{n <w | C(f,) € W}.
Dado n;, 3t 2 1, tal que C(t) " N; = &, si no N; 2 C(f,,) y N; no serfa nunca denso, asf
Nit1 ::ml'n{n <w ‘ (C(Tn) NN; = ®> A (Tn = Tm) A (g(Tn) > g(Tm))}

La construccién de los n; es tal que i < j implica W 2 C(fy,) 2 C(n,) ¥ U(Tn,) < £(Tn,)-
Claramente, si = | J,__, n,, entonces x € W\ ., Vi, lo cual es una contradiccién. U

1EW
Teorema: Existe un mapeo ¥ : w¥ — 2“ que preserva la propiedad del conjunto perfecto.

Demostracion: Basta definir

U —2¥

no veces n1 veces
T 1 I 1

(n[)’nl’...),_)(o’... ’071’0’... 70’1)

Ulw*] consiste de 2 salvo el conjunto numerable de las sucesiones eventualmente cero.
Asi, sea W < 2%, al ser ¥ claramente inyectiva, W es numerable sii ¥~1[I¥] es numerable,
atin m4s, al ser ¥ homeomorfismo, W es perfecto si y solo si U~1[IW] es perfecto. O]

Los juegos infinitos son una rama de la teoria de juegos y de conjuntos que investiga
interacciones entre dos jugadores alternados, en un juego con una infinidad de turnos.
A lo largo de este texto de teoria de Ramsey tales juegos seran el mecanismo principal,
al relacionarse estrechamente con propiedades de regularidad, cominmente topoldgicas,
ofreciendo de este modo un marco poderoso que conecta diversas areas de las matematicas.
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Definicién: Sea W < w®, definimos su juego de Gale-Stewartll asociado, Gs(W),
como el juego de longitud w con informaciéon perfecta de dos jugadores alternados,
donde en cada turno juegan un natural, esto se puede enunciar como

1. El Jugador 1 (J1) juega un natural, ny < w.
2. El Jugador 2 (J2) ve la jugada anterior y juega un natural, n; < w.

3. Continuamos este proceso inductivamente alternando a los jugadores en cada turno.

Al “acabar” el juego, los jugadores habran formado la sucesién s := (ng,ny,---) € w®,
donde el jugador 1 gana sis € W y el jugador 2 gana en caso contrario, es decir, sis ¢ W.,

Definicién: Una estrategia para J1 es una funcién
oo —w
k<w
Similarmente una estrategia para J2 es una funcion
T U w5 w.
k<w

Notemos que estas definiciones las hemos construido independientemente de un juego.
Al hablar de instancias de un juego, resulta conveniente hablar de estrategias y sucesiones,
denotemos una jugada de acuerdo a las estrategias/sucesiones o/x para J1 y 7/y para J2:

07 :=(0(2),7(0(2)),0((0(2),7(0(2)))), ),
oy :=(0(2),y(0),0((0(2),4(0))),---),
zx 7= (2(0), 7(2(0), z(1),- ),
ey = (2(0),9(0), z(1),-- ).
Definicién: Sea W < w*, diremos que la estrategia ¢ para J1 es ganadora en GS(W) si
VT:Uw2k+1—>w ogxTeW.

Andlogamente, diremos que la estrategia 7 para J2 es ganadora en GS(W) si

VU:Uw%—mu ox17¢ W

Por ultimo, diremos que GS(WW) es determinado si J1 6 J2 tiene estrategia ganadora.,
Si bien estas definiciones son aparentemente complejas, la idea detras es bastante sencilla,
lo que nos dicen es que el jugador con la estrategia ganadora gana siempre al seguirla,
determinando el resultado, independientemente de los movimientos del jugador contrario.

Teorema: Existen juegos determinados.

Demostracion: Témese el asociado al conjunto w®. O]
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Definicién: Sea W < w*, definimos su juego de Banach-Mazurl®] asociado, 8 (W),
como el juego de longitud w con informacion perfecta de dos jugadores alternados, donde

1. J1 juega una tupla no vacia de naturales, ¢ty € w=“\{2}.

2. J2 ve la jugada anterior y juega una tupla no vacia de naturales, t; € w=<“\{@}.

3. Continuamos este proceso inductivamente alternando a los jugadores en cada turno.

Al “acabar” el juego, los jugadores habran formado la sucesion s :=ty —~ t; —~ -+ € W¥,
donde el jugador 1 gana si s € W y el jugador 2 gana en caso contrario, es decir, si s ¢ W.,
Se extienden naturalmente las definiciones previamente dadas para juegos de Gale-Stewart
(estrategia, estrategia ganadora, determinado).

Teorema (Oxtobyls, Banach-Mazull): Sea W < w®, entonces:
1) W es magro si y sélo si J2 tiene estrategia ganadora en BM(W).

11) C(t)\W es magro para algin t € w=“ sii J1 tiene estrategia ganadora en BM (W).

Demostracion:

N =)

) =)

Al ser W magro, 3(N,|n < w) de cerrados nunca densos tal que W < ( J, _ N,,.
Entonces, es posible definir una estrategia o para J2 con el siguiente argumento,
al ser NV, nunca denso, C'(tg —~ - -+ — ta,) contiene un abierto disjunto de N,
consecuentemente, 3to, 1 € W< tal que C(tg — -+ —~ to, — tons1) NN, = T,
ain mas, es posible elegir tal de forma que sea el minimo lexicograficamente,

por recursion, 7(tg — -+~ tg,) := ta,41, esta estrategia es ganadora para J2.

Partamos de la suposicion que J2 tiene una estrategia ganadora, llamémosla 7.
Para cada jugada parcial siguiendo la estrategia 7 de la forma p = (to, -+ , ta,),
sean px :=tg — -+ ~lg, Y

D,:={sew’|prEsvItew™\{D}ps ~t ~7(p ~ () S 9)}.

Asi, cada D, es abierto (notando en parte que C(p=) es cerrabierto) y denso
(pues para todo v € w<¥, é bien u D p=, de modo que por definiciéon C(u) < D,,
6 bien u 2 p=, existiendo un ¢t € w=“\{&} tal que p» ~ t = u y por lo tanto
cualquier s € w¥ con s 2 px ~t —~ 7(p —~ t) pertenece a C(u) N D,). Ademas,
para cualquier s € ﬂp D,,, podemos definir recursivamente una jugada t; (i < w)
de acuerdo con 7 tal que s = {5 —~ t; —~ ---,y, al ser 7 ganadora para J2, s ¢ W.
En consecuencia, W < | J,(w*\D,), unién numerable de cerrados nunca densos.

Sea C'(t)\W magro para algin t € w=“. Asi, J1 tiene una estrategia ganadora o,
al jugar el movimiento inicial o(2) = ¢ para luego evitar C(t)\W como en I)=).

Para el reciproco, si J1 tiene una estrategia ganadora o, digamos con o(@) =: t.
Entonces J2 tiene una estrategia ganadora en BM(C(t)\W) derivada de o,
T(tg —~ -+ ~toy) == (0) ~ o(tg ~ -+ —~ to, —~ (0)), C(t)\W es magro. O
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Definicién: Sea W < 29, definimos su juego de Davisld asociado, denotado D(W),
como el juego de longitud w con informaciéon perfecta de dos jugadores alternados, donde

1. J1 juega una tupla de bits, ty € 2=“.
2. J2 ve la jugada anterior y juega un bit, by € 2.

3. Continuamos este proceso inductivamente alternando a los jugadores en cada turno.

Al “acabar” el juego, los jugadores habran formado la sucesién s :=ty —~ (by) —~ -+ € 2,
donde el jugador 1 gana si s € W y el jugador 2 gana en caso contrario, es decir, si s ¢ W.,
Nuevamente se extienden de forma natural las definiciones dadas para juegos anteriores.

Teorema (Davidd): Sea W <= 2+, entonces:

1) W es numerable sii J2 tiene una estrategia ganadora en D(WV).

11) W tiene un subconjunto perfecto sii J1 tiene una estrategia ganadora en D(W).
Demostracion:

1) =) Alser W numerable, existe una enumeracion de este, denotémosla {v,|n < w}.
Entonces, 7(tg —~ -+ — ta,) := 1 —v,({(tg —~ -+ — ta,)) es ganadora para J2,
pues asegura en su n-ésimo movimiento que la jugada resultante difiere de v,,.

<) Sea T estrategia ganadora de J2. Para cada jugada parcial de acuerdo a T
de la forma p = (to, - ,ton, bons1), sean px 1= tog —~ -+ —~ to, — (bopy1) y
Dy :={se2¥psEsvIte2¥ps~t~7(p~(t) cs)} Wcl,(©2D,)
Para cada p, s € 2“\D,, cuando px € sy Vt € 2<¥(px ~t ~ 7(p ~ t) & 3),
pero entonces, 2*\D,, tiene un tnico miembro, s,, con {(px) =: m, Sp|m, = p,
necesariamente s,(m) = 1—7(p ~ ), por lo que recursivamente, para e > m,
sp(e) =1—=71(p ~ (sp(m), -+, s,(e—1))), esto pues el espacio ambiente es 2*.
Por lo tanto, W es numerable.

11) =) Al tener W un subconjunto perfecto P, definimos 7" := {s],|s € P A n < w}.
Entonces una estrategia o para J1 puede describirse de la siguiente manera,
generalmente, en respuesta a una jugada parcial p con concatenacion p= € T,
como todo punto de P es limite, 3t € 2<% tal que px ~t ~0,px ~t ~ 1€ T,
jugamos o(p) :=t, asi, como P es cerrado esta estrategia es ganadora para J1.

<) Sea o estrategia ganadora de J1. Entonces, P := {o=y|y € 2¥} € W es perfecto,
al tener solo puntos limite, pues para todo o =y y t € 2= tal que o =y € C(t),
tenemos que toda y' € 2“ tal que y' |y = y I}y también verifica que o=y’ € C(t),
y al ser cerrado, pues todo elemento de 2¥\ P en algtin turno dejé de seguir o,
asi pertenece a un cono de la forma C(px ~ (1 —o(p))) < 2\ P. O

Corolario: Sea W < w“, tenemos que D(V[W]) estd determinado si y solamente si
W tiene la propiedad del conjunto perfecto. O
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De forma similar a lo hecho para las propiedades de Baire y del conjunto perfecto,
los juegos infinitos establecen una dicotomia para analizar la medibilidad de Lebesgue,
particularmente a través de la existencia de estrategias ganadoras del juego de la cubierta.
En este, un jugador intenta construir una sucesion que pertenezca a un conjunto dado,
mientras que el otro intenta forzarla fuera de dicho conjunto mediante una cobertura.
La determinacién de tal, en la diferencia de una cubierta minima de un conjunto y este,
implica que el conjunto es medible en el sentido de Lebesgue.

Este texto no abordara tal propiedad, al haber sido tratada previamente por el auto,
que si bien no se estudié con el enfoque del juego de la cubierta, abarca ideas similares,
en caso que el lector desee una prueba digerible de este hecho, véase (paginas 375-376).
En resumen, los juegos infinitos en espacios polacos desempenan un papel trascendental
en el estudio de diversas propiedades de regularidad de los conjuntos de nimeros reales,
estableciendo las condiciones bajo las cuales se verifican propiedades fundamentales como
la propiedad de Baire, la propiedad del conjunto perfecto y la medibilidad de Lebesgue.
Particularmente, los espacios polacos se presentan como el entorno natural para estudiar
la topologia y medida de conjuntos de reales, ya que su estructura completa y separable
permite la aplicacién de herramientas de anélisis, logica y teoria descriptiva de conjuntos.
En estos espacios, la regularidad limita comportamientos patoldgicos de los conjuntos.
La propiedad de Baire, resulta en un topologia estable bajo pequenas perturbaciones.
A su vez, la propiedad del conjunto perfecto garantiza que los conjuntos no numerables
contienen subconjuntos homeomorfos a los reales, impidiendo haya conjuntos intermedios.
Finalmente, la medibilidad de Lebesgue en estos espacios garantiza que los conjuntos sean
compatibles con la estructura de medida estandar, sin conjuntos de medida indefinida.
Los juegos infinitos, por su parte, proporcionan un enfoque siempre dinamico y flexible
para analizar la estructura de los conjuntos en términos de estrategias y determinacion.
En conclusion, la interaccién entre los espacios polacos y los juegos infinitos da lugar a
un ambito unificador para el estudio de conjuntos de reales (sucesiones de naturales),
mostrando que la regularidad es consecuencia de principios topoldgicos y combinatorios.
Esta perspectiva no solo fortalece a la teoria de conjuntos en general, sino que conecta a
la teoria de juegos, la teoria de la medida y la légica matematica en un marco coherente
que explica la regularidad intrinseca de los conjuntos bajo supuestos adecuados.
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Capitulo 2

Determinacion

Anteriormente establecimos una clara relacién entre la determinacién de ciertos juegos,
los cuales se pueden codificar como de Gale-Stewart, y ciertas propiedades de regularidad,
esenciales para la comprensiéon estructural y descripcién de conjuntos de ntimeros reales,
vinculando directamente a la teoria de conjuntos con la topologia, el andlisis y demaés areas.
Por un lado es bien sabido que bajo el axioma de eleccién existen conjuntos patolégicos,
donde tales propiedades no se cumplen, por ejemplo, los conjuntos de Bernstein y Vitali,
por otro lado también se sabe que es consistente con ZF que tales patologias se resuelvan.
En virtud de lo cual es plausible formular un axioma, ligado a la nocién de determinacion,
opuesto a eleccion, cuya principal motivacion radique en extinguir tales comportamientos,
con el objetivo de explorar a profundidad sus consecuencias. De esta forma introduciremos,
en el contexto de ZF

Axioma de determinacién (AD)EI
Todo juego de Gale Stewart esta determinado.

Este principio fue propuesto por los matematicos Jan Mycielski y Hugo Steinhaus en 1962,
dentro de su trabajo titulado “A mathematical axiom contradicting the axiom of choice”,
revelando de inmediato su contraste con la teoria de Zermelo-Fraenkel con eleccién (ZFC)
y reflejando los intereses de la teoria descriptiva de conjuntos desde mediados del siglo XX:
explorar la estructura de los conjuntos de niimeros reales, ligandolos a juegos infinitos y
a la resolucion de las patologias de eleccién. A pesar de su incompatibilidad con eleccion,
la cual yace al centro de su proposito, determinacion recuperara ciertos aspectos de esta,
proporcionando de este modo un marco con un alto grado de estructura y regularidad,
que permite recuperar algunos beneficios de eleccion, sin sus consecuencias problematicas,
siendo asf una herramienta poderosa en el estudio de conjuntos definibles y juegos infinitos.
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A partir de ahora nuestra teoria ambiente serd Zermelo-Fraenkel con determinacion (ZED).
Sin més preambulo, mostremos sus primeros resultados, un tour de force de este axioma.

Teorema (Mycielski-Swierczkowskil, Scott): AC,,(w®)
Toda familia contable de subconjuntos no vacios de w* tiene una funcién de eleccién.

Demostracion: Sea F = {X,, € P(w*)\{@} | n < w} una de estas familias. Definiendo

W= {(noa ni,Nna, N3, - ) ’ (n2i+1)i<w ¢ Xno},

GS(W) es tal que, si J1 juega (ng|i < w) y J2 (ngiy1|i < w), J2 gana si (ng41]i < w) € Xy
J1 no tiene estrategia en GS(W), pues habiendo jugado ng en su primer movimiento,
J2 puede jugar (ng;11]i < w) € X,,, # &; de este modo, J2 tiene una estrategia ganadora 7,
la cual define una funcién de eleccién, f: F — (JF, f(Xn) := ((n,0,0,0,- ) * 7)2)icw,
la jugada de J2 contra (n,0,0,---). O]

Corolario: w; es regular (f S w; A |B] <w; = supf < wy).
Demostracion: Sea {a; | i <w} < w;. Definimos para toda i < w
X, ={R<Cwxw|ord(R) = o},

ya que o; < wq, donde wy es el primer ordinal no numerable, a; es numerable, asi X; # &.
De este modo al definir

F ={X; € p(p(w x w))\{2} | i <w},

y por la correspondencia p(w x w) ~ w*, invocamos AC,(w*) para seleccionar R; € Xj.

Como ord(R;) = «;, el isomorfismo de orden entre a; y R; da una biyeccién f; : a; — w.
Entonces definiremos
n:Uai—mu u:Uainxw
<w <w
a— min{i <w | a€ a;}. a— (n(a), fow(a)).
u hereda la inyectividad de f;, y al ser w x w numerable hay una inyeccién m : w X w — w,
de modo que mou : | J a; — w es inyectiva, | J a; esnumerableysupa; = |J oy <w;. O
i<w i<w <w <w
Corolario: Sea W < w", al definir
Cw = U{C(t) |t e w=* A C(t)\W es magro},
tenemos que si BM (W\Cy ) es determinado, entonces W tiene la propiedad de Baire.

Demostracion: Supongamos que J1 tiene una estrategia ganadora en 8M (W\Cyy ), luego,
C(t)\(W\Cw) es magro para algin ¢t € w=*, por contencién C(¢)\W también es magro,
consecuentemente Cy 2 C(t) y C(t)\(W\Cw) = C(t) es un abierto no vacio magro.#c
Entonces, J2 tiene una estrategia ganadora en 8M (W\Cy ) y W\Cy es magro. Ademsés,
Cw\W es magro, por definicién y regularidad de w;. Asi W tiene la propiedad de Baire.[J

Corolario (Banach—Mazm[@]; David: Mycielski—éwierczkowski):
Todo W < w® posee las propiedades de Baire, del conjunto perfecto y de Lebesgue. [
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Definicién: Sea W < p(w), definimos su juego del ultrafiltro asociado, Uf(W),
como el juego de longitud w con informacién perfecta de dos jugadores alternados, donde:

1. J1 juega un subconjunto finito de w, s € [w]=¥.

2. J2 ve la jugada anterior y juega un subconjunto finito de w, s1 € [w]=¥.

3. Continuamos este proceso inductivamente alternando a los jugadores en cada turno.

Al “acabar” el juego, los jugadores habran formado la sucesién s := (s;]i < w) € ([w]=¥)%,
sea IV = {j < w|s;nUy-; sk # @}, J1 ganasi (min £ = 1méd2) v (E = oA, s2i € W),
concretamente, el primer jugador en hacer un movimiento no disjunto a los previos pierde,
sino pasara, J1 ganasi | J,__ s2 € W y J2 gana en caso contrario, es decir, si | J,_, 52 ¢ W.,

Teorema: No existen ultrafiltros no principales sobre w.
Demostracion: Sea U un ultrafiltro no principal sobre w. Por AD, Uf(U) es determinado:

1) Si J1 tiene una estrategia ganadora o, definiremos una estrategia 7, para J2 como

T (S0, 5 82i) =0 (81, , 524)\S0.
J2 ignora sy y juega de acuerdo con o, eliminando sy para mantener la disyuncion.
Asi para cualquier jugada de movimientos disjuntos (so,s1, S, ) siguiendo 7,
tenemos que souU| J,_, s2i41 € U, al ser o ganadora para J1. Por ende | J,_, $2i+1 € U,
pues, al ser U no principal, es cerrado bajo cambios finitos. Entonces ( J,__ s2 ¢ U,

de lo contrario @ = | J,_, 52 0 |J;_, S2i+1 € U, por tanto 7, es ganadora para J2.#c

11) Si J2 tiene una estrategia ganadora 7, la convertiremos en otra estrategia 7’ para J2

/ L .
7' (S0, -+, 82:) 1=T(S0, "+, 82:) U <{Z}\ U 5j>-
j<2i
Ademas, para cualquier jugada de movimientos disjuntos (s, s1, S2, - - - ) siguiendo 7/,
J2 gana, y al ser U ultrafiltro, |J,__ S2i+1 = U;—, i\U,;=,, 520 = W\ U~ 52 € U.
Definiremos una estrategia o, para J1, jugando 7’ con un primer movimiento vacio

0‘.,./(50, c. 7322'—1) ZZTI(Q, S0y - - 7522'—1)'

Similarmente a I), o,/ es ganadora para J1 pues al seguirla, | J,_ s2 € U.#c O

<w
Corolario: Todo ultrafiltro es w;-completo.

Demostracion: Supongamos que W es un ultrafiltro no w;-completo sobre un conjunto X,
asi 3{A4; | i <w} < W tal que (,_, A; ¢ W, por lo que | J,__(X\4;) = X\[,_, Aie W.
Consideremos la funcién f : J,_ (X\A4;) — w, dada por f(z) := min{i < w|z € X\A4;},
para entonces definir su ultrafiltro imagen sobre w, f(W) == {Y < w | f71(Y) € W}.
Supongamos que f, (W) es principal, entonces 3i < w tal que f, (W) ={C c w | i€ C},
implicando que f~'({i}) € W, pero, por construccién f~({i}) = (X\A;)\;_,(X\Ap),
luego, por cerradura hacia arriba, X\ A; € W, concluyendo que A; = X\(X\A4;) ¢ W.#c
Por ende, existiria un ultrafiltro no principal sobre w, contradiciendo el teorema previo. [
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Definicién: Sea s un cardinal no numerable, diremos que este es un cardinal medible
si existe una medida p : p(k) — {0,1} k-aditiva y no trivial, o de forma intercambiable,
si existe un ultrafiltro no principal k-completo sobre k.

Definicién: Sea W < wq, definimos su juego ordinal de Solova, denotado Sopq(WW),
como el juego de longitud w con informacién perfecta de dos jugadores alternados, donde:

1. J1 juega un elemento de wy, 1y < wy.
2. J2 ve la jugada anterior y juega un elemento de wy, n; < wy.
3. Continuamos este proceso inductivamente alternando a los jugadores en cada turno.

Al “acabar” el juego, los jugadores habran formado la sucesién s := (1,71, ) € (w1)¥,
donde J1 gana si |s|y := sup,_,n; € W y J2 gana en caso contrario, es decir, si [s|,, ¢ W.,

Teorema (Solova): Bajo determinacién del juego ordinal de Solovay, w; es medible.

Demostracion: En particular mostraremos que el filtro club en wy, C,,, es un ultrafiltro.
Sea W < wy. Por determinacién de So.q(W):

1) Sea o una estrategia ganadora para J1, al ser w; regular, definimos para 17 < w;
am):=min{feOrd|Vpen= (c+p < f)} < w.

Esta funcién es continua, en el espacio topoldgico de w; con la topologia del orden.
De forma que C' := {7y < w; | 7 limite infinito A ¥ < v (a(n) < )} es club en w;.
Sean vy € C'y {n; | i <w} < v no acotado en 7, luego Vj < w ((o = ()i < w)); <),
por consiguiente v = |0 * (n;]i < w)|e € W, esto dltimo pues o es ganadora para J1.
Por lo que C' < W, consecuentemente W e C,, .

1) Sea 7 una estrategia ganadora para J2, por un razonamiento andlogo, wi\W € C,,.
Entonces C,,, ademas de no principal, es un ultrafiltro y por lo tanto es w; completo. [

Notemos que en esta prueba, requerimos de la determinacion del juego ordinal de Solovay.
De esto, surge una dificultad, dicho juego se formula en términos de movimientos en wy,
lo que impide aplicar directamente el axioma de determinacién para justificar tal resultado.
La idea de Solovay era simular este juego mediante otro al que se le pueda aplicar AD,
permitiendo asi establecer su determinacion de manera indirecta.
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Si bien ya hemos llevado a cabo la traduccion de un juego a otro, de Gale-Stewart,
unicamente hemos logrado este procedimiento mediante un argumento de numerabilidad,
en caso que el espacio de movimientos del primer juego (bits, tuplas, subconjuntos finitos)
es numerable, podemos codificar cada movimiento mediante un natural, en consecuencia,
hay un juego de Gale-Stewart que lo simula. Es obvio que tal argumento fallard en So.q,
dado que wy es, por definicién, el primer cardinal no numerable.

No obstante, So.q es simulable al lidiar con el espacio de partidas (sucesiones de naturales),
mediante otro argumento de numerabilidad, logrando cierto procedimiento analogo.

Con este fin, definiremos

Definicién: Diremos que W < w® es X} /anah’tic, si 4B < w® x w* Borel tal que
W ={sew”|3Irew’((s,r) e B)}.
W es 11} /coanalitico si w\W es X1, es decir, si 3B < w* x w* Borel tal que
W ={sew”|Vreuw((s,r)¢ B)}.
W es Aj/Borel, conforme a esta terminologfa, si y sdlo si es X} y II;.
Definicién: Sea s € w”, este real codifica una relacién dada po
< ={(m,n) <wxw|s2™2n+ 1) —1) = 0}.

Nos interesa el caso en que <s sea buen orden, entonces definiremos el conjunto ITHZI3]

Yn < w n<gn
Vmn<w (m<gnan<gm = m=n)
WO :=<{ sew” Vimn<w (I<Sgmam<gn = [<gn)
Vmn<w m<gnvn<gm
Vr e w® In<w r(n+1)<Lsr(n)
Denotando para s € WO, |s| := ord(<s), expresaremos para a < w; el conjunto A}

WO, :={s e WO | [s|| < a}
={seWO | <adf:w—-pVmn<w(m<sn = f(m) < f(n))}.

a
El siguiente resultado se enuncia sin demostracién. Una demostracién puede leerse en|[13]|

Lema (Luzin-Sierpiiskil): Si 17 < WO es !, entonces sup{|s| | s € W} < w;.
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Definicién: Sea W < wy, definimos su juego de Solova asociado, denotado S(WW),
como el juego de longitud w con informacién perfecta de dos jugadores alternados, donde:

1. J1 juega un elemento de w, ng < w.
2. J2 ve la jugada anterior y juega un elemento de w, n; < w.
3. Continuamos este proceso inductivamente alternando a los jugadores en cada turno.

Al “acabar” el juego, los jugadores habrén formado la sucesién s := (ng,ng,---) € w¥,
puesto que w* ~ (w¥)¥, este real, s € w*, codifica una sucesién de reales (s']i < w) € (W),
sea F :={j <wl|s’ ¢ WO}, J1 gana si (min E=1 méd 2) v (EF = & A sup,_, s’ € W),
concretamente, el primer jugador en hacer un movimiento no “bien ordenado” pierde,
si no, J1 gana si sup,_, [s’| € W y J2 gana en caso contrario, es decir, si sup,_,, ||s’| ¢ W,
S(W) puede interpretarse como GS(B) para algin B € w®, por lo que estd determinado.

Teorema (Solova): w; es medible.

Demostracion: En particular mostraremos que el filtro club en wy, C,,, es un ultrafiltro.
Sea W < w;. Por AD, §(W) es determinado:

1) Sea o una estrategia ganadora para J1, definimos para n < w;
W,:={sew’|Irew’Ji<w ({r']j <i} S WO, rs=(0x7)*)}.
Por consiguiente, W, € WO, esto pues o es ganadora para J1, ain mds, W, es X1,
al definirse en términos del tipo de orden 7, entonces por el lema de Luzin-Sierpinski,
38 < w; tal que W, < WOg, de forma que definimos para n < w;

a(n) :=min{B e Ord | Vr € w* Vi <w ({r/|j < i} € WO, = (0 *71)* € WOg)}.
Esta funcién es continua, en el espacio topoldgico de w; con la topologia del orden.
De forma que C' := {7y < w;|y limite infinito A ¥V < v (a(n) < )} es club en w;.
Sean v € C'y r € w* ({|r']||i < w} S v no acotado en 7), Vj < w (||(o = r)7| < ~),
por consiguiente y = sup;_,, [|(c*7)’| € W, esto tltimo pues o es ganadora para J1.
Por lo que C' < W, consecuentemente W e C,, .

1) Sea 7 una estrategia ganadora para J2, por un razonamiento andlogo, wi\W € C,,.

Entonces C,,, ademas de no principal, es un ultrafiltro y por lo tanto es w; completo. [J
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Una prueba alterna de este teorema es singularmente relevante en teoria de la recursion,
al abordar aspectos cruciales de esta, como la descriptibilidad y la recursividad de Turing,
que junto a determinacion, garantizan la existencia de estrategias, que por definibilidad,
restringen la complejidad de los reales y permiten construir medidas o-aditivas en wy.
De este modo, la prueba muestra que, bajo AD, w; no es simplemente un cardinal limite,
sino que adquiere propiedades medibles profundas.

Definicién: Sean s, r € w”, diremos que s es Turing-reducible a/recursivo en [2015]]
denotado s <7 7, si hay un algoritmo que computa a s requiriendo de r como oraculo.
Desarrollando esto, s y r son Turing-equivalentes, denotado s ~p r,sis <pryr <rs.
Como su nombre lo indica, la Turing-equivalencia es una relacién de equivalencia en w®.
De este modo llamaremos grados de Turing, denotados [s]r, a sus clases de equivalencia.
Como progresion natural, definiremos el conjunto de grados, Dr := {[s]r | s € w*},
lo ordenaremos inducidamente por <r, dy < d; si 3s,r € w* : dy = [s|r,dy = [r]r,s <r 7,
y lo dotaremos del filtro generado por los conos

My = {X < Dr | ddy € Dy (C(do) - X)}, C(do) = {d € Dr | dy < d}

A fin de evidenciar las ideas detras de ambas pruebas, las redactaremos casi idénticamente.
Teorema (Martin): w1 es medible, esto es, tiene un ultrafiltro no principal w;-completo.

Demostracion: En particular mostraremos que el filtro My, induce tal ultrafiltro en wy.
Sea X = Dy. Por AD, GS(|JX) es determinado:

1) Sea o una estrategia ganadora para J1, al considerar ¢ como un elemento de w®
(mediante una codificacién recursiva de w<*, (w<*)* ~ w*), definimos dy := [o]r.
Sea d € C(dy), para todo r € d, por un argumento de complejidad computacional,
se tiene que o*r € d, por consiguiente d € X, esto ultimo pues o es ganadora para J1.
Por lo que C(dy) < X, consecuentemente X € Mrp.

11) Sea T una estrategia ganadora para J2, por un razonamiento anélogo, Dy\X € Mr.

Entonces Mr es un ultrafiltro y por lo tanto es w;-completo. Induciremos un ultrafiltro.

. L L
Sean s,r € w* tales que s ~¢ r, por un argumento de constructibilidad, w; s w; [T],
es un ordinal numerable. Por ello, la funcién que daremos a continuacion esté bien definida.
[ Dr —w;
L[s
(sl —en ™.

Utilizando el hecho que M7 es un ultrafiltro, se tiene que
fuMr) :={Y Cwi | f7H(Y) € Mr},

es un ultrafiltro w;-completo sobre w;. Para verificar que este ultrafiltro es no principal,
basta notar que para todo n < w; y s € w*, existe r € w* con s <7 r tal que n < w;'",
de modo que f~({n}) ¢ Mry. O
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Ahondando en las nociones de descriptibilidad y Turing-reducibilidad bajo determinacion,
se obtienen atin mas resultados fundamentales sobre la estructura de grandes cardinales,
cuyas pruebas, si bien similares, tratan con ideas de inaccesibilidad e indiscernibilidad,
que escapan al objetivo de este texto, aun asi vale la pena destacarlos.

Teorema (Solovay): wo es medible.

Proporciona la existencia de una medida no trivial en este cardinal.

Teorema (Martin): u, = w,, el w-ésimo indiscernible es el w-ésimo cardinal infinito.
Conecta a las teorias de conjuntos y modelos a través de estructuras de indiscernibilidad.
Teorema: cf(w,) = ws, para 2 < n < w.

Refleja la influencia de w, en la jerarquia de los ordinales. La importancia de estos tres teo-
remas radica en que reflejan la profunda interaccién entre la teoria de conjuntos, la teoria
de grandes cardinales y la teoria descriptiva de conjuntos, evidenciada como consecuencia
directa del axioma de determinacion.

El axioma de determinacién (AD) transforma radicalmente la teorfa de los nimeros reales
al imponer fuertes propiedades de regularidad en los subconjuntos de R. Bajo este axioma,
todo subconjunto de R posee la propiedad de Baire, del conjunto perfecto y es medible,
lo que excluye la existencia de conjuntos patologicos como los no medibles de Vitali. Esto
genera una teoria de los reales sustancialmente mas coherente y estructurada, en la cual,
cada conjunto es altamente regular y obedece principios fuertes de clasificacion.

Aun mas, determinacién tiene profundas implicaciones en la teoria de grandes cardinales.
En este marco, w; se vuelve un cardinal medible, lo que introduce una medida sobre él.
La existencia de tal medida en w; refleja la titdnica influencia de los grandes cardinales
en modelos de la teoria de conjuntos donde se satisfaga el axioma de determinacion,
constatando que la estructura de los ordinales bajo determinacién es rica en mayor medida
de lo que sugiere la teorfa estandar de ZFC.

Simultaneamente, AD reorienta la teoria descriptiva al usar argumentos de complejidad.
La jerarquia proyectiva adquiere un papel central en la clasificacién de conjuntos de reales,
estableciendo conexiones con la reducibilidad de Turing y la teoria de juegos infinitos.
Estas herramientas analizan la complejidad intrinseca de forma precisa y estructurada,
fortaleciendo la interaccion entre la computabilidad, la légica y la teoria de conjuntos.
En conclusion, el axioma de determinacién da lugar a una gran teoria unificada en la que
los ntimeros reales, los grandes cardinales y la complejidad descriptiva forman un sistema
profundamente interconectado.
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Capitulo 3

Combinatoria

Habiendo explorado parte de la teorfa de Zermelo-Fraenkel con determinacién (ZFD),
cabe destacar cierto trasfondo combinatorio, ejemplificado por la medibilidad de w; y wo,
asi a lo largo de este capitulo profundizaremos en esta linea de investigacion bajo ZFD.
Al ser costumbre el empleo de la notaciéon hingara en literatura de combinatoria infinita,
este texto no sera la excepcién.

Definicién: Sean ), x,¢ y 6 cardinales, denotaremos por A — (), al enunciadol2lL7]
“para toda coloracién de [A]* en 6 colores, existe un monocromatico de cardinalidad x”,
es decir

(Ve: [A]"—0) GM < X) (|c[[M]*]| =1 A M| = k).

A fin de reforzar la nocién que AD provee fuertes resultados combinatorios tipo Ramsey,
asegurando la existencia de patrones regulares en contextos infinitos, tenemos lo siguiente

d

Teorema: Sea k un cardinal medible, entonces k — (k)j, para t <w 'y 0 < k.
Teorema (Martinl2l): w; — (w;)3", por ende, wy — (w1)53 v Wy — (w1)%, para 6 < w.

Conectando asi al axioma de determinacién con la combinatoria infinita, especificamente,
con la teoria de Ramsey, pues esto deriva en principios fuertes de invarianza y particién.
Particularmente nos interesan dos tipos de problemas combinatorios, los de tipo Hindman:

Definicién: Sea (G, +) un semigrupo cancelativo conmutativo y sean k y 6 cardinales,
denotaremos por G — (k)5® al enunciadd®®] “para toda coloracién de G en 6 colores,
existe M < G, |M| = k, tal que FS(M) :={ >} m|F € [M]=“\{@}} es monocroma&tico”.,

meF

Y los de tipo Owings:

Definicién: Sea (G,+) un semigrupo conmutativo y sean k y 6 cardinales, entonces,
denotaremos por G — (k), " al enunciadd®™ “para toda coloracién de G en 6 colores,
existe M € G, |[M| = &, tal que M + M := {m + n|m,n € M} es monocromdtico”.

d

Para lidiar con este tipo de problemas combinatorios, conviene conglomerarlos por casos.
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Para la obtencién de un resultado clésico de Hindman!29l es conveniente tratar la siguiente

Definicién: Siguiendo notacién de combinatoria infinita, denotaremos por N := w\{0}.

Definicién: Sea D < [w]<\{@}, definiremos FU(D) := {{J,pd | F € [D]=\{2} 21
el conjunto de todas las uniones finitas de elementos de D (excluyendo a la unién vacia).
Diremos que D es una familia disjunta si es infinita y sus elementos son disjuntos a pares,
en tal caso diremos que C' € [w]=¥\{@} es D-grande si toda familia disjunta F < FU(D)
cumple que C N FU(F) # .

A

Y tener en cuenta los siguientes resultados previos

Lema: Sean A, B,C, D < [w]=“\{@} tales que D es una familia disjunta, C' es D-grande
y C = BU A, entonces hay una familia disjunta £ < FU(D) tal que A o B son E-grandes.

Demostracion: Procederemos por contradiccién, supongamos que este enunciado es falso.
Como A no es D-grande, hay una familia disjunta F' < FU(D) tal que A n FU(F') = @,
como B no es F-grande, hay una familia disjunta G < FU(F') tal que B n FU(G) = &,
luego C' no es D-grande, debido a que C nFU(G) = AnFU(G) € AnFU(F) = @.#c O

Corolario: Sean C, D < [w]|=*\{@} tales que D es una familia disjunta y C' es D-grande,
entonces Yn < w ({c € C' | min(c) > n} es D-grande).

Lema: Sean C,D < [w]|™\{@} tales que D es una familia disjunta y C' es D-grande,
hay un F' < FU(D) finito tal que Yd e FU(D)(dn|JF = @ = 3f e FU(F)(f ude C)).

Demostracion: Nuevamente procederemos por contradiccion, asumiendo este lema es falso.
Al ser D numerable es bien ordenable, definamos dy := min D, entonces {do} < FU(D),
por la negacion del lema 3d; € FU(D) tal que dyn|J{do} = @y Ve € FU({do})(eud; ¢ C),
iterando, 3d,, € FU(D) tal que d,, n | J{d;|i < n} = @ y Ve e FU({d;|i < n})(e v d, ¢ C).
Asf hay una familia disjunta £ := {da, U dap+1|n < w} € FU(D) tal que C nFU(E) = @,
luego C' no es D-grande.#c O]

Lema: Sean C,D < [w]=\{@} tales que D es una familia disjunta y C' es D-grande,
hay una familia disjunta £ < FU(D) tal que 3d € FU(D) ({c € C|cud € C} es E-grande).

Demostracion: Sea F' < FU(D) como en el lema anterior, definamos para todo f € FU(F)
Cp:={ceClcu feC}.

Ahora consideremos una familia disjunta G < FU(D) tal que Vg € FU(G)(g n|J F = @),
notemos que C' N FU(G) es G-grande, asi, por el lema previo, C n FU(G) < UfeFU(F) Cy.

Aplicando el primer lema de forma repetida, hay una familia disjunta F < FU(G) y
d € FU(F) tal que Cy es E-grande. O
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Lema: Sean C,D < [w]=*\{@} tales que D es una familia disjunta y C' es D-grande,
entonces hay una familia disjunta £ < FU(D) tal que FU(E) < C.

Demostracion: Por el lema previo existen (Cp|n < w), (dy|n < w) y (Dy|n < w) tales que

C():C, D0:D7
d, € FU(D,),
Chi1 < C,, D1 € FU(D,,),

C, es D,-grande,
Vee Chyt (dy uce Cy),
Vm,n <w (m#n = d, nd, = 9).

Definamos F' := {d,, | n < w}, ¢y := min(C n FU(F)) y ¢, € FU(F) disjuntos a pares,
dados inductivamente para n < w de forma que para k, := max{k < w | dp < |, ¢}

Cn € Ckn+1.
Lo cual es posible puesto que Cy, 1 es Dy, i-grande y F\{d;|i < k,} < FU(Dg,+1).
Sea E :={c,)Jn<w} s CyceFUE),asic=c,u---uc, v dondeiy < -+ <i, <,
por la disyuncién de los ¢, € FU(F), ¢;, - v ¢, =d;, u---ud;, donde j; < -+ < jin,
luego jm < ky, ¢ € Ci1, dj,, e, € Cy, < O 41, similarmente d;,, |, vd,;, ve, € Cj |,
repitiendo este argumento ¢ = d;, u---ud,,, v, € C;, < C, por lo que FUE) < C. O
Teorema (Baumgartnefl2l): (V0 e N)(Ve : [w]=\{@} — #) hay una familia disjunta

D < [w]=“\{@} tal que FU(D) es monocromaético.

Demostracion: Primero consideremos una familia disjunta arbitraria F' < [w]<“\{@},
es inmediato que [w]=\{@} = [J,_, ¢ '[{i}] es F-grande. Entonces, por el primer lema,
hay una familia disjunta £ € FU(D) tal que ¢ ![{ig}] es E-grande, para algiin iy < 6.
Por el lema previo, hay una familia disjunta D € FU(E) tal que FU(D) < ¢ '[{i}]. O

Teorema (Hindman22): V0 e N (N — (w)EFS).
Demostracion: Dado € € N. Sea ¢ : N — 6, basta con aplicar Baumgartner a la coloracién
By : [w]*\{2} N co By : [w]“\{@)} — 0.
i, g} — 2" 4o 4 20
Observando que si r, s € [w]<“\{@} son disjuntos, entonces By(rus) = Bn(r)+ By(s). O
Definicién: Un conjunto W es Dedekind-infinitd si existe una inyeccion f 1w — W.,

Teorema: Sea (G, +) un semigrupo cancelativo conmutativo con G Dedekind-infinito,
entonces V0 € N (G — (w)5®).

Demostracion: Sidg € G : o(g) = . Basta aplicar el resultado de Hindman para (g) — N.
De lo contrario, Vg € G : 0(g) € N. Al ser G Dedekind infinito, existe F' = {f,|n < w} < G,
entonces elegimos h,, := min(F\{{fi|i < n})), luego definimos H := {({h,|n < w}) < G,
y asf consideramos Bg : [w]<“\{@} — H dada por Bg({i1, - ,in}) :=hy +---+h;,. O



34

En cuanto a los enunciados de tipo Owings, su veracidad en este caso es de mayor variedad,
por ejemplo, sigue abierto el problema original planteado por Owings en el ano de 1974,
N — (w),", mientras que es relativamente facil demostrar el siguiente

Teorema: Hay una 3-coloracién de N sin monocromaticos de la forma X + X, con | X| = w,

es decir, N - (w)5".

Demostracion: Primero consideremos

f:N-w
n —|2log, n|.

Se sigue de inmediato que para todos m,n € N (f(n) < f(m +n) A f(2n) = 2+ f(n)).
Sea X € N (|X| = w), denotemos por m := min X, asi al ser X infinito, In € X (4m < n).

f(m +n) =[2logy(m + n)]|

_2 log, (in + n)J
i (1)
=|[2log, <Z) + 2log, nJ
[_1 + 2log, n|

1

1

AN

AN/

+ |2log, n|

De forma que

f(n) <f(m+n)
<1+ f(n).

Asi, al definir a la 3-coloracién

c:N—-3
n—f(n) madd 3.

Obtenemos que ¢(m + n) # ¢(2n), por lo tanto X + X no es monocromatico bajo c¢. [J

Atn mas, Hindman[2] construyé tal 3-coloracién, donde uno de los colores es densidad 0.
Otra linea reciente de investigacion considera otros grupos infinitos, especialmente (R, +),
sin embargo la literatura ([23]] [24] [25]) se limita a resultados de consistencia en ZFC
o asume que R es bien ordenable, implicando la existencia de un juego no determinadd®],
independientemente, estos resultados son invalidos bajo ZFD.
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Por otro lado, Leader y Russelil2] probaron que, si V' es un espacio vectorial sobre Q,
cuya dimensién es al menos J,,, entonces V — (w),"", para cualquier nimero natural 6.
Justo es en el espiritu de este trabajo de Leader y Russell que presentamos el siguiente

Teorema: Sea V un espacio vectorial sobre Q de dimensién wy, V0 € N (V — (w),").

Demostracion: Sean B = {b;|j < we} una base de V'y ¢ : V' — 6, definiendo para i < 6+ 1

i veces 2(0—1)
T = ('2’... ,2"'1,... ,1I) e {1,2}% M:={m|i<0+1},
P = { Z (M)kbj, | Jo < -+ < Jog—io1 < w2}-
k<20—1
Notemos que L := max;<p,1 |m;| = max;—p;1(20 — i) = 26, asi
L—|m;]
= (0,--,0) ~ € 3" I:={r|i<6+1}.
B,::{Z(ﬂ—z{)kbjk j0<"'<jL_1<(,U2}.
k<L
Definimos 6 + 1 coloraciones en 6 colores como sigue
ci : [wa] —0 d: [wy]* -0
S={jo < <jra}—c <Z (ﬂ)k%) : S —(ci(5))i<o+1-
k<L

Asi por el teorema de tipo Ramsey sobre cardinales medibles aplicado a wsy, wy — (wg)ge i1
AM S wy (M| = wy A3y, -+, Iy < 0 (d[[M]*] = {(Ly,- - ,1p)})), sea B := {bj|l7 € M},
entonces para todo i < 6 + 1 y para todo v € P/ n L(B') se verifica la siguiente igualdad

cv) =c (Z(w{)kbjk> =c¢({jo< - <jra|Ve<L:jyeM})=1,<80.

k<L

Por el principio de la pichonera 3i; < iy < 0+1 tales que I;, = I;,, M := méx;o(L—|m;,|),
enumerando a B’ = {V; | j < ws}, definimos para n < w

1
Ty 1= 2 0b;. + Z Oprgr + Z Vo(rs1)n + Z Eb/w(izfiﬁl)ﬂ"? Xi= {2 [ n <w}.
r<M r<iy r<ig—ii1 r<2(60—i2)

Entonces, para m,n < w, observamos que z,, + z, € m;;, U Ty segun si m # n o m = n.
Por tanto, X + X es monocromatico, como se queria demostrar. O

Mediante un argumento practicamente idéntico se establece el siguiente

Teorema: Sea V un espacio vectorial sobre Q de dimensién wy, V0 € N (V — (w),").
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El segundo objetivo a perseguir es la existencia de un conjunto monocromatico finito
al lidiar con una cantidad finita de colores. Esto se hard via un argumento de compacidad,
una técnica utilizada principalmente en la légica matematica y la teoria de modelos.
Este establece que si todo subconjunto finito de un conjunto infinito de proposiciones
(o férmulas) es consistente, entonces el conjunto completo también serd consistente. Asi,
esta herramienta extiende propiedades que se verifican localmente al contexto global,
siendo clave en el teorema de compacidad para la légica proposicional.

Aun mas, los argumentos de compacidad también pueden utilizarse en direccién opuesta:
Demostrando que la validez en el caso infinito excluye el fallo de todos los casos finitos,
de forma que podemos obtener afirmaciones finitas a partir de una estructura global.
Cabe senalar que, en términos generales los argumentos de compacidad requieren de AC,
al ser consecuencia del teorema de Tychonoff aplicado a espacios compactos de Stone.
Sin embargo, en algunas pruebas, puede evitarse su uso si existe un mecanismo canénico
para realizar elecciones, especialmente al seleccionar subconjuntos o extender modelos.
Lo cual permite adaptar esta técnica a teorfas sin eleccién, como la nuestra (ZF+AD),
ampliando su aplicabilidad dentro de teorias constructivas o con eleccion débil.

Teorema: (Vk,0 € N)(3S € N)(Ve : p(S)\{@} — 0)ID = {di|i < k} < p(S5)\{o},
coleccién de conjuntos disjuntos a pares, tal que FU(D) es monocromaético.

Demostracion: Asumamos lo contrario, asi (3k,0 € N)(¥n € N)(3¢, : p(n)\{@} — 0)
tal que no hay colecciones de cardinalidad x y elementos disjuntos FU-monocromaticas,
al ser [w]=¥ numerable, sea {$,|n € N} una enumeracién de [w]=“\{2} tal que méx$,, < n,
de forma que $,, € p(n)\{@}, por lo tanto ¢,,($,) estd definido para m,n € N si m > n,
luego definiremos por induccién para £ € 0 y n e N

M()Z:N;
M ={me M, 1 |m=nnacn($,) =10}, L,:=min{lel]||M]|=w}, M,:=MF-"

Por lo que recurriendo al teorema de Baumgartner sobre la coloracion

¢: [wT\{a} -0
$, —L,.

Hay una familia disjunta I = {$,,,|i < w} < [w]=\{@} tal que FU(I) es c-monocromético.
Entonces consideremos D := {$,,.|i < k} y

F:=min Mysx, . n;-

Obteniendo la contradiccién que FU(D) es cp-monocromético, concluyendo la prueba. [
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Teorema (FolkmanZARadd28lSanderd2): (Vi, 0 € N)(3R € N)(Ve : {1,--- ,R} — 6)
AM = {m; |i <k} < {1,---, R} tal que FS(M) < {1,--- , R} es monocromatico.

Demostracion: Dados k, 0 € N, considere F' € N como en el teorema anterior y R := 28 —1.
Sea c¢: {l,---, R} — 6, entonces por el teorema de uniones finitas sobre la coloracién

Br: p(F)\{@} = {1,--- | R} coBgr:p(F)\{g} — 0.
{ig, -+ in} — 20 4 4 20,
1D = {d;]i < k} < p(F)\{@} de disjuntos a pares tal que FU(D) es co Bg-monocromético.
Asi, al ser By inyectiva, M := Bg|[D] = {Bgr(d;)|i < k} es de la cardinalidad deseada,

aun mas, si r,s € p(F)\{@} son disjuntos, se verifica que Br(r u s) = Bgr(r) + Bg(s),
luego ¢(Bg(d;) + Br(d;)) = co Br(d; u dj), por lo tanto FS(M) es c-monocromatico. [

Teorema: (Vx, 0 € N)(3S € N)(Para todo grupo abeliano G tal que |G| = S (G — (k)59)).

Demostracion: Dados k,0 € N, considere F, R € N como en los teoremas anteriores y
S := mix{R + 1, R + 1}. Sean G un grupo abeliano con |G| = Sy ¢: G — 6, entonces

» dge G : 0(g) > R, por el teorema de sumas finitas aplicado a la siguiente coloracién
Br:{g,---,Rg} <« {1,--- ,R} coBr:{l,--- ,F} - 0.
ng — n.

AM = {m; | i <k} = {1,---, R} tal que FS(M) es co Bg-monocromatico. Entonces,
sea H := Bp'[M] = {m;g | i < r}, es inmediato que FS(H) es c-monocromético.

» Vg € G : o(g) < R, recursivamente para n < F elegimos h, € G\{({h;|i < n}),
entonces por el teorema de uniones finitas aplicado a la siguiente coloracion

Bs:FS({h; | i < F}) < p(F)\{2} coBg: p(F)\{@}— 6.
hiy, + -+ hiy, = {1, ,in}

Hay una coleccién finita D = {d;|i < k} < p(F)\{@} de conjuntos disjuntos a pares
tal que FU(D) es ¢ o Bg-monocromatico. Sea H := Bg'[D] = {Djea, by |1 < K},
al notar que para r, s € p(F)\{@} disjuntos se tiene Bg'(r U s) = Bg'(r) + Bg'(s),
concluimos que FS(H) es c-monocromatico. O

En lo que respecta a Owings en el caso finitario, contamos con la siguiente caracterizacion.

Teorema (Fernéndez-Sarmiento-Verdl2l): Sea (G, +) un grupo abeliano. Al definir a
Gy:={geG|2g=0}y2G:={2¢g]| g € G}, las siguientes condiciones son equivalentes

» G — (k);", para todo £ y 6 finitos.
» G/, es Dedekind-infinito.

s 2(G es Dedekind-infinito.
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Por completitud, senalaremos que esta instancia del problema de Hindman seguira abierta,
dado que ninguna demostracién conocida (y por lo tanto, sus respectivos resultados)
parece adaptarse dentro de la teoria de Zermelo-Fraenkel con el axioma de determinacion,
sugiriendo asi una via de investigacion orientada al desarrollo de técnicas combinatorias.
En cambio, esta instancia del problema de Owings no solo lleva a un resultado conocido,
sino que, gracias a las potentes propiedades de regularidad derivadas de la determinacion,
es posible debilitar sus hipotesis, bajo cierto supuesto.

Lema: Sean N S RyceR, (3X € [R]* (X+X € N))sii (Y € [R]Y (Y+Y € —c+N)).
Demostracion: Si X +X = N, basta definir Y := —£+ X, notando que Y+Y € —c+N. [
Lema (Hindman—Leader—Straus): Suponiendo el axioma de eleccion dependiente.
Si N < R no es magro, entonces 31X € [R]* (X + X < N).

Demostracion: Al tener la propiedad de Baire, N = AAM, con A abierto y M magro,
sin pérdida de generalidad por el lema supondremos que 0 € A, asf 39 > 0 ((0,25) < A).
Sea xo € (0,0)\sM, se sigue de inmediato que {zo} + {zo} = {220} < (0,26)\M < N.
Sea av < w y asumamos hemos construido X, = {z5|8 < a} < (0,9) tal que X,+X, = N.
Notemos que para todo 8 < «
rpeX, =— 1wx3€(0,0) = O0e—-a3+(0,0) = (0,0) < —x+(0,20).
De forma que
1
(0,0) €c=An < ﬂ (—z5 + A))
2
B<a
Ahora definamos
1
Li=5Nn (/Da(—xﬂ + N)).

(0,9)\L es magro, ya que
1 1
T € (076)\5]\[ — 2r€ (0,20\Nc M = =xc€ §M,

16y < a (r e (0,0)\(—zg, + N)) — x+uw5€(0,20\NcM — xe—x5 + M.

Tomemos z,, € ((0,9)NL)\X,, de este modo 2z, r,+23 € N y por ende Xo11+Xap1 S N.
Recurriendo al axioma de eleccion dependiente definimos X := {z, | o < w}. O

w

Teorema: Suponiendo el axioma de eleccién dependiente. R — (w)
Demostracion: Sea ¢ : R — w. Consecuentemente, como R = | |,__ ¢ '[{i}] es no magro,
Jip < w (¢ [{ip}] tampoco lo es). Entonces por el lema de Hindman-Leader-Strauss,
11X € [R]* (X + X < ¢ [ig)]). O
Siendo este resultado una “cota superior”, ya que ¢ es incomparable con w; bajo ZFD.
Mas adelante discutiremos el rol del axioma de eleccion dependiente en esta teoria.
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k finito ¢ infinito numerable

En estos problemas de Hindman, emergera cierto esquema especifico de demostracion.
Teorema: Sea V un espacio vectorial sobre Q de dimensién w;, entonces V — (2)F5.
Demostracion: Sean B = {b;|i < w;} una base de V'y ¢: V — w. Definiendo
d: [w]? —»w
{i <j}—c(bi —b)).

Entonces por el teorema de tipo Ramsey sobre cardinales medibles para wy, w; — (w1)?,
AM < wy (|M] = w; A Iy < w (d[[M]*] = {Io})), sean o, 8,7 € M (a < B <7y < wy)

c(ba — bg) = d({e, B}) = I = d({a,7}) =c(ba — by) = c(ba — bs + b — b,).

c(bs —b,) = d({8,7}) 7

Este FS({by —bgs, b5 —b,}) es c-monocromdtico. Similarmente, por Martin, V — (2)55. O

FS

Teorema: Andlogamente, sea V' un espacio vectorial sobre Q de dimensién wy, V' — (2)°.

Teorema: Sea V un Q-espacio vectorial con base, entonces V - (3)F5.

Demostracion: Sea B una base de V', por la identificacion V =~ @, 5 Q,

supp : V — [B]™¥ c:V->Q
qubsz{beme#O}. qubzvr—»qu.
V¥ beB: v#beB: beB
q=0 =0

Para vy, v1,vo € V arbitrarios, inyectamos FS({u;|i < 3}) — Q", donde n = | J,_5 supp(u;),
bastando probar que no existen tres vectores distintos a, b, c € R™ tales que
lall = ol = llell = lla + b = lla+c| = b+ ] = |a+b+¢|.
Procederemos por contradiccién, notemos que de ser asi |al| # 0, ademés
ri=[a* = a+b* = a]* + [b]* + 2alb),
al despejar, {alby = —1r, similarmente se muestra que (b|c) = (a|c) = —3r, ahora

1
Ja+ b+ el =l + b2 + [ + 2(<alb) + (ble) + Cale)) = 37 +2( = 357) = Ok O

Mientras que el problema de Owings se ve subsumido por resultados mas generales.
Teorema: Vi e N (R — (k). 1).

Demostracion: Esta es andloga a la provista bajo eleccién dependiente para R — (w). ",
difiriendo en la falta de hipotesis de eleccion, al tratarse de una construcciéon finita. [

Teorema (Fernéndez—Sarmiento—Ver): Sea (G, +) un grupo abeliano tal que Gy = &,

entonces G — (2).F.

Corolario: Sea V' un Q-espacio vectorial con base, entonces V' — (2).F.
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kx infinito no numerable 0 finito

Definicién: Sea D una coleccién de conjuntos finitos, diremos que D es un A-sistemal?l
si existe un conjunto R tal que cnd = R para cualquier par de conjuntos distintos ¢, d € D.,

Lema del A-sistema (Erdb’s—Rad): Supongamos el axioma de eleccién dependiente.
Sea C' una colecciéon no numerable de conjuntos finitos, hay un A-sistema infinito D < C.

Demostracion: Primero definamos para n < w
Cp,:={ceC||c| =n}.

Dado que C' = | |, __ C, es no numerable, es inmediato que 3n < w (C,, es no numerable),
sino C seria numerable, al ser unién numerable de numerables y por la regularidad de w.
Asi, asumiremos sin pérdida de generalidad que Vc € C': |¢| = n, e induciremos sobre n

n=1 Es inmediato, puesto que Ve, de C (c #d = cnd = @).
n+1 Por hipétesis de induccién el lema es cierto para n, sea C' tal que Ve e C (|¢] = n+1).

e En primer lugar abordaremos el escenario en el que 3r ({c € C|r € ¢} b w).
Al aplicar la hipétesis de induccién a la coleccion A = {c\{r} | r € c € C},
hay un A-sistema infinito B < A, asi basta definir D := {d v {r}|d e D'} < C.

e Tratemos ahora el escenario opuesto, tenemos que Vr ({c € C|r € ¢} — w).
Sea m < w, dado {¢|l <m} c Ctal que Vk,l <m (k #] = cx N = D),
dey € C (em N U2, &t = D), por el axioma de eleccion dependiente definimos
D :={cnm <w} < C,elcualestal que Ve, de D (c #d = cnd=2). O

Y bajo eleccién dependiente todo conjunto infinito es Dedekind-infinito [léase apéndice],
entonces, ain mds, hay un A-sistema infinito numerable {d;|i < w} < C.

La importancia de este lema radica en la facilitaciéon de varios argumentos estructurales,
pues el control sobre las intersecciones permite avances significativos en demostraciones,
particularmente en aquellas de tipo Ramsey.

Ahora demostraremos que, bajo la teoria ZFD con el axioma de eleccién dependiente,
la version del teorema de Hindman que busca obtener monocromaticos no numerables
falla para Q-espacios vectoriales de dimensién no numerable. Concretamente probaremos
que dado un espacio vectorial V' sobre QQ con base, existe una coloracién ¢ : V' — 2 tal que,
para todo subconjunto U < V' no numerable, el conjunto FS(U) no es monocromético.
La clave del argumento reside en la estructura algebraica de los Q-espacios vectoriales,
pues sus propiedades de cancelacion impiden la existencia de “elementos absorbentes”.
En contraste, al relajar la propiedad de cancelacién (como ocurre en ciertos semigrupos),
se encuentran casos donde si se cumple el andlogo no numerable del teorema de Hindman.
Habiendo entonces una conexién entre la cancelatividad y la validez de estos teoremas,
interrogando las condiciones algebraicas adicionales que podrian garantizar dicha validez.
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Teorema (Fernzinde): Bajo el axioma de eleccién dependiente.

Sean V' un Q-espacio vectorial con base y x un cardinal no numerable, entonces V - (k)55.

Demostracion: Sea B una base de V, de este modo V = @),_, Q, definamos

supp : V — [B]™ coef : V' — [Q\{0}]
Z @b =v—{be B|q # 0}. Z @b = v — {q | be B}\{0}.
V40 =0

Consideremos a la funcién y la coloracion

prw—2 c:V—2
n+— |logyn| méd 2. v — p(| supp(v)|).

Procederemos por contradiccién, sea U € [V]* tal que FS(U) < ¢ ![{I}], para algiin I < 2.
Definiendo para todo n < w, U, := {u € U||supp(u)| = n}, partimos a U = | | __ U,
como consecuencia de la regularidad de wy, sabemos que 3N < w (Uy es no numerable).
Similarmente para f € [Q\{0}]<N, UL := {u € Uy|coef(u) = f}, Uy = L ooy <n Ul
siguiendo un razonamiento analogo, tenemos que 3F € [Q\{0}]Y (UL es no numerable).
Observemos que para todo s € [B]=“\{@}, tenemos que | supp'[s]| = w, pues |Q| = w,
implicando que supp[U%] es no numerable, ya que de lo contrario supp[U%]| = {s;|i < w},
luego UL < | |, supp™'[s;] serfa numerable, al ser unién numerable de numerables #c.
Del lema 3{d,|n < w} < supp[U] que forma un A-sistema infinito numerable con raiz R.
Por eleccién numerable, para n < w elegimos u,, € Uk (supp(u,,) = d,,), W := {u,|n < w}.
Dado que a lo més hay |R|/F! coeficientes de los infinitos wu, en las posiciones de la raiz R,
por principio del palomar, asumiremos que los coeficientes de los u,, en R son constantes,
garantizando que al sumar vectores de W los términos correspondientes a R no se cancelan.
Sean uy,, - - ,u,, € W distintos, de ahi que supp (Z{;l un) =Ru (Ule(supp(ui)\R)),
luego | supp (32, wn,)| = |R[+ LN —=|R|) y |supp [[FS(W)] = {| R|+ L(N = |R|)|L < w}.
Sean m < w(2™ < N < 2™) (c(up) = p(N) =m méd 2) yn < m(2" < N—|R| < 2"1)

2m+1 _ 2m—n2n + 2m < 2m—n(N - |R|) + N < 2m—n2n+1 + 2m+1 _ 2m+2'

Consideremos v := 222:1_ "y, € FS(W), una suma de 2" + 1 sumandos distintos de W

[supp(v)| = |R| + (2" + 1)(N — |R|) = 2" "(N — |R|) + N.

Por ende ¢(v) = m+1 mdéd 2, contradiciendo que FS(U) 2 FS(W) es monocromético #c.
En conclusién, no existe U € [V]" tal que FS(U) es monocromaético. O

Respecto a esta instancia del problema de Owings, bajo ZFC la respuesta es negativa,
o mejor dicho, es consistente que la respuesta sea negativa (léase la Seccién 2 de |[23])),
y se desconoce la consistencia de una respuesta positiva (pese a los avances de y
cerraremos entonces esta investigacién con otra interrogante:

,,Cudl es su respuesta bajo ZFD?
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Sabemos que el axioma de determinacion, concebido como una alternativa al de eleccién,
impone una notable regularidad sobre todos los subconjuntos de la recta real. Sin embargo,
la regularidad topoldgica y de medida tiene un costo en términos de combinatoria cardinal.
En particular, la medibilidad de los cardinales w; y ws adquiere un papel fundamental,
al forzar estructuras en (Q-espacios vectoriales de dimensién w; u ws.

No obstante, la falta de eleccion impide garantizar construcciones que dependan de ella,
aunque sean débiles. Por ejemplo, sin eleccién no todos los espacios vectoriales tienen base,
no siempre es posible extender sucesiones dependientes para cardinalidades mayores a w,
es mas, ni siquiera podemos asegurar la existencia de funciones de eleccién numerables,
incluso principios como “todo conjunto infinito es Dedekind-infinito” requieren de anélisis,
pues su validez puede fallar en modelos sin eleccion.

Estas limitaciones reflejan que la necesidad de versiones débiles de eleccién sigue siendo
ineludible para ciertos desarrollos de algebra, andlisis funcional y combinatoria cardinal.
La tension entre la regularidad y la falta de herramientas ilustra indiscutiblemente que,
aunque el axioma de eleccion introduce patologias, su ausencia restringe significativamente
la capacidad de manejar objetos infinitos de alta cardinalidad.

He aqui una gran sutileza, el axioma de determinacion es incompatible con el de eleccion,
pero no con todas sus versiones débiles. Por ende, si bien no podemos asumir equivalencias
(como que todo espacio vectorial tiene una base), si podemos asumir eleccién dependiente
o enfocarnos en rincones con cierta eleccién, por ejemplo, espacios vectoriales con base.
Este detalle, nos permitira trabajar teorias mas robustas, con eleccién y determinacion,
mezclando la intuicion y regularidad de determinacién con las capacidades de eleccion,
concluyendo que la investigacion de teorias alternativas de ZF resulta siempre relevante.
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Conclusiones

Tras haber indagado resultados de tipo Ramsey en ausencia del axioma de eleccion,
el estudio de juegos infinitos, su determinacién y conexién con propiedades de regularidad
en conjuntos de reales (vistos como subconjuntos del espacio de Baire) es clave, pues,
la determinacién de juegos infinitos, formalizada por el axioma de determinacién (AD),
ha demostrado ser una herramienta poderosa para establecer propiedades de regularidad,
principalmente en la jerarquia de Borel, extendiéndose a la jerarquia proyectiva y més alla.
En particular, bajo este axioma, se obtiene que todos los conjuntos de ntumeros reales
tienen tanto la propiedad de Baire como la del conjunto perfecto y son Lebesgue medibles.
Estas consecuencias contrastan fuertemente con varios de los resultados clasicos en ZFC,
donde la existencia de conjuntos sin estas propiedades es un hecho.

Determinacién también posee enormes implicaciones en la teoria de grandes cardinales.
Por ejemplo, se ha demostrado que w; y wy son cardinales medibles, lo cual es inimaginable,
al menos en el contexto de ZFC. Esto resalta nuevamente la dualidad entre AD y AC,
y sugiere que AD proporciona un marco alterno para explorar grandes cardinales. Ademas,
AD implica una vasta estructura en el universo de los conjuntos de numeros reales,
lo que abre nuevas vias para el estudio de la jerarquia de conjuntos definibles.

En cuanto a la combinatoria infinita, AD ha dado lugar a una teoria renovada y fructifera.
Bajo este axioma, se han conservado y obtenido resultados notables en teoria de Ramsey.
Por ejemplo, el teorema de Ramsey bajo AD se generaliza a coloraciones infinitas,
lo que permite establecer regularidades combinatorias que son inalcanzables en ZFC.
Ademas, teoremas como el de Hindman y los de tipo Owings se preservan, con limitaciones,
y adquieren matices al invitarnos a explorar teorias con AD y debilitamientos de AC,
yva que la determinacién de juegos infinitos analiza la estructura de conjuntos infinitos y
sus particiones de manera mas precisa y general.

A proposito de concluir este texto, la teoria de conjuntos sin el axioma de eleccion,
bajo el axioma de determinacién, ofrece un panorama coherente y valioso que conecta
juegos infinitos, propiedades de regularidad, grandes cardinales y combinatoria infinita.
Este enfoque no solo resuelve problemas clasicos de una manera elegante y uniforme,
sino que también abre lineas de investigacion en areas fundamentales de la matematica.
La exploracién de estos temas continia siendo un campo activo, nuevo y prometedor,
con alcance tanto tedrico como aplicado en la comprension del universo matematico.
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Apéndice: Hipotésis débiles

Una discusion que vale la pena mencionar es que algunas de las hipdtesis adicionales
consideradas a lo largo de este trabajo, se simplifican o se vuelven demostrables en ZFC.
Asi uno podria pensar que estas son consecuencias exclusivas del axioma de eleccion vy,
por ende, incompatibles con el axioma de determinacion y fuera del alcance de este texto.
Este no es el caso, al haber ciertas teorias de ZF que asumen el axioma de determinacion,
en las cuales se asumen versiones debilitadas de elecciéon que son consistentes con AD;
entre estas, sobresalen los axiomas de eleccién dependiente (DC) y numerable (CC/AC,,),
los cuales preservan en gran parte a la funcionalidad de AC sin invalidar determinacién.
Entonces, enunciemos

Axioma de eleccién (AC)

Toda coleccion de conjuntos no vacios tiene una funcién de eleccién.
F
VF(®¢F:> Hee<UF> (VAEF(e(A)eA))). )

Axioma de eleccién dependiente (DC)
Todo conjunto no vacio con una relacion total tiene una cadena infinita contable.

d

VI/V(W £ G A (MRS W2Yue W Jue W (uRv)) = 3Ise W* ¥n < w (snRan)).

Axioma de eleccién numerable (CC)

Toda coleccion numerable de conjuntos no vacios tiene una funcién de eleccién.

a

VF((@¢FA3f:FHw) — Hee<UF>F(VAeF(e(A)eA))>.

En este listado de versiones débiles de eleccion también incluiremos el siguiente enunciado,
al que nos referiremos de acuerdo a la notacién introducida en [33]}

Forma 9 (IDI)E]
Todo conjunto infinito es Dedekind-infinito.

VW((Vn<w(|W| #n)) = Hf:w%W)

A

Esto pues varios resultados de combinatoria se ambientan en conjuntos Dedekind-infinitos,
asi bajo este supuesto estos se extienden a conjuntos infinitos.
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Un rasgo destacado de estas hipotesis es la existencia de una jerarquia interna entre ellas.
Teorema: Bajo el axioma de eleccion se cumple eleccion dependiente.
Demostracion: Sea W # @& un conjunto y R una relacién total sobre él, para u € W, sea
R, :={ve W | uRv}.
Al ser R total, R, es no vacio para todo u € W. Consideremos la familia de conjuntos
F:={R,|ueW}.

Por el axioma de eleccién existe una funcién e : F' — | J F tal que Vu e W (e(R,) € R.),
es decir, uRe(R,). Sea sy € W, la sucesion s, := e (Ry,) verifica ¥Yn < w (s, Rs,+1). O

Teorema: Bajo el axioma de eleccion dependiente se cumple eleccién numerable.

Demostracion: Sea F' = {F,, | n < w} una coleccién numerable de conjuntos no vacios y

R := {(u,v)e <UF>2 ’ 3n<w:uan/\van+1}.

Ya que F,, # & paran < w, R es una relacion total. Por el axioma de eleccién dependiente
hay una sucesién s : w — [ J F' tal que Yn < w (s, Rs,41), asi Ing < w Vi < w (s; € Fiip,).

En caso que ng = 0, definimos e(F;) := s;. De lo contrario, sean (e; | i < ng) € l_[KnO F;y
e; 1< ng

e(Fy =1 ' a
Si—ng = No

Teorema: Bajo el axioma de elecciéon numerable se cumple la forma 9.

Demostracion: Sea W un conjunto infinito, para todo n < w definimos:
F,:={f:n—>W}

Ya que W es infinito, no esta en biyeccién con ningin n < w, asi por induccion F,, # 9.
Consideremos la familia numerable de conjuntos no vacios

F:={F,|n<uw}

Por el axioma de eleccién numerable existe e : ' — [ JF tal que Yn < w (e(F,) € F),).
Sea X := |, ran(e(F,)). Entonces X es una unién numerable de conjuntos numerables.
De la regularidad del cardinal w; (léase la pagina 24), se sigue que X < W es numerable.
Ademas, X no es finito, ya que si lo fuera Iny < w Ja € ran(e(F,,)) (o ¢ X). O

Aun més, esta jerarquia es estricta, en el sentido que ninguna implicacién es reversible,
al haber modelos de ZF en los que se verifica la versién débil pero falla la version fuerte,
en caso que el lector esté interesado, estos son el modelo de Solova (MEDCA—AC),
el modelo 8.12 de JechB2l (MECCA—DC) y el modelo 8.6 de JechEZl (MEIDIA—CC).
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Glosario

De simbolos (en orden de aparicién)

2(.1.7
int(W)
cl(W)

Gs(W)

g *T
T *T
g *1Y
T *1Y

BM (W)

D(W)
AD
AC, (w¥)

uf(W)
f«(W)
Sord
ISl

15
16
17
17
18
19
19
19
19
19
19
19
20
20
21
23
24
24
25
25
26
26
26

27
27
27
27
27
27
27
28
29
29
29
29
29
31
31
31
37
37
45
45
45
45
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General (en orden alfabético)

Analitico
Borel
Co-
Axioma
de determinaciéon
de eleccion
dependiente
numerable
en w*
Cardinal
medible
Dedekind-infinito
A-sistema
D-grande
Enunciados
de tipo Hindman
de tipo Ramsey
de tipo Owings
Espacio
de Baire, El
de Baire, Un
de Cantor
Estrategia
ganadora
Familia disjunta

27
27
27

23
45
45
45
24

26
33
40
32

31
31
31

15
17
16
19
19
32

Juego
de Banach Mazur
de Davis
de Gale Stewart
de Solovay
del ultrafiltro
determinado
ordinal de Solovay

Propiedad
de Baire
del conjunto perfecto

Topologic@
Cerradura,

Cono,
Interior,
Magro,
Nunca denso,
Perfecto,

Turing
-equivalencia
-reducibilidad
Grados de,

Conjunto de,
Conos de,

20
20
19
28
25
19
26

17
17

17
15
17
17
17
17

29
29
29
29
29
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