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e Propiedades de los W-grupos

e Es consistente que todo W-grupo es libre

e Es independiente que todo W-grupo es libre
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Recordatorio: Grupos abelianos libres

Definicién
Un grupo abeliano A es libre si tiene una base, es decir, un subconjunto
X C A talque (X) = A y siempre que me =0, para{m;} CZ,
i=1 i=1
{z;} € [X]", entonces (Vi € n+ 1\ {0})(m; = 0).
i=1
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Recordatorio: Grupos abelianos libres

Definicién
Un grupo abeliano A es libre si tiene una base, es decir, un subconjunto

X C A talque (X) = A y siempre que me =0, para{m;} CZ,
i=1 i=1

{2:) € [X]", entonces (Vi € n+ 1\ {0})(m; = 0).
i=1

Equivalentemente, X C A es una base si y solo si cumple con la propiedad

universal de los grupos abelianos libres: dado cualquier grupo abeliano By

cualquier funcién f : X — B, existe un tinico morfismo de grupos f : A — B
que hace conmutar el siguiente diagrama:

X——= A4
|

v ‘lla!f
B
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Recordatorio: Grupos abelianos libres

Definicién
Seaw : A — B un morfismo de grupos abelianos. Decimos que © se escinde
si existe un morfismo p : B — A (llamado la escision de ) tal que mp = idp.
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Recordatorio: Grupos abelianos libres

Definicién
Seaw : A — B un morfismo de grupos abelianos. Decimos que © se escinde
si existe un morfismo p : B — A (llamado la escision de ) tal que mp = idp.

Es decir, = se escinde sii tiene una inversa derecha en la categoria de grupos
abelianos. Notese que, si m se escinde con escisién p, entonces
necesariamente 7 sera epimorfismo y p sera monomorfismo.
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Recordatorio: Grupos abelianos libres

Definicién
Seaw : A — B un morfismo de grupos abelianos. Decimos que © se escinde
si existe un morfismo p : B — A (llamado la escision de ) tal que mp = idp.

Es decir, = se escinde sii tiene una inversa derecha en la categoria de grupos
abelianos. Notese que, si m se escinde con escisién p, entonces
necesariamente 7 sera epimorfismo y p sera monomorfismo.

Teorema
Un grupo abeliano A es libre <= todo epimorfismo con rango A se escinde.J
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Recordatorio: Grupos abelianos libres

Proposicion
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Recordatorio: Grupos abelianos libres

Proposicion

(7) Un subgrupo de un grupo abeliano libre es libre.
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(7) Un subgrupo de un grupo abeliano libre es libre.
(ii) Un grupo abeliano finitamente generado y libre de torsion es libre.
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Recordatorio: Grupos abelianos libres

Proposicion

(7) Un subgrupo de un grupo abeliano libre es libre.
(ii) Un grupo abeliano finitamente generado y libre de torsion es libre.

(1i1) Sean A grupo abeliano, B < A tal que tanto B como A/B son libres.
Entonces A es libre, mas aun, toda base de B se extiende a una base de

A )
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Definicién
Consideremos una sucesion de conjuntos (Ag|3 < ), para algtn a € Ord.
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Definicién
Consideremos una sucesion de conjuntos (Ag|3 < ), para algtn a € Ord.

(i) Diremos que la sucesion es una cadena si
(VB,yeOrd)(B<y<a=Ag C A,).
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Definicién
Consideremos una sucesion de conjuntos (Ag|3 < ), para algtn a € Ord.

(i) Diremos que la sucesion es una cadena si
(VB,yeOrd)(B<y<a=Ag C A,).
(1) Diremos que la cadena es suave si para cada ordinal limite 5 < «, se
tiene que Ag = |J A,.
Y<B
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Definicién
Consideremos una sucesion de conjuntos (Ag|3 < ), para algtn a € Ord.
(i) Diremos que la sucesion es una cadena si

(VB,yeOrd)(f<v<a= Az C A,).

(1) Diremos que la cadena es suave si para cada ordinal limite 5 < «, se
tiene que Ag = |J A,.

v<B

(14i) Diremos que la cadena es estricta si para cada 0 < o, Ag # Ag11.
Equivalentemente, si reemplazamos las contenciones C en la parte (i)
por contenciones propias <.
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Definicién
Consideremos una sucesion de conjuntos (Ag |8 < «), para algun « € Ord.
B
(i) Diremos que la sucesion es una cadena si

(VB,yeOrd)(f<v<a= Az C A,).

(1) Diremos que la cadena es suave si para cada ordinal limite 5 < «, se
tiene que Ag = |J A,.

v<B

(14i) Diremos que la cadena es estricta si para cada 0 < o, Ag # Ag11.
Equivalentemente, si reemplazamos las contenciones C en la parte (i)
por contenciones propias <.

(v) Finalmente, diremos que se trata de una cadena de grupos si los Ag
son grupos para todo 3 < «, y en tal forma que para 8 < v < « se tiene
que Ag < A,.
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Consideremos una sucesion de conjuntos (Ag|3 < ), para algtn a € Ord.
(i) Diremos que la sucesion es una cadena si
(VB,yeOrd)(B<y<a=Ag C A,).
(1) Diremos que la cadena es suave si para cada ordinal limite 5 < «, se
tiene que Ag = |J A,.
v<B
(14i) Diremos que la cadena es estricta si para cada 0 < o, Ag # Ag11.

Equivalentemente, si reemplazamos las contenciones C en la parte (i)
por contenciones propias <.

(v) Finalmente, diremos que se trata de una cadena de grupos si los Ag

son grupos para todo 3 < «, y en tal forma que para 8 < v < « se tiene
que Ag < A,.

Teorema

Sea (Ag |ﬁ < «) una cadena suave de grupos tal que A, es libre y para cada
B < a, Ag11/Ap es libre. Entonces, A= | Ag es libre. Mas aun, para cada

B<La
B <o, AJ/Ag es libre.
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El problema de la extension

Definicién
Sean A, B y G grupos abelianos. Diremos que G es una extension de A por
mediode BsiA<GyG/A=B.
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El problema de la extension

Definicién
Sean A, B y G grupos abelianos. Diremos que G es una extension de A por
mediode BsiA<GyG/A=B.

Obsérvese que G es una extension de A por medio de B sii existen un
monomorfismo ¢ : A — G y un epimorfismo 7 : G — B tales que la sucesién

(0) A>G "B (0)

es exacta corta.
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El problema de la extension

Si tenemos A, G grupos abelianos con A < G, entonces hay un Unico B tal
qgue G es una extension de A por medio de B
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El problema de la extension

Si tenemos A, G grupos abelianos con A < G, entonces hay un Unico B tal
qgue G es una extension de A por medio de B, a saber, B = G/A.
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El problema de la extension

Si tenemos A, G grupos abelianos con A < G, entonces hay un Unico B tal
qgue G es una extension de A por medio de B, a saber, B = G//A.El problema
de la extension plantea la pregunta reciproca: Dados A y B grupos abelianos,
determinar todas las posibles extensiones de A por medio de B.
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El problema de la extension

Si tenemos A, G grupos abelianos con A < G, entonces hay un Unico B tal
qgue G es una extension de A por medio de B, a saber, B = G//A.El problema
de la extension plantea la pregunta reciproca: Dados A y B grupos abelianos,
determinar todas las posibles extensiones de A por medio de B.Nétese que
al menos hay una de estas extensiones, la suma directa A & B.
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El problema de la extension

Si tenemos A, G grupos abelianos con A < G, entonces hay un Unico B tal
qgue G es una extension de A por medio de B, a saber, B = G//A.El problema
de la extension plantea la pregunta reciproca: Dados A y B grupos abelianos,
determinar todas las posibles extensiones de A por medio de B.Nétese que
al menos hay una de estas extensiones, la suma directa A & B.Pero puede
haber varias: por ejemplo, Z es una extension de 2Z por medio de Z/2Z, pues
la siguiente sucesion es exacta corta,

(0) 27, € 7 —>=17,/27 (0)

pero es claro que Z % 27 @ 7,/27Z, pues el miembro derecho tiene torsién,
mientras que Z es libre de torsion.
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El problema de la extension

Desde luego, sélo nos interesa caracterizar hasta isomorfismo las
extensiones de A por medio de B. Por ello, si Gy G’ son dos de tales
extensiones, entonces
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El problema de la extension

Desde luego, sélo nos interesa caracterizar hasta isomorfismo las
extensiones de A por medio de B. Por ello, si Gy G’ son dos de tales
extensiones, entonces

Definicién
Diremos que G ~ G’ (G es isomorfo como extension de A por medio de B

a G') si existe un isomorfismo v : G — G' tal que el siguiente diagrama
conmuta:

Q
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El problema de la extension

Es facil ver que la relacién ~ es de equivalencia, y es una relacion mas fuerte
que sblo el “ser isomorfo". Baer definié una operacion binaria entre las clases
de equivalencia de estas extensiones, dotando al conjunto cociente de
estructura de grupo. Este grupo se denota por Ext(B, A), y su elemento
neutro resulta ser justamente la clase de equivalencia de A ¢ B.

XLII Congreso SMM  13/10/2009 10/31
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El problema de la extension

Es facil ver que la relacién ~ es de equivalencia, y es una relacion mas fuerte
que sblo el “ser isomorfo". Baer definié una operacion binaria entre las clases
de equivalencia de estas extensiones, dotando al conjunto cociente de
estructura de grupo. Este grupo se denota por Ext(B, A), y su elemento
neutro resulta ser justamente la clase de equivalencia de A ¢ B.

Teorema
Sea A un grupo abeliano. Entonces, las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

David J. Fernandez Breton (UNAM-UMSNH) Un problema de &lgebra que resulté indecidible XLII Congreso SMM  13/10/2009 10/31



El problema de la extension

Es facil ver que la relacién ~ es de equivalencia, y es una relacion mas fuerte
que sblo el “ser isomorfo". Baer definié una operacion binaria entre las clases
de equivalencia de estas extensiones, dotando al conjunto cociente de
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Teorema
Sea A un grupo abeliano. Entonces, las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

@ Ext(A,Z) es el grupo trivial.
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El problema de la extension

Es facil ver que la relacién ~ es de equivalencia, y es una relacion mas fuerte
que sblo el “ser isomorfo". Baer definié una operacion binaria entre las clases
de equivalencia de estas extensiones, dotando al conjunto cociente de
estructura de grupo. Este grupo se denota por Ext(B, A), y su elemento
neutro resulta ser justamente la clase de equivalencia de A ¢ B.

Teorema
Sea A un grupo abeliano. Entonces, las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

@ Ext(A,Z) es el grupo trivial.

@ Todo epimorfismo 7 : B — A tal que ker m = 7 se escinde.
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El problema de la extension

Definicién
Si A es un grupo abeliano que cumple con cualquiera de las dos (y

consecuentemente con las dos) equivalencias del teorema anterior, se
denominara un W-grupo.
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El problema de la extension

Definicién
Si A es un grupo abeliano que cumple con cualquiera de las dos (y
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El problema de la extension

Definicién
Si A es un grupo abeliano que cumple con cualquiera de las dos (y

consecuentemente con las dos) equivalencias del teorema anterior, se
denominara un W-grupo.

Corolario
Todo grupo abeliano libre es un W-grupo. O

y

El problema de Whitehead consistié en decidir si se cumplia el reciproco del
corolario anterior, es decir, si todo W-grupo es libre. A continuacion
analizaremos el problema de Whitehead, que en Ultima instancia result6
indecidible.
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Propiedades de los W-grupos

Teorema
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Propiedades de los W-grupos

Teorema

(7) Todo subgrupo de un W-grupo es un W-grupo.
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Propiedades de los W-grupos

Teorema

? p S g up .

David J. Fernandez Breton (UNAM-UMSNH) Un problema de algebra que result6 indecidible XLIl Congreso SMM  13/10/2009



Propiedades de los W-grupos

Teorema

(7) Todo subgrupo de un W-grupo es un W-grupo.

(ii) Todo W-grupo es libre de torsion.

(1i1) Si A < B, endonde B es un W-grupo pero B/A no es un W-grupo,
entonces existe un morfismo de grupos abelianos i) : A — 7. que no
puede extenderse a un morfismo con dominio B.

XLII Congreso SMM  13/10/2009
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Propiedades de los W-grupos

Definicién
Sea A un grupo abeliano libre de torsion y B < A.
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Propiedades de los W-grupos

Definicion
Sea A un grupo abeliano libre de torsion y B < A.
(i) Decimos que B es puro en A si A/ B es libre de torsion.
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Propiedades de los W-grupos

Definicion
Sea A un grupo abeliano libre de torsion y B < A.

(i) Decimos que B es puro en A si A/ B es libre de torsion.
(17) Definimos la cerradura pura de B en A como el conjunto

B={ac A|(3n € Z\ {0})(na € B)}.
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Propiedades de los W-grupos

Definicion
Sea A un grupo abeliano libre de torsion y B < A.

(i) Decimos que B es puro en A si A/ B es libre de torsion.
(17) Definimos la cerradura pura de B en A como el conjunto

B={ac A|(3n € Z\ {0})(na € B)}.

Teorema (Criterio de Pontryagin)

Sea A un grupo abeliano numerable libre de torsion tal que todo subgrupo
finitamente generado de A esta contenido en un subgrupo puro en A que es
finitamente generado. Entonces, A es libre.
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Propiedades de los W-grupos

Definicién

Sea B un grupo abeliano. Un (B, Z)-grupo es un grupo C' tal que su conjunto
subyacente es B x 7 y tal que = : C' — B es morfismo de grupos abelianos,
amén de que (VYm,n € Z)((0,n) 4+ (0,m) = (0,m + n)).
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Propiedades de los W-grupos

Definicién

Sea B un grupo abeliano. Un (B, Z)-grupo es un grupo C' tal que su conjunto
subyacente es B x 7 y tal que = : C' — B es morfismo de grupos abelianos,
amén de que (VYm,n € Z)((0,n) 4+ (0,m) = (0,m + n)).

Para un grupo abeliano B, el ejemplo més sencillo de un (B, Z)-grupo es
B @ Z. Si logramos encontrar un (B, Z)-grupo C' tal que = : C' — B no se
escinde, habremos demostrado que B no es un W-grupo.
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Propiedades de los W-grupos

Definicién

Sea B un grupo abeliano. Un (B, Z)-grupo es un grupo C' tal que su conjunto
subyacente es B x 7 y tal que = : C' — B es morfismo de grupos abelianos,
amén de que (VYm,n € Z)((0,n) 4+ (0,m) = (0,m + n)).

Para un grupo abeliano B, el ejemplo més sencillo de un (B, Z)-grupo es
B @ Z. Si logramos encontrar un (B, Z)-grupo C' tal que = : C' — B no se
escinde, habremos demostrado que B no es un W-grupo.

Lema

Sean B < A, con A un W-grupo y tal que A/B no es W-grupo. Sea C' un
(B,Z)-grupo y p una escision para = : C — B. Entonces, existe un
(A,Z)-grupo D que es extension de C tal que p no puede extenderse a una
escision paraw : D — A.
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Propiedades de los W-grupos

Teorema

Todo W-grupo numerable es libre.
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Propiedades de los W-grupos

Teorema
Todo W-grupo numerable es libre. J

DemosTRACION: Si A es W-grupo entonces es libre de torsiéon. Supongamos
que A no satisface el criterio de Pontryagin, es decir, que hay un By < A
finitamente generado que no esta contenido en ningln subgrupo puro
finitamente generado de A. Si B es la cerradura pura de By en A, B no sera
finitamente generado.

David J. Fernandez Breton (UNAM-UMSNH) Un problema de &lgebra que resulté indecidible XLII Congreso SMM  13/10/2009 15/31



Propiedades de los W-grupos

Teorema
Todo W-grupo numerable es libre. J

DemosTRACION: Si A es W-grupo entonces es libre de torsiéon. Supongamos
que A no satisface el criterio de Pontryagin, es decir, que hay un By < A
finitamente generado que no esta contenido en ningln subgrupo puro
finitamente generado de A. Si B es la cerradura pura de By en A, B no sera
finitamente generado.Por consiguiente, B es la unién de una cadena estricta
de grupos finitamente generados <Bn]n < w). Por la definicién de cerradura
pura, B/By es de torsion.
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Teorema
Todo W-grupo numerable es libre. J

DemosTRACION: Si A es W-grupo entonces es libre de torsiéon. Supongamos
que A no satisface el criterio de Pontryagin, es decir, que hay un By < A
finitamente generado que no esta contenido en ningln subgrupo puro
finitamente generado de A. Si B es la cerradura pura de By en A, B no sera
finitamente generado.Por consiguiente, B es la unién de una cadena estricta
de grupos finitamente generados <Bn]n < w). Por la definicién de cerradura
pura, B/By es de torsion.Construiremos una cadena de grupos estricta
(C’n|n < w) tal que cada C,, es un (B,,, Z)-grupo libre de torsion, y tal que
m:C = |J C, — B no se pueda escindir.

n<w

David J. Fernandez Breton (UNAM-UMSNH) Un problema de &lgebra que resulté indecidible XLII Congreso SMM  13/10/2009 15/31



Propiedades de los W-grupos

Teorema
Todo W-grupo numerable es libre. J

DemosTRACION: Si A es W-grupo entonces es libre de torsiéon. Supongamos
que A no satisface el criterio de Pontryagin, es decir, que hay un By < A
finitamente generado que no esta contenido en ningln subgrupo puro
finitamente generado de A. Si B es la cerradura pura de By en A, B no sera
finitamente generado.Por consiguiente, B es la unién de una cadena estricta
de grupos finitamente generados <Bn]n < w). Por la definicién de cerradura
pura, B/By es de torsion.Construiremos una cadena de grupos estricta
(C’n|n < w) tal que cada C,, es un (B,,, Z)-grupo libre de torsion, y tal que
m:C = |J C, — B no se pueda escindir.Sea S un conjunto finito de

n<w

generadores de By. Todo morfismo de grupos abelianos o : B — D con
codominio libre de torsién esta completamente determinado por sus valores
enS.
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Propiedades de los W-grupos

Asi, sean {g,|n < w} todas las funciones que van de S en S x Z. Definimos
Cp como By & Z. Una vez que ya conocemos C,,, hay dos casos:
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Propiedades de los W-grupos

Asi, sean {g,|n < w} todas las funciones que van de S en S x Z. Definimos
Cp como By & Z. Una vez que ya conocemos C,,, hay dos casos:

1 Si g, puede extenderse a una escision p para « : C,, — By,
entonces por el lema anterior existe un (B,,+1,Z)-grupo Cy, 41,
que es extension de C,, y tal que p no se extiende a una
escision para 7 : Cpy1 — Bpi1-
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1 Si g, puede extenderse a una escision p para « : C,, — By,
entonces por el lema anterior existe un (B,,+1,Z)-grupo Cy, 41,
que es extension de C,, y tal que p no se extiende a una
escision para 7 : Cpy1 — Bpi1-

2 En caso contrario, tomamos p como cualquier escision para
7 : C, — B,y definimos a C,,;1 igual que en el caso anterior.
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Propiedades de los W-grupos

Asi, sean {g,|n < w} todas las funciones que van de S en S x Z. Definimos
Cp como By & Z. Una vez que ya conocemos C,,, hay dos casos:

1 Si g, puede extenderse a una escisién p para 7 : C,, — By,
entonces por el lema anterior existe un (B,,+1,Z)-grupo Cy, 41,
que es extension de C,, y tal que p no se extiende a una
escision para 7 : Cpy1 — Bpi1-
2 En caso contrario, tomamos p como cualquier escision para
7 : C, — B,y definimos a C,,;1 igual que en el caso anterior.
Asi, tendremos que 7 : C = |J C,, — B no se escinde, pues si lo hiciera

n<w
mediante p: B — C, entonces (In < w)(p | S = gx), luego p | B,, sera una
escision para  : C,11 — B, que extiende a g,, y que se extiende a una
escisiéon para 7 : C,,+1 — Bj,+1. Concluimos que B no es un W-grupo. Esto
es una contradiccion. O
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Propiedades de los W-grupos

Definicién
Sean k € Card y A un grupo abeliano.
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Propiedades de los W-grupos

Definicion
Sean k € Card y A un grupo abeliano.
(i) Decimos que A es k-libre si (VB < A)(|B| < k = B es libre).
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Propiedades de los W-grupos

Definicion
Sean k € Card y A un grupo abeliano.
(i) Decimos que A es k-libre si (VB < A)(|B| < k = B es libre).

(1) Siendo A k-libre y B < A, decimos que B es x-puro en A si A/B es
k-libre.
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Propiedades de los W-grupos

Definicion
Sean k € Card y A un grupo abeliano.
(i) Decimos que A es k-libre si (VB < A)(|B| < k = B es libre).

(1) Siendo A k-libre y B < A, decimos que B es x-puro en A si A/B es
k-libre.

Corolario

Todo W-grupo es X -libre. O
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Propiedades de los W-grupos

Lo que sigue a continuacioén, es generalizar las hipétesis del Criterio de
Pontryagin.

Definicién
Sea A un grupo abeliano. Diremos que A satisface la condicion de Chase si

A es un grupo X -libre tal que todo subgrupo numerable de A esta contenido
en un subgrupo numerable W, -puro en A.
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Propiedades de los W-grupos

Lo que sigue a continuacioén, es generalizar las hipétesis del Criterio de
Pontryagin.

Definicién
Sea A un grupo abeliano. Diremos que A satisface la condicion de Chase si

A es un grupo X -libre tal que todo subgrupo numerable de A esta contenido
en un subgrupo numerable W, -puro en A.

Lema

Sea A un grupo abeliano de orden X,. Entonces, A satisface la condicion de
Chase <= A es la union de una cadena suave de grupos libres numerables
(Aa\a < w) tal que Ay = (0) y que para todo o < w1, An+1 €S Ry-puro en A.

v
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Propiedades de los W-grupos

Teorema

Sea A un grupo abeliano que satisface la condicion de Chase, y que por lo
tanto es, por el lema anterior, la unién de una cadena suave de grupos libres
numerables (Aq|o < wi) con Ag = (0) y Aas1 Ri-puro en A para todo o < w.
Sea

E={a< wllAa no es Xy —puro en A}

(ndtese que E consta de puros ordinales limite). Entonces, A es libre <— FE
no es estacionario en w; .

David J. Fernandez Breton (UNAM-UMSNH) Un problema de &lgebra que resulté indecidible XLII Congreso SMM  13/10/2009 19/31



Propiedades de los W-grupos

Teorema

Sea A un grupo abeliano que satisface la condicion de Chase, y que por lo
tanto es, por el lema anterior, la unién de una cadena suave de grupos libres
numerables (Aq|o < wi) con Ag = (0) y Aas1 Ri-puro en A para todo o < w.
Sea

E={a< wllAa no es Xy —puro en A}

(ndtese que E consta de puros ordinales limite). Entonces, A es libre <— FE
no es estacionario en w; .

David J. Fernandez Breton (UNAM-UMSNH) Un problema de &lgebra que resulté indecidible XLII Congreso SMM  13/10/2009 19/31



Propiedades de los W-grupos

Teorema

Sea A un grupo abeliano que satisface la condicion de Chase, y que por lo
tanto es, por el lema anterior, la unién de una cadena suave de grupos libres
numerables (Aq|o < wi) con Ag = (0) y Aas1 Ri-puro en A para todo o < w.
Sea

E={a< wllAa no es Xy —puro en A}

(ndtese que E consta de puros ordinales limite). Entonces, A es libre <— FE
no es estacionario en w; .

DemosTRACION: (<) Si E no es estacionario, sea (ag}ﬂ < w1) un club que no
intersecta a F, y consideremos los grupos Bs = A, ,. Entonces, <Bg|ﬂ <wy)
sera una cadena suave de grupos cuya union es A.
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Propiedades de los W-grupos

Teorema

Sea A un grupo abeliano que satisface la condicion de Chase, y que por lo
tanto es, por el lema anterior, la unién de una cadena suave de grupos libres
numerables (Aq|o < wi) con Ag = (0) y Aas1 Ri-puro en A para todo o < w.
Sea

E={a< wllAa no es Xy —puro en A}

(ndtese que E consta de puros ordinales limite). Entonces, A es libre <— FE
no es estacionario en w; .

DemosTRACION: (<) Si E no es estacionario, sea (ag}ﬂ < w1) un club que no
intersecta a F, y consideremos los grupos Bs = A, ,. Entonces, <Bg|ﬂ <wi)
serd una cadena suave de grupos cuya unién es A.Observamos que Bg es
N;-puro en A, para todo a < wy, por lo tanto A/Bg es R;-libre. Concluimos
que para todo 8 < ws, Bg+1/Bg es libre.
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Propiedades de los W-grupos

Teorema

Sea A un grupo abeliano que satisface la condicion de Chase, y que por lo
tanto es, por el lema anterior, la unién de una cadena suave de grupos libres
numerables (Aq|o < wi) con Ag = (0) y Aas1 Ri-puro en A para todo o < w.
Sea

E={a< wllAa no es Xy —puro en A}

(ndtese que E consta de puros ordinales limite). Entonces, A es libre <— FE
no es estacionario en w; .

DemosTRACION: (<) Si E no es estacionario, sea (ag}ﬂ < w1) un club que no
intersecta a F, y consideremos los grupos Bs = A, ,. Entonces, <Bg|ﬂ <wi)
serd una cadena suave de grupos cuya unién es A.Observamos que Bg es
N;-puro en A, para todo a < wy, por lo tanto A/Bg es R;-libre. Concluimos
que para todo 8 < wy, Bg+1/Bj es libre.Sin perder generalidad puedo
suponer que By = Ay = (0). Luego A es libre.
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Propiedades de los W-grupos

(=) Supongamos que A es un grupo abeliano libre con base X.
Construiremos una cadena suave (Xa|oz < w1 ) de subconjuntos de X y una
funcién normal f : w; — w; tal que para cada a < wi, X, sera una base de

Af(a)-
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Propiedades de los W-grupos

(=) Supongamos que A es un grupo abeliano libre con base X.
Construiremos una cadena suave (Xa|a < w1 ) de subconjuntos de X y una
funcién normal f : w; — w; tal que para cada a < wi, X, sera una base de
Agq)-Ponemos Xy = gy f(0) = 0. Para el caso cuando o < w; es un ordinal

limite, basta poner X, = |J Xgy f(a) =sup{f(8)|8 < a}.
B<a
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Propiedades de los W-grupos

(=) Supongamos que A es un grupo abeliano libre con base X.
Construiremos una cadena suave (Xa]a < w1 ) de subconjuntos de X y una
funcién normal f : w; — w; tal que para cada a < wi, X, sera una base de
Agq)-Ponemos Xy = gy f(0) = 0. Para el caso cuando o < w; es un ordinal
limite, basta poner X, = |J Xy f(a) = sup{f(8)|3 < a}.Ahora, siya

f<a
conocemos X, tomemos un Y, € [X]=* tal que X, € Yo, Y 0o € Ord tal que
Y, C A,,, a continuacion tomamos Y; € [X]|=“ tal que 4,, C (Y1), y asi por
induccién obtenemos una cadena <Yn}n < w) de subconjuntos numerables de
X que contienen a X, y una sucesion creciente de ordinales (o, |n < w)
mayores que f(«) tales que para cada n < w, se tiene que
Yn g Aan g <Yn+1>-
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Agq)-Ponemos Xy = gy f(0) = 0. Para el caso cuando o < w; es un ordinal
limite, basta poner X, = |J Xy f(a) = sup{f(8)|3 < a}.Ahora, siya

f<a
conocemos X, tomemos un Y, € [X]=* tal que X, € Yo, Y 0o € Ord tal que
Y, C A,,, a continuacion tomamos Y; € [X]|=“ tal que 4,, C (Y1), y asi por
induccién obtenemos una cadena <Yn}n < w) de subconjuntos numerables de
X que contienen a X, y una sucesion creciente de ordinales (o, |n < w)
mayores que f(«) tales que para cada n < w, se tiene que
Y, C Ay, C (Yny1).Sihacemos Xop1 = U Yoy fla+ 1) = sup{oa|n < w},

n<w
entonces X1 serabasede A1) = U Ao, = U (Ya).
n<w n<w
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Propiedades de los W-grupos

(=) Supongamos que A es un grupo abeliano libre con base X.
Construiremos una cadena suave (Xa’a < w1 ) de subconjuntos de X y una
funcién normal f : w; — w; tal que para cada a < wi, X, sera una base de
Agq)-Ponemos Xy = gy f(0) = 0. Para el caso cuando o < w; es un ordinal
limite, basta poner X, = |J Xy f(a) = sup{f(8)|3 < a}.Ahora, siya

f<a

conocemos X, tomemos un Y, € [X]=* tal que X, € Yo, Y 0o € Ord tal que
Y, C A,,, a continuacion tomamos Y; € [X]|=“ tal que 4,, C (Y1), y asi por
induccién obtenemos una cadena <Yn}n < w) de subconjuntos numerables de
X que contienen a X, y una sucesion creciente de ordinales (o, |n < w)
mayores que f(«) tales que para cada n < w, se tiene que

Y, C Ay, C (Yny1).Sihacemos Xop1 = U Yoy fla+ 1) = sup{oa|n < w},

n<w
entonces X1 serabasede A1) = U Ao, = U (Ya). Paracada
n<w n<w

o < wy, al ser A/Ay 4 grupo libre con base {z + Ay |z € X \ Xo}, en
particular es R;-libre y por lo tanto Ay, sera X;-puro en A, por lo cual
{f(@)|a < w1} sera un conjunto cerrado
y no acotado que no intersecta a E.
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Es consistente que todo W-grupo es libre

Teorema

Sea k € Card regular y E un subconjunto estacionario en x. Entonces, V = L
implica que hay una sucesién (S.|a € E) con S, C o para todo o € E y tal

que dado cualquier X C &, el conjunto {« € E|X Na = S,} es estacionario
enek.
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Es consistente que todo W-grupo es libre

Teorema

Sea k € Card regular y E un subconjunto estacionario en x. Entonces, V = L
implica que hay una sucesién (S.|a € E) con S, C o para todo o € E y tal
que dado cualquier X C &, el conjunto {« € E|X Na = S,} es estacionario
enek.

Corolario

Sea B la union de una cadena suave estricta de conjuntos numerables

(Ba|a < w1), Y un conjunto numerable, y E C w, estacionario. Entonces, hay
una sucesion (g, : Bo, — B, X Y]a € E) tal que para toda funcion

h:B — B xY que (Vo € E)(h[B,] C B, xY), entonces existe « € E tal que
h'l Ba = ga-
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Es consistente que todo W-grupo es libre

Teorema

Sea B la unién de una cadena suave estricta (B, ]a < wy) de grupos libres

numerables tales que E = {a < wq ’Ba+1 /Bq 1o es libre} es estacionario en
w1 . Entonces, B no es un W-grupo.
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Es consistente que todo W-grupo es libre

Teorema

Sea B la unién de una cadena suave estricta (B, ]a < wy) de grupos libres

numerables tales que E = {a < wq ]BQH /Bq 1o es libre} es estacionario en
w1 . Entonces, B no es un W-grupo.

DemosTRACION: Definiremos una cadena de grupos (Ca]a < wy) tal que cada
C, seaun (B,,Z)-grupo y su union C sea un (B, Z)-grupo tal que = : C' — B
no se escinda.
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Sea B la unién de una cadena suave estricta (B, ]a < wy) de grupos libres

numerables tales que E = {a < wq ]BQH /Bq 1o es libre} es estacionario en
w1 . Entonces, B no es un W-grupo.

DemosTRACION: Definiremos una cadena de grupos (Ca]a < wy) tal que cada
C, seaun (B,,Z)-grupo y su union C sea un (B, Z)-grupo tal que = : C' — B
no se escinda.Por el corolario anterior, tenemos funciones

{ga : B4 — Ba % Z|a € E'} tales que para cada h : B — B x Z que cumpla
wh = idp, tendremos que idp, = idp | By = (7h) | B, = w(h | B,), lo cual
nos dice que h[B,] C B, x Z.
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C, seaun (B,,Z)-grupo y su union C sea un (B, Z)-grupo tal que = : C' — B
no se escinda.Por el corolario anterior, tenemos funciones

{ga : B4 — Ba % Z|a € E'} tales que para cada h : B — B x Z que cumpla
wh = idp, tendremos que idp, = idp | By = (7h) | B, = w(h | B,), lo cual
nos dice que h[B,] C B, x Z.Por lo tanto, hay un g € E talque h | Bg = gg.
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Es consistente que todo W-grupo es libre

Sea C cualquier (By, Z)-grupo. Si « es un ordinal limite, entonces hacemos

C, = U Cgs. Ahora, si conocemos C,, para definir C,,1; hay dos casos:
B<a
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C, = U Cgs. Ahora, si conocemos C,, para definir C,,1; hay dos casos:
B<a

1 Siae€e Eyg,: By — By X Z €S una escision para
7 : Cq — Bg. Entonces hay una extensién C,, de C, tal que
es un (B,+1,Z)-grupo de tal suerte que g, no puede
extenderse a una escision para 7w : Coy1 — Bag1.
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es un (B,+1,Z)-grupo de tal suerte que g, no puede
extenderse a una escision para 7w : Coy1 — Bag1.

2 Sia ¢ Fobiensig, : B, — By X Z N0 €S Una escision para
7 : Cq — By, entonces tomamos C,,; como cualquier
(Ba+1,Z)-grupo que extienda a C.,.

David J. Fernandez Breton (UNAM-UMSNH) Un problema de &lgebra que resulté indecidible XLII Congreso SMM  13/10/2009 23/31



Es consistente que todo W-grupo es libre

Sea Cj cualquier (By, Z)-grupo. Si « es un ordinal limite, entonces hacemos

C, = U Cgs. Ahora, si conocemos C,, para definir C,,1; hay dos casos:
B<a

1 Siae€e Eyg,: By — By X Z €S una escision para
7 : Cq — Bg. Entonces hay una extensién C,, de C, tal que
es un (B,+1,Z)-grupo de tal suerte que g, no puede
extenderse a una escision para 7w : Coy1 — Bag1.

2 Sia ¢ Fobiensig, : B, — By X Z N0 €S Una escision para
7 : Cq — By, entonces tomamos C,,; como cualquier
(Ba+1,Z)-grupo que extienda a C.,.

David J. Fernandez Breton (UNAM-UMSNH) Un problema de &lgebra que resulté indecidible XLII Congreso SMM  13/10/2009 23/31



Es consistente que todo W-grupo es libre

Sea Cj cualquier (By, Z)-grupo. Si « es un ordinal limite, entonces hacemos

C, = U Cgs. Ahora, si conocemos C,, para definir C,,1; hay dos casos:
B<a

1 Siae€e Eyg,: By — By X Z €S una escision para
7 : Cq — Bg. Entonces hay una extensién C,, de C, tal que
es un (B,+1,Z)-grupo de tal suerte que g, no puede
extenderse a una escision para 7w : Coy1 — Bag1.

2 Sia ¢ Fobiensig, : B, — By X Z N0 €S Una escision para
7 : Cq — By, entonces tomamos C,,; como cualquier
(Ba+1,Z)-grupo que extienda a C.,.
Ponemos C' = |J C,. Sihubiera una escision p : B — C, entonces habria

a<wy

un « € E tal que p | B, = ga, pero esto contradiria la definicion de C,, 1. Es
por ello que 7 no se escinde y consecuentemente B no es un W-grupo. O
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Es consistente que todo W-grupo es libre

Teorema (Shelah)
ZFC +V = L implica que todo W-grupo de cardinalidad X, es libre. J
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Es consistente que todo W-grupo es libre

Teorema (Shelah)
ZFC +V = L implica que todo W-grupo de cardinalidad X, es libre. J

DemosTRACION: Sea A un W-grupo de orden X;. Si A no satisfaciera la
condicion de Chase, habria un By < A numerable tal que paratodo C < A
numerable con By C C, hay un C' < A numerable tal que C’/C no es libre.
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Teorema (Shelah)
ZFC +V = L implica que todo W-grupo de cardinalidad X, es libre. J

DemosTRACION: Sea A un W-grupo de orden X;. Si A no satisfaciera la
condicion de Chase, habria un By < A numerable tal que paratodo C < A
numerable con By C C, hay un C’ < A numerable tal que C’/C no es libre.En
particular, hay un B; < A numerable tal que B, /By no es libre. Y si
conocemos B, < A numerable con By C B,, entonces si o < w; existira un
Ba+1 < Anumerable tal que B,1/B, no es libre. Si o es un ordinal limite,

definimos simplemente B, = |J Bgs.
B<a
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ZFC +V = L implica que todo W-grupo de cardinalidad X, es libre. J

DemosTRACION: Sea A un W-grupo de orden X;. Si A no satisfaciera la
condicion de Chase, habria un By < A numerable tal que paratodo C < A
numerable con By C C, hay un C’ < A numerable tal que C’/C no es libre.En
particular, hay un B; < A numerable tal que B, /By no es libre. Y si
conocemos B, < A numerable con By C B,, entonces si o < w; existira un
Ba+1 < Anumerable tal que B,1/B, no es libre. Si o es un ordinal limite,
definimos simplemente B, = |J Bgs.Tenemos asi una cadena suave estricta
B<a
de subgrupos numerables de A, (Ba|oz < wy), tal que para cada o < wy,
B,i1/Boanoeslibreytalque A= |J Ba.

a<wi
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Es consistente que todo W-grupo es libre

Teorema (Shelah)
ZFC +V = L implica que todo W-grupo de cardinalidad X, es libre. J

DemosTRACION: Sea A un W-grupo de orden X;. Si A no satisfaciera la
condicion de Chase, habria un By < A numerable tal que paratodo C < A
numerable con By C C, hay un C’ < A numerable tal que C’/C no es libre.En
particular, hay un B; < A numerable tal que B, /By no es libre. Y si
conocemos B, < A numerable con By C B,, entonces si o < w; existira un
Ba+1 < Anumerable tal que B,1/B, no es libre. Si o es un ordinal limite,

definimos simplemente B, = |J Bgs.Tenemos asi una cadena suave estricta
B<a

de subgrupos numerables de A, (Ba|oz < wy), tal que para cada o < wy,
B.t+1/B,noeslibreytalque A= |J B,.En particular,

a<wi
{a < w1|Bay1/Ba no es libre} = wy, el cual es estacionario en w1, por lo que
el teorema anterior asegura que A no es un W-grupo y esto es
autocontradictorio. Por lo tanto A satisface la condicién de Chase
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Es consistente que todo W-grupo es libre

En consecuencia, A es la unién de una cadena suave de grupos libres
numerables (A, | < wy) con Ay = (0) y tal que para cada o < wy, Aq41 €S
N;-puro en A.
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Es consistente que todo W-grupo es libre

En consecuencia, A es la unidén de una cadena suave de grupos libres
numerables (A, | < wy) con Ay = (0) y tal que para cada o < wy, Aq41 €S
Ni-puro en A.Sea E = {a < w; |Aa no es Nj—puroen A}y

E' = {o < w1|Aa41/Aq no es libre}. Por el teorema anterior, dado que A es
un W-grupo entonces E’ no es estacionario.
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Es consistente que todo W-grupo es libre

En consecuencia, A es la unidén de una cadena suave de grupos libres
numerables (A, | < wy) con Ay = (0) y tal que para cada o < wy, Aq41 €S
Ni-puro en A.Sea E = {a < w; |Aa no es Nj—puroen A}y

E' = {o < w1|Aa41/Aq no es libre}. Por el teorema anterior, dado que A es
un W-grupo entonces E’ no es estacionario.Pero resulta que se puede
demostrar que E' = E, luego E no es estacionario, y asi obtenemos que A es
libre. O
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Es independiente que todo W-grupo es libre

Teorema

Hay un grupo abeliano A de cardinalidad X, que satisface la condicion de
Chase pero que no es libre.
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Es independiente que todo W-grupo es libre

Teorema

Hay un grupo abeliano A de cardinalidad X, que satisface la condicion de
Chase pero que no es libre.

DemosTRACION: Definimos una cadena suave (A, |« < wi) de grupos
numerables, con Ay = (0), tales que (Va < wy)(A, es libre),

(VB < a < w1)(An/Ap+1 es libre), y para cada ordinal limite o < w1, Ag41/Aa
no es libre.
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Es independiente que todo W-grupo es libre

Teorema

Hay un grupo abeliano A de cardinalidad X, que satisface la condicion de
Chase pero que no es libre.

DemosTRACION: Definimos una cadena suave (A, |« < wi) de grupos
numerables, con Ay = (0), tales que (Va < wy)(A, es libre),

(VB < a < w1)(An/Ap+1 es libre), y para cada ordinal limite o < w1, Ag41/Aa
no es libre.Una vez que tengamos esto, bastara poner A= |J A, para

a<wy

obtener lo deseado:
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Teorema

Hay un grupo abeliano A de cardinalidad X, que satisface la condicion de
Chase pero que no es libre.

DemosTRACION: Definimos una cadena suave (A, |« < wi) de grupos
numerables, con Ay = (0), tales que (Va < wy)(A, es libre),

(VB < a < w1)(An/Ap+1 es libre), y para cada ordinal limite o < w1, Ag41/Aa
no es libre.Una vez que tengamos esto, bastara poner A= |J A, para

a<wiy
obtener lo deseado: A satisface la condicién de Chase, y la ultima condicién
de la cadena nos dice que el conjunto de o < w; tales que A, no es X;-libre
consta al menos de todos los ordinales limite, luego dicho conjunto es
estacionario.
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Es independiente que todo W-grupo es libre

Teorema

Hay un grupo abeliano A de cardinalidad X, que satisface la condicion de
Chase pero que no es libre.

DemosTRACION: Definimos una cadena suave (A, |« < wi) de grupos
numerables, con Ay = (0), tales que (Va < wy)(A, es libre),

(VB < a < w1)(An/Ap+1 es libre), y para cada ordinal limite o < w1, Ag41/Aa
no es libre.Una vez que tengamos esto, bastara poner A= |J A, para

a<wiy
obtener lo deseado: A satisface la condicién de Chase, y la ultima condicién
de la cadena nos dice que el conjunto de o < w; tales que A, no es X;-libre
consta al menos de todos los ordinales limite, luego dicho conjunto es
estacionario. Ay = (0). Si a es ordinal limite y conocemos A para cada
8 < a < wi, entonces escogemos una sucesién estrictamente creciente
{an|n < w) con limite o ta que cada «, sea un ordinal sucesor. Ponemos
Ao = U Aa,.

n<w
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Es independiente que todo W-grupo es libre

Ahora supdngase que conocemos A,, y que queremos definir A, 1, para
«a < wi. Entonces tenemos dos casos:
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Ahora supdngase que conocemos A,, y que queremos definir A, 1, para
«a < wi. Entonces tenemos dos casos:

1 « no es limite. Entonces, hacemos A,.1 = A, © Z.
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Es independiente que todo W-grupo es libre

Ahora supdngase que conocemos A,, y que queremos definir A, 1, para
«a < wi. Entonces tenemos dos casos:
1 « no es limite. Entonces, hacemos A,.1 = A, © Z.
2 « es un ordinal limite. Nuevamente tomamos una sucesién
estrictamente creciente (o, |n < w) con limite «, y de tal forma
que cada «,, sea un ordinal sucesor y «ag = 0.
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Es independiente que todo W-grupo es libre

Ahora supdngase que conocemos A,, y que queremos definir A, 1, para
«a < wi. Entonces tenemos dos casos:

1 « no es limite. Entonces, hacemos A,.1 = A, © Z.

2 « es un ordinal limite. Nuevamente tomamos una sucesién
estrictamente creciente (o, |n < w) con limite «, y de tal forma
que cada «,, sea un ordinal sucesor y «y = 0.Hay una cadena
suave (X, |n < w) de tal forma que cada X,, es base de A, .
Paracadal <n < w escogemos un z, € X, \ X,_1.
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Es independiente que todo W-grupo es libre

Ahora supdngase que conocemos A,, y que queremos definir A, 1, para
«a < wi. Entonces tenemos dos casos:

1 « no es limite. Entonces, hacemos A,.1 = A, © Z.

2 « es un ordinal limite. Nuevamente tomamos una sucesién
estrictamente creciente (o, |n < w) con limite «, y de tal forma
que cada «,, sea un ordinal sucesor y «y = 0.Hay una cadena
suave (X, |n < w) de tal forma que cada X,, es base de A, .
Paracadal < n < w escogemos un z,, € X,, \ X,,_1.Sea, para
cadan <w,Y, =X, \ {z,} y sea B el subgrupo de A,
generado por |J Y.

n<w
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estrictamente creciente (o, |n < w) con limite «, y de tal forma
que cada «,, sea un ordinal sucesor y «y = 0.Hay una cadena
suave (X, |n < w) de tal forma que cada X,, es base de A, .
Paracadal < n < w escogemos un z,, € X,, \ X,,_1.Sea, para
cadan <w,Y, =X, \ {z,} y sea B el subgrupo de A,
generado por |J Y,.Sea P = [] (z,,),yparacadal <m < w

n<w n=1

n!

n>m

sea
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Ahora supdngase que conocemos A,, y que queremos definir A, 1, para
«a < wi. Entonces tenemos dos casos:

1 « no es limite. Entonces, hacemos A,.1 = A, © Z.

2 « es un ordinal limite. Nuevamente tomamos una sucesién
estrictamente creciente (o, |n < w) con limite «, y de tal forma
que cada «,, sea un ordinal sucesor y «y = 0.Hay una cadena
suave (X, |n < w) de tal forma que cada X,, es base de A, .
Paracadal < n < w escogemos un z,, € X,, \ X,,_1.Sea, para
cadan <w,Y, =X, \ {z,} y sea B el subgrupo de A,
generado por |J Y,.Sea P = [] (z,,),yparacadal <m < w

n<w n=1

n!

n>m

sea

Definimos A,.; como el subgrupo de B & P generado por
Ay U {zm’1 <m < w}.
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Es independiente que todo W-grupo es libre

Teorema

ZFC + MA + 2% > X, implica que todo grupo abeliano de cardinalidad X,
que satisface la condicion de Chase es un W-grupo.
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Es independiente que todo W-grupo es libre

Teorema

ZFC + MA + 2% > X, implica que todo grupo abeliano de cardinalidad X,
que satisface la condicion de Chase es un W-grupo.

DemOSTRACION: Sea A un grupo de cardinalidad R; que satisface la condicién
de Chase, y 7 : B — A un epimorfismo con ker(7) & Z.
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Es independiente que todo W-grupo es libre

Teorema

ZFC + MA + 2% > X, implica que todo grupo abeliano de cardinalidad X,
que satisface la condicion de Chase es un W-grupo.

DemOSTRACION: Sea A un grupo de cardinalidad R; que satisface la condicién
de Chase, y 7 : B — A un epimorfismo con ker(n) 2 Z.SeaP={p: S — B ¢
Hom(S, B)|mg = ids A (S es un subgrupo finitamente generado puro en A)},
equipado con la relacion de preorden p < < 9 C .
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Es independiente que todo W-grupo es libre

Teorema

ZFC + MA + 2% > X, implica que todo grupo abeliano de cardinalidad X,
que satisface la condicion de Chase es un W-grupo.

DemOSTRACION: Sea A un grupo de cardinalidad R; que satisface la condicién
de Chase, y 7 : B — A un epimorfismo con ker(n) 2 Z.SeaP={p: S — B ¢
Hom(S, B)|mg = ids A (S es un subgrupo finitamente generado puro en A)},
equipado con la relacion de preorden ¢ < < 1 C p.Entonces, P es un
conjunto preordenado no vacio, y cumple c.c.c. (esto Ultimo es bastante
latoso de demostrar).
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Es independiente que todo W-grupo es libre

Teorema

ZFC + MA + 2% > X, implica que todo grupo abeliano de cardinalidad X,
que satisface la condicion de Chase es un W-grupo.

DemOSTRACION: Sea A un grupo de cardinalidad R; que satisface la condicién
de Chase, y 7 : B — A un epimorfismo con ker(n) 2 Z.SeaP={p: S — B ¢
Hom(S, B)|mg = ids A (S es un subgrupo finitamente generado puro en A)},
equipado con la relacion de preorden ¢ < < 1 C p.Entonces, P es un
conjunto preordenado no vacio, y cumple c.c.c. (esto Ultimo es bastante
latoso de demostrar).Para cada a € A, sea D, = {¢ € P|a € dom(y)}, y
resulta mas o menos rutinario observar que D, es denso en PP.
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Es independiente que todo W-grupo es libre

Teorema

ZFC + MA + 2% > X, implica que todo grupo abeliano de cardinalidad X,
que satisface la condicion de Chase es un W-grupo.

DemOSTRACION: Sea A un grupo de cardinalidad R; que satisface la condicién
de Chase, y 7 : B — A un epimorfismo con ker(n) 2 Z.SeaP={p: S — B ¢
Hom(S, B) |7rgo =idg A (S es un subgrupo finitamente generado puro en A)},
equipado con la relacion de preorden ¢ < < 1 C p.Entonces, P es un
conjunto preordenado no vacio, y cumple c.c.c. (esto Ultimo es bastante
latoso de demostrar).Para cada a € A, sea D, = {p € IP’|a € dom(p)},y
resulta mas o menos rutinario observar que D, es denso en IP.Por lo tanto,
M A nos asegura que, siD = {Da|a € A}, entonces hay un filtro G que es
D-genérico.
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Es independiente que todo W-grupo es libre

Es claro que, al ser G filtro, g = | J G ser& una funcion, y por ser D-genérico
tendremos que A = dom(g).
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Es independiente que todo W-grupo es libre

Es claro que, al ser G filtro, g = | J G ser& una funcion, y por ser D-genérico
tendremos que A = dom(g).Ademas, g cumple con la siguiente propiedad:
Paracada F € [A]<“ hay una f ¢ Ptalque F Cdom(f)yg | F=f[F.En
efecto, al ser F = {ay,...,an}, hay elementos ¢1,..., g, € P tales que

(Vi en+1\{0})(g;: € GN D,,), al ser G un filtro y n finito, existe una h € G
que extiende a todas las f;, h es el elemento que estamos buscando.
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Es claro que, al ser G filtro, g = | J G ser& una funcion, y por ser D-genérico
tendremos que A = dom(g).Ademas, g cumple con la siguiente propiedad:
Paracada F € [A]<“ hay una f ¢ Ptalque F Cdom(f)yg | F=f[F.En
efecto, al ser F = {ay,...,an}, hay elementos ¢1,..., g, € P tales que
(Vien+1\{0})(g; € GN D,,), al ser G un filtro y n finito, existe una h € G
que extiende a todas las f;, h es el elemento que estamos buscando.
Finalmente, g es homomorfismo: pues si a,b € A entonces hay una f € P tal
que f | {a,b,a+ b} =g | {a,b,a + b}, luego

gla+b) = fla+b) = f(a) + f(b) = g(a) + g(b). Ademas, tenemos que
mg(a) = 7(f(a)) = a,luego mg = id 4 y g €s escision para =, con lo cual
concluimos que A es un W-grupo. O
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Es independiente que todo W-grupo es libre

[ Devlin, Keith J. Constructibility, Perspectives in Mathematical Logic.
Springer-Verlag.
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[ Devlin, Keith J. Constructibility, Perspectives in Mathematical Logic.
Springer-Verlag.

[3 Eklof, Paul C., “Whitehead Problem is Undecidable"; American
Mathematical Monthly 83 10 (1976), 775-788.
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Es independiente que todo W-grupo es libre

Si te interesan las notas sobre este tema, pidemelas escribiendo a:

davidfb@matmor.unam.mx
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