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1. Recordatorio, hechos basicos

Axioma (Fundacién o Regularidad).
VX)X #0=EFre X)(XNz=0))

Observacién 1. Una aplicacién interesante del Axioma de Fundacién es para demostrar que (Vz)(z ¢ z). En
efecto, pues suponiendo por el contrario que para algin x tenemos x € z, entonces resulta que el conjunto {x}
(que existe por el axioma del par) no satisface fundacién, dado que todos sus elementos, es decir, x, satisface que
rexn{z} #2.

Ejercicio 1. Demuestre que no existen conjuntos xi,...,x, tales que x1 € xo € -+ € x, € 1. (Sugerencia:
considere el conjunto {x1,...,2,} y utilice el axioma de fundacion.)

Axioma (Reemplazo). Este es en realidad un esquema de azioma: sea p(x,y) una funcidn proposicional. Entonces,
la proposicion
(Vz)Aly)(e(x,y)) = (VA)EB)(Vy)(y € B «= (3z € A)(p(2,y)))

es un arioma.

Observaciones 2.

1. Aterricemos lo que nos dice el Axioma de Reemplazo: la funcién proposicional ¢(x,y) puede interpretarse
como una especie de “relacién” cuyo “dominio” es todo el universo de conjuntos V, y a la cual no hace dano
denotar por R,. Asi, tenemos que 2R,y <= ¢(z,y). Ahora bien, si el antecedente en el condicional del
axioma es verdadero, entonces R, se comporta como una funcién con dominio V, es decir, para cada x € V
hay un tnico y tal que zR,y. Asi, podemos denotar a esta funcién como F, : V. — V, lo cual quiere decir
que para cada x representaremos por F,(z) al dnico y tal que Ry, es decir, que ¢(z,y). De esta forma,
lo que el axioma de reemplazo viene a decirnos es que siempre que tengamos una “funcién” (definible en
términos de una funcién proposicional de dos variables en el lenguaje de la teorfa de conjuntos!) sobre todo
el universo F : V — V| entonces la imagen F[A] de todo conjunto A es a su vez un conjunto.

2. En particular, el Axioma de Reemplazo nos permite prescindir del axioma de comprensién. En efecto, sea
©(z) una funcién proposicional. Entonces, es ficil ver que la funcién proposicional ¥ (z,y) dada por

Y(x,y) = (p(@) ANy = {z}) V (mp(z) Ny = @)

define una “funcién” Fy : V — V dada por

Fy(z) = {{x}v o(z)

5 —p(x)
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ahora basta notar que, para cada conjunto A, por el axioma de reemplazo junto con el axioma de unién existe

elconjunto  J y= U Fy(@)=| U{z} |U| U @| ={z € Alp(x)}, que es justamente aquél cuya
yeFy 4] vea R o)

existencia nos aseguraba el axioma de comprension. De hecho, el axioma de reemplazo es estrictamente mas
fuerte que el axioma de comprensién, pues es posible demostrar que podria cumplirse este ultimo sin que el

primero se cumpliera.

3. Asimismo el axioma de reemplazo, junto con el axioma del conjunto potencia, nos permiten prescindir del
axioma del par. Dado que existe el conjunto &, por el axioma del conjunto potencia existe el conjunto
p(@) = {@}. Por una segunda aplicacién del axioma del conjunto potencia existe el conjunto p(p(2)) =

p({2}) = {2,{@}} =: X. En este punto, notemos que X es un conjunto que contiene exactamente dos
elementos: @ y {&}. Asi, sean A y B conjuntos arbitrarios. Consideremos la funcién proposicional ¢(z,y)
dada por:

pa,y)= (=2 Ay=A)V (@={2} Ay=B) V[ #2)A(x£{B}) Ay = o).

Es claro que ¢(z,y) define la “funcién” F, : V. — V dada por

A, x=0
Fo(z) = {B; v ={o}
J; otro caso.

Luego, por el axioma de reemplazo existe el conjunto F,[X] = F,[{@,{@}}] = {F,(9),F,({@})} = {4, B};
que es justamente el conjunto cuya existencia garantizaba el axioma del par. Sobra decir que el axioma de
reemplazo es mas fuerte que el axioma del par, pues puede construirse un universo de teoria de conjuntos
donde se cumpla el axioma del par pero no el axioma de reemplazo.

Definicién 3. Un conjunto A es transitivo si (Vx € A)(z C A).

Ejercicio 2. Sea A un conjunto. Demuestre que las siguientes tres proposiciones son equivalentes:
(i) A es transitivo.
(1) Vr,ye A)(x eyec A=z c A).

(ii7) A C p(A).

(iv) U = CA.
TEA

Ejemplos 4. (i) {2, {2}, {{2}}}.
(i) {2,{2}, {{z}}, {2, {9}}}.
(i) {2,{2},{2,{2}}}-

(iv) {2, {{2}}} no es transitivo.

Ejercicio 3. Sea {X,} una familia de conjuntos transitivos. Entonces, |J Xo v [\ Xa son transitivos.
acA a€A a€EA

2. Conjuntos bien ordenados

Definicién 5. Sea (L, <) un conjunto totalmente ordenado, y S C L. Decimos que S es un segmento inicial de
L si(Vae S)(Vx e L)(x <a=x €S). Si ademds S # L, decimos que L es un segmento propio.

Lema 6. Sea (W, <) un conjunto bien ordenado y S un segmento inicial propio de W. Entonces (3a € W)(S =
{x e W|z < a} = Wla]).



DEMOSTRACION: Al ser S C W, tenemos que W\ S # @, por lo tanto (Ja)(a = min(W \ 5)). Afirmamos que
S = Wila]. Sea x € Wa], luego x < a por lo tanto no puede ocurrir que z € W\ S (pues lo contrario contradiria la
minimalidad de a) por lo tanto x € S'y W{a] C S. Ahora, si suponemos que W{a] C S entonces hay un z € S\ W/a).
Luego, x € Sy x > a. Como a € S, concluimos que z # a. Por lo tanto, x € S y x > a, y al ser S un segmento
inicial concluimos que a € S, lo cual es contradictorio. Por lo tanto S = W/a]. O

Lema 7. Sea (W, <) un conjunto bien ordenado y f : W — W una funcidn creciente. Entonces (Vo € W)(f(x) > x).

DEMOSTRACION: Supongamos lo contrario, es decir, {z € W’x > f(x)} # @, luego este conjunto tiene un
elemento minimo . Pero entonces, al ser f creciente, tenemos que f(x) > f(f(z)), y esto contradice la minimalidad
de x. O

Corolario 8.

(1) Ningin conjunto bien ordenado es isomorfo a uno de sus segmentos iniciales propios.
(it) Todo conjunto bien ordenado tiene un unico automorfismo.

(#i1) Si Wy = Ws como conguntos bien ordenados, entonces el isomorfismo entre ellos es tnico.
DEMOSTRACION:

(i) Supéngase que para algin a € W, f : W — W/a]. En particular, f es creciente, luego por el lema 7 tenemos
que (Vz € W)(f(z) > z). Por otro lado, a € Wy f(a) € W{a], por lo tanto f(a) < a, lo cual es absurdo.

(ii) Sea f : W - W. Entonces, dado que (Vz,y € W)(f(z) < f(y) <= =z < y), concluimos que tanto f
como inv(f) son crecientes. Luego, por el lema 7, dado x € W tenemos que inv(f)(z) > x. Luego, z =
flnv(f)(z)) > f(z) y por lo tanto, como también (por el lema 7) f(x) > x, esto implica que f(z) = x. Asi,
(Vz € W)(f(x) = z), por lo tanto f = idw.

S~ ~
(iii) Sean Wi ~5 Wa, luego f oinv(g) : Wo — Wh, cuya inversa es g o inv(f). Por lo tanto, f oinv(g) = idw, =
g oinv(f), lo cual implica que f = g.

O

Teorema 9 (Tricotomia). Sean (Wi, <) y (Wa, <) conjuntos bien ordenados. Entonces, se cumple una y sdlo una
de las siguientes proposiciones:

(1) Wy =W,
(ZZ) (Ela S WQ)(Wl = Wg[a]), 0
(i) (3a € Wh)(Wa = W1 [a]).

DEMOSTRACION: Veamos primero que (i), (i¢) y (i44) son mutuamente excluyentes: si se cumple (7), entonces
suponiendo que se cumpliera ademds (i7) tendriamos que Wy = W; = Wslal, lo cual es contradictorio por el
corolario 8 parte (7); similarmente es contradictorio que se cumplan simultédneamente (i) y (ziz). Ahora supongamos
que se cumplen simultdneamente (i7) y (ii¢): entonces, si por ejemplo W; = Whla] y Wo = Wy [b], tendriamos
(suponiendo que f : Wa — W1[b]) que Wy = (W1[b))[f(a)] = Wi[min{b, f(a)}], contradiccién con el corolario 8
parte (i).

Veamos ahora que se cumple una de las opciones (4), (i7) o (4it). Sea

fi=A{(x,y) € Wi x Wa|Wi[z] = Waly]}.

Observemos que si (z,y), (z,y’) € f, entonces Waly'] = Wilz] & Walyl, luego y = y'. Similarmente, si
(z,y), (2',y) € f = x = 2'. Por lo tanto, f es una funcién y es inyectiva. Ahora, supongamos que x € dom(f) y
que 2’ < x. Entonces, Wi[z] & Wa[f(z)], sea g : Wi[z] — Wa[f(x)]. Comprobemos que h =g | Wy[z'] : W1[2] —
Walg(2')] es un isomorfismo: h es inyectiva ya que g lo es, y para z,z’ € Wi[z'], tenemos que z < 2/ < ¢(z) <
9(z") <= h(z) < h(2'). S6lo resta ver que h es suprayectiva: sea w € Wa[g(z')]. Entonces, w < g(a'); al ser g iso-
morfismo hay un a < z tal que g(a) = w < g(z’), como g era creciente tenemos que a < z’ y por lo tanto a € W{z']
con h(a) = w. Luego, W1[z'] = Wa[g(z)], con lo cual (2, g(z’)) € f. Por ello, 2’ € dom(f) y f(z') = g(z') < f(z).



Esto nos dice que dom(f) es un segmento inicial de W7, y ademds que f es creciente. Realizando razonamientos por
completo andlogos, podemos concluir que ran(f) es un segmento inicial de Wa; y que ademds inv(f) es creciente.
Por lo tanto, f es un isomorfismo de su dominio en su rango. Si dom(f) = Wy y ran(f) = W entonces se cumple
(7); si dom(f) = W7 y ran(f) es segmento inicial propio de Wy entonces se cumple (ii); finalmente, si dom(f) es
segmento inicial propio de Wi y ran(f) = W5 entonces se cumple (ii7). En principio, hay una cuarta posibilidad,
a saber, que tanto dom(f) como ran(f) sean segmentos iniciales propios de Wy y de Wa, respectivamente; veamos
que esto no puede suceder. Pues en tal caso, hay elementos a € Wy y b € Wy tales que f : Wila] — Wa[b]. Sea
x = min(W1\Wila]) y y = min(Wa\ Ws[b]). Es facil comprobar que = a, y = by que Wila]U{a} (resp. Wa[b]U{b})
es un segmento inicial de Wy (resp. de Wa); luego hay elementos ¢ € Wy y d € W tales que Wila] U {a} = Wi[c] y
Wo[b] U {b} = Wald]. Sea g : Wi[c] — W>[d] dada por

o) = {f(z); z<a

y=b r=a=z.

Resulta inmediato comprobar que h es un isomorfismo, luego (¢,d) € f; es decir, ¢ € dom(f) y d € ran(f), con
a<c b<dydom(f), ran(f) segmentos iniciales, lo cual nos permite inferir que a € dom(f) y b € ran(f), y esto
resulta ser irremediablemente un absurdo. O

3. Los ordinales ¢ la Von Neumann

Definicién 10. Un conjunto o es un ndmero ordinal si es transitivo y € N (a X «) es un orden total en «.
Ejemplos 11. &, {0} =1,{2,{o}} =2, n={0,1,...,n— 1}, w={0,1,...}.

Ejercicio 4. Si « es un nimero ordinal, entonces EN(axa) es un buen orden en . (Sugerencia: Dado @ # X C «,
utilize el axioma de fundacion para encontrar un x € X tal que N X = &, compruebe que de hecho © = min(X).)

Proposicién 12. Si « es un ndmero ordinal, entonces S(a) := aU {a} también lo es.

DEMOSTRACION: a U {a} es en efecto transitivo: si z € a U {a} entonces © € o 0 x = a, si « € o entonces (ya
que « es transitivo) © C o C a U {a}; mientras que si © = « entonces z C a U {a}.

Ademids, a U {a} estd totalmente ordenado por €: pues si z,y € aU{a} y # # y entonces hay tres casos: puede
ocurrir que x,y € «, en cuyo caso ¢ € y o y € x debido a que « es ordinal. Si, por otra parte, xt € a y y = «
entonces x € y; mientras que si y € @ y & = « entonces y € x. Por lo tanto a U {a} es también un nimero ordinal.

O
Definicién 13. Sean a, 3 € Ord.
(i) a+1:=85(a) =aU{a}.
(#4) Decimos que o es un ordinal sucesor si (35)(5 es ordinal A = 5+ 1).
(#i1) Decimos que o es un ordinal limite si no es un ordinal sucesor.
(iv) Definimos el orden en los ordinales, « < f < « € .
Observacién 14. Nétese que, si « es un ordinal limite, entonces ocurre (V3)((0 es ordinal A < a) = f+1 < «).

Lema 15. Todo elemento de un ordinal es un ordinal (es decir, la clase Ord de los nimeros ordinales es una clase
transitiva).

DEMOSTRACION: Sea « € Ord y x € a. Veamos que z es transitivo: si z € y € z, como = € « entonces z C a,
luego y € a, por lo tantoy Cay asi z € a. Asi, z,y,2 € ay z € y € x, dado que € es un orden total en «, entonces
es transitivo, luego podemos concluir que z € x.

Ahora, al ser a un conjunto transitivo, entonces © C a y €, es la restriccién de €, a x, por lo tanto € ordena
totalmente a x, mismo que por esta razén resulta ser un niimero ordinal. O

Lema 16. Sean o, € Ord con a C 3. Entonces, a € [3.



DEMOSTRACION: Por hipétesis §\ a # &, luego (37)(y = min(8 \ «)). Luego, v € 5. Veamos que, de hecho,
v = «, de donde concluiremos que a € 3. Sea § € a C 3, luego d € (5. Al ser € un orden total para 3, entonces o
bien § € v o bien § = o bien v € 4. En caso de que § = -y, concluimos que v € «, lo cual es autocontradictorio.
Si, por otra parte, v € § € a, al ser « transitivo entonces v € a, lo cual vuelve a ser contradictorio. Por lo tanto,
concluimos que § € v, por lo tanto o C 7. Ahora, si fuera el caso que a C ~, entonces habria un ¢ € v\ «, luego
0 € B,y ¢a, con lo que concluimos que 6 € 3\ «, como § € v esto contradice que v = min(S \ ), por lo tanto
a=~v€p. g

Teorema 17. Sean «, 3,7 € Ord, y X C Ord. Entonces,
(i

(ii

(a<BAB<y)=a<y.
“(a< AL <a).
(i) a< BVa=0VE<a.

)
)
)
(iv) Si X # & entonces X tiene un elemento <-minimo. (Es decir, la clase Ord de los nimeros ordinales estd bien
ordenada por <.)

(v) X tiene un supremo.
DEMOSTRACION:

(i) Dado que v es, en particular, un conjunto transitivo y la hipdtesis asegura que o € 8 € ~, concluimos que
a € 7, es decir, a < 7.

(#4) Supongamos lo contrario, entonces tendriamos que « € § € a, y al ser a un conjunto transitivo concluimos
que « € a, la negacién de lo cual fue demostrada poco después de introducir el axioma de fundacion.

(#4t) Al ser @ y B nimeros ordinales, también aN B lo es (el hecho de que sea transitivo viene del ejercicio 3, y
el que sea totalmente ordenado es bastante ficil de ver) con a NGB C «, aN B C B. Si ambas contenciones
fueran propias, el lema 16 nos permitiria concluir que a NG € ay aN B € B con lo cual llegamos al hecho
contradictorio de que aN G € aN B. De esta forma, debe tenerse que o bien a N3 = « o bien aN G = f.
Si se cumplen ambas tenemos que o = (3, mientras que si la primera no se cumple tenemos entonces que
B =anp C a, lo cual junto con el lema 16 nos permite concluir que 8 € «. Similarmente, si la segunda no se
cumple llegaremos a que « € (3, y estas tres son las tinicas posibilidades (por cierto, mutuamente excluyentes)
admisibles.

(iv) Una aplicacién del ejercicio 3 muestra que a := (] /8 es un conjunto transitivo, y es facil ver que ademds
peX
estd bien ordenado por €. Luego o € Ord, y no sélo eso, sino que (V3 € X)(a C 3). Si a ¢ X, el lema 16 nos

hard concluir que (V8 € X)(a € 8), luego « € [ 8 = a, lo cual es absurdo. Por lo tanto hay un 8 € X tal
BeX
que o = f3, y resulta inmediato ver que (Vy € X)(8 < 7), luego 8 = min(X).

(v) Una aplicacién del ejercicio 3 muestra que o := |J [ es un conjunto transitivo, y es facil ver que ademds
BeX

estd bien ordenado por €. Luego a € Ord, y no sélo eso, sino que (V8 € X)(8 C «). Luego, por el lema 16

debemos tener que, para cada 8 € X, o bien 8 € « 0 bien 8 = . Luego, (VG € X)(8 < ). Si o € X, entonces

es claro que @ = max(X) = sup(X). En caso contrario, si tenemos otra cota superior para X, digamos 7,

entonces para cada € X tenemos que 3 < 7, es decir, 8 € v o f = 7. En cualquier caso 8 C =, luego

a= |J B C~, porlo tanto a < 7, es decir, a = sup(X).
peX

O

Corolario 18. La clase Ord de los nimeros ordinales es una clase propia (es demasiado grande como para ser
un conjunto).

DEMOSTRACION: A estas alturas tenemos ya bastante herramienta como para elaborar dos demostraciones
distintas de este hecho. Como ambas operan por contradiccion, comencemos por suponer Ord € V.

El primer razonamiento es el siguiente: por el lema 15 sabemos que Ord es un conjunto transitivo, mientras
que el teorema 17 partes (i), (#4) y (i44) nos permite concluir que ademds Ord estd totalmente ordenado por €. En



consecuencia, Ord € Ord, lo cual estd flagrantemente prohibido por el axioma de fundacién. Esta contradiccién
es lo que se conoce como paradoja de Burali-Forti, la cual en su momento cimbré los cimientos de la teoria de
conjuntos casi tanto como la paradoja de Russell. Pero al igual que esta tltima, una vez que se hubieron formulado
los axiomas de Zermelo-Fraenkel, dejé de ser una paradoja para convertirse en una demostracién (del presente
corolario).

Como segundo razonamiento, observemos que por el teorema 17 se tiene que Ord tiene un supremo, digamos a.
Luego, tomando § = a + 1 tenemos que § € Ord mas sin embargo (Vy € Ord)(y < ). En este momento estamos
ya en los linderos de una contradiccién: una opcién es derivar que, en particular, § < (3, es decir 8 € (; mientras
que otra opcién es concluir que en particular (Vy € Ord)(y # (), lo cual nos dice que 8 ¢ Ord. De cualquier forma,
nos hallamos en el punto ctspide de una flagrante contradiccién. O

4. El axioma de infinitud

Definicién 19. Definimos al conjunto w, el primer ordinal infinito como el conjunto de los numeros naturales
Junto con el cero. Es decir, w := NU{0}.

Observacién 20. Como ya hemos visto, se define 0 := &, y de ah{ por induccién para n € N U {0} se define
n+1:=nU{n} ={0,1,...,n}, en donde la ultima igualdad puede demostrarse por induccién. Similarmente,
el proceso inductivo muestra que todo nimero natural es un ordinal (dado que 0, el punto de partida, lo es).
Sin embargo, en este caso no estamos hablando de una inducciéon “formal”, sino que estamos razonando de manera
“metamatemética”. Esto es, los axiomas de Zermelo-Fraenkel (exceptuando al axioma de infinitud) no nos permiten
hablar de induccién matematica sobre el conjunto de los niimeros naturales, mismo que ni siquiera estd definido. Sin
embargo, nosotros conocemos de manera intuitiva a (en lenguaje Kantiano, casi serfa capaz de afirmar que tenemos
la intuicién intelectual de) los nimeros naturales, y sabemos que ellos nos permiten utilizar la induccién matemética,
misma que utilizamos para definir aquellos entes matematicos que, dentro de la teoria de conjuntos, representaran
a estos numeros naturales intuitivos, metamatemdticos. Utilizando las comillas de Quine ", 7 que sirven para
distinguir entre un ente externo al sistema formal (representado sin comillas) y su representacién dentro de dicho
sistema (escrita con comillas), dirfamos que para cada nimero natural (metamatemético) n, podemos encontrar un
conjunto "n € w (definible dentro de la teoria ZF) que cuenta con exactamente n elementos (una cantidad finita),
y que utilizaremos para “representar” a m dentro de la teoria. Sin embargo, arriba hemos definido el conjunto
w, mismo que, en teoria, cuenta con una cantidad infinita de elementos, y que, visto desde fuera de la teoria,
deberfa de representar al conjunto de todos los nimeros naturales metamatemdticos junto con el cero (también
metamatematico). Esto es un poco “truculento”, pues no es razonable esperar que quien no estd familiarizado con
el calculo proposicional sobre sistemas axiométicos comprenda todos los detalles, mas sin embargo trataremos de dar
al menos la idea intuitiva de lo que estd pasando. Hay una infinidad de entes de esos que acabamos de definir como
nimeros naturales dentro de ZF, en el sentido de que es posible demostrar que (Vn)(n es un ndmero natural =
(3m)(m es un nimero natural A m > n)) (basta tomar m = n + 1). Esto refleja nuestra idea intuitiva de que hay
una infinidad de nimeros naturales debido a que éstos “no se acaban nunca”, es decir, siempre que tenemos uno de
ellos, es posible sumarle 1 para obtener el siguiente. Sin embargo, lo que no es posible demostrar con los axiomas ZF
sin infinitud es que exista un conjunto con una cantidad infinita de elementos, en particular, que w exista. De hecho,
considérese el conjunto de subconjuntos finitos de N, usualmente denotado como [N]<®¢. Es posible demostrar que,
en el modelo que tiene a ese conjunto por universo (lo cual quiere decir mas o menos que nos olvidamos de todos
los conjuntos que conocemos y “simulamos”que los tinicos conjuntos que existen son los elementos de [N]<N¢; es
decir, hablando sin demasiado rigor dirfamos que afiadimos el axioma V = [N]<%0) se cumplen todos los axiomas de
Zermelo-Fraenkel salvo el axioma de infinitud, esto es, no existe conjunto alguno que tenga una cantidad infinita de
elementos. De hecho, trabajando en este universo llegamos a la conclusion de que el conjunto de todos los nimeros
naturales junto con el cero es exactamente igual al conjunto de todos los ordinales (es decir, los tinicos nimeros
ordinales que viven en [N]<®° son los naturales y el cero; en teorfa de modelos usualmente escribimos este hecho

diciendo que Oord™M™ — w). Esto es lo que motiva la introduccién del axioma de infinitud.

Axioma (Infinitud). Eziste el conjunto w tal y como fue descrito en la definicién 19.

A continuacién, enunciaremos sin demostracién una serie de equivalencias del anterior axioma, para ilustrar
cémo esta suposicion puede verse, desde cierto punto de vista, como absolutamente razonable. Debemos de tomar
en cuenta que, para demostrar algunas de las implicaciones que mencionaremos a continuacion, resulta indispensable
hacer uso del axioma de eleccion.



Teorema 21. En el sistema aziomdtico ZFE \ {infinitud}, puede demostrarse que las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

(1) El azioma de infinitud, es decir, w existe.
(#1) Emiste un conjunto infinito, es decir, (Iz)(x # A Vy € )(Fz € x)(y € 2)).

(#i1) Existe un conjunto Dedekind-infinito (es decir, un conjunto = tal que existe un subconjunto propio y C = y
una biyeccion f :y» .

(iv) Eziste un conjunto inductivo, es decir, un conjunto A tal que @ € A y (Vx € A)(z U {z} € A).

Observacién 22. Asi, hemos visto que sin el axioma de infinitud, correriamos el riesgo de no tener a nuestra
disposiciéon mas que conjuntos finitos. Sin embargo, el axioma de infinitud como tal resulta filoséficamente compli-
cado de justificar. Que exista una coleccién que conste de una infinidad de cosas, es una suposicién bastante fuerte,
que llegd a asustar al mismisimo Bertrand Russel, quien sostuvo [Rus] que debia averiguarse por la via empirica
si en verdad existen una infinidad de entidades en el mundo (por increible que suene) y que, en cualquier caso, al
ser logicamente posible la no existencia de dichas entidades, no tenia caso aceptar el axioma de infinitud, pues no
serfa un principio légicamente necesario, y por tanto los teoremas que de él se dedujeran carecerian de la certeza
apodictica que debe caracterizar a la matematica.

Dejando atras a nuestro britanico autor, ya hemos mencionado cémo los ntimeros naturales nunca se acaban, en
el sentido de que siempre puedo sumarle 1 al més grande que tenga en ese momento en mi poder, y obtendré otro
nimero natural ain mas grande. Pero la existencia de w es algo mucho mas fuerte que sélo la existencia de una
infinidad de entidades (lo cual, como hemos visto, s{ es demostrable en ZF sin infinitud), pues es la posibilidad de
finalizar ese proceso, de llevarlo a cabo infinitas veces hasta que en verdad los niimeros naturales “se me hayan
terminado”, y de a partir de ahi tener “en la mano”, como quien dice, a todos y cada uno de los niimeros naturales en
el mismo instante. Es, por tanto, un axioma bastante fuerte. Desde luego, desde el punto de vista del formalismo, el
axioma no es mas que una sucesion de simbolos 16gicos, variables, y los simbolos =y €, sucesiéon que podemos invocar
en cualquier momento para obtener nuevos teoremas. Pero si uno resulta ser mas platénico que formalistaZ?, lo cual
desde mi punto de vista es muchisimo més aceptable (incluso desde un punto de vista pragmético: conviene més ser
platénico si se es un matemadtico que debe justificar el hecho de que se le pague por hacer mateméticas) entonces
el axioma de infinitud adquiere un nuevo significado. Observemos que, por la parte (iv) del teorema anterior,
el axioma de infinitud es equivalente a poder aplicar el principio de induccién (pues w resulta ser un conjunto
inductivo y, de hecho, corresponde al conjunto inductivo més pequeno que existe en el universo de los conjuntos, y
para una proposicién ¢p(n) que depende de los ntimeros naturales, la conjuncién ¢(0) A (Vn)(¢(n) = p(n+ 1)) nos
estd diciendo que el conjunto {n|<p(n)} =: B es inductivo, luego w C B y por lo tanto w = B), y en cierta ocasion,
Henri Poincaré [Poi] afirmd, respecto del principio de induccién matemadtica, lo siguiente:

Esta regla inaccesible a la demostracién analitica y a la experiencia, es el verdadero tipo de juicio
sintético a priori. Por otra parte, no se podria pensar en considerarla como una convencién como ocurre

con algunos postulados de la geometria [...] no es mds que la afirmacién de la potencia del espiritu que
se sabe capaz de concebir la repeticién indefinida de un mismo acto, desde que ese acto es posible una
vez.

Creo que esas palabras encierran gran parte de la esencia del axioma de infinitud, y de nuestras razones para
adoptarlo. Otra razén poderosa y emparentada con la anterior es que, sin conjuntos infinitos, gran parte de la
matematica actual colapsaria, pues simplemente sin ir mas lejos, el proceso de tomar limites, derivadas e integrales
en andlisis matemdtico resulta estar estrechamente ligado con el infinito:

Trabajar con los nimeros naturales sin tener al conjunto de todos los niimeros naturales no causa
mads inconvenientes que, digamos, trabajar con conjuntos sin tener al conjunto de todos los conjuntos.
Asimismo la aritmética de los nimeros racionales puede desarrollarse en este marco de trabajo. Sin
embargo, si uno se interesa por el andlisis entonces los conjuntos infinitos son indispensables dado que
incluso la nocién de un ntimero real no puede ser desarrollada tinicamente por medio de conjuntos finitos.

2Sobresimplificando las cosas, dirfamos que para un formalista la matemdtica no es mas que manipulacién de simbolos (los cuales
no son vistos como representaciones de entes objetivos) sobre el papel; mientras que el platénico en verdad cree que en algin lugar
(probablemente el en topos uranos descrito por Platén en sus obras) o de alguna manera los entes matematicos existen, de modo que
al demostrar teoremas, los matematicos en verdad estan descubriendo verdades objetivas acerca de alguna parte o aspecto del mundo.



De modo que tenemos que anadir un axioma de existencia que garantice la existencia de un conjunto
. . 3
infinito.

Todo esto es evidencia suficiente de que podemos aducir, como el mismo Russell afirmé, que:

La razén para aceptar un axioma [...] es siempre en gran parte inductiva; es decir, que muchas pro-
posiciones que son casi indubitables pueden deducirse a partir de él, y que no se conoce otro camino
igualmente aceptable por el cual estas proposiciones pudieran ser verdaderas si el axioma fuera falso, y
que nada que sea probablemente falso pueda deducirse de él*

Por otra parte, puede argumentarse que el axioma de infinitud no es tan fuerte, pues unicamente postula
la existencia del conjunto infinito méas pequeno posible, y con esta tnica suposicion es posible remontarse hasta
conjuntos infinitos que resultan enormes a comparacién de w, como veremos a posteriormente®. Volviendo a citar a
Poincaré [Poi], comprendemos que efectivamente

No podemos elevarnos sino por la induccién matematica, inica que nos puede ensenar algo nuevo.

Finalmente, como tultima evidencia a favor de la adopcién del axioma de infinitud, no queda sino recordar la
“demostracion” de Dedekind de que existe un conjunto Dedekind-infinito:

Demostracion: Mi propia esfera de pensamiento, i.e., la totalidad S de todas las cosas, que pueden ser
objetos de mi pensamiento, es infinita. Pues si s significa un elemento de S, entonces el pensamiento
s’, de que s puede ser objeto de mi pensamiento, es él mismo un elemento de S. Si consideramos esto
como transformacién ¢(s) del elemento s entonces tiene la transformacién ¢ de S, asi determinada, la
propiedad de que la transformacién S’ [i.e. el rango ¢[S]] es parte de S; y S’ es ciertamente parte propia
de S, dado que hay elementos en S (e.g., mi propio ego) que son diferentes de tales pensamientos s’
y por consiguiente no estéan contenidos en S’. Finalmente es claro que si a,b son elementos diferentes
de S, sus transformaciones a’,b’ son también diferentes, por consiguiente la transformacién ¢ es una
transformacién distinta (similar) [i.e. inyectival. Por lo tanto S es infinito, que era lo que habia que
probar.5

Teorema 23.
(Va € Ord)(a € w <= « es finito)

Es decir, w es el conjunto de todos los ordinales finitos.

DEMOSTRACION: La implicacién en la direccién = viene de la observacién 20. En la otra direccién, observemos
que si « ¢ w entonces, dado que € es un orden total en Ord, no hay més remedio que concluir que o bien « = w o
bien w < «, en ambos casos tendremos que w C «, luego « tiene por lo menos a todos los nimeros naturales y por
lo tanto debe de ser infinito. O

5. Mas sobre ordinales

Ya mencionamos que, si « € Ord y § € «, entonces § € Ord. Esto nos da una agradable caracteristica de
los numeros ordinales: sus elementos son exactamente aquellos ordinales que son menores. Es decir, a € Ord =
a={p¢€ Ord’ B < a}. Esto indica que, si en analogia con los conjuntos bien ordenados, hablamos de segmentos

3A. Fraenkel, Y. Bar-Hillel, y A. Levy. Foundations of set theory, 2nd. edition, North-Holland. Amsterdam, 1973, p. 45. Citado en
[Mad], p. 486. Traduccién mia.

4A. N. Whitehead y B. Russell, Principia Mathematica vol. 1, citado en [Fer].

5 Aunque puede postularse la existencia de infinitos “muchisimo méas grandes”, de ordinales comparado con los cuales w mismo resulta
ser “casi finito”. Suponer la existencia de este tipo de ordinales es lo que comtinmente se conoce como los axiomas de cardinales
grandes. Desde mi punto de vista, justificar la adopcién de algunos de estos axiomas también requiere su buena dosis de argumentacién
filos6fica, pero en una direccién opuesta. No se trata ya de preguntarse por qué nuestras mentes finitas pueden (o deberfan poder)
aprehender un objeto infinito, sino por el contrario, de que debido a que nuestras mentes son finitas, debe resultar imposible que éstas
sean capaces de aprehender de manera positiva la totalidad de los conjuntos, por tanto, deben de existir conjuntos tan grandes que
impliquen la existencia de conjuntos indescriptibles. Vagamente hablando, creo que estas son las razones fundamentales para enriquecer
el sistema axiomdtico ZFE con ciertos axiomas adicionales, de cardinales grandes —que son una especie de <axiomas de infinitud
fuertes>—. En particular, creo que esa linea de pensamiento nos da importantisimas razones para suponer la existencia de 0%.

6[Ded], p. 64. Traduccién mfa.



iniciales de la clase bien ordenada Ord como clases de la forma Ord[a] = {8 € Ord|3 < a}, entonces (Vor €
Ord)(Ord[a] = «). Es decir, cada ordinal es un segmento inicial de Ord y, reciprocamente, cada segmento inicial
de Ord es un ndmero ordinal (en particular, cada segmento inicial de Ord, que es una clase propia (una clase
“demasiado grande” como para ser un conjunto), ya es un conjunto (ya es suficientemente pequeno)). En este
sentido, a Ord le ocurre algo andlogo a lo que sucede con el ordinal w: él es un ordinal infinito, “demasiado grande”
como para ser finito; sin embargo cada uno de sus segmentos iniciales (i.e. cada ordinal finito) es finito, ya es
“pequenio”. Asi pues, w no sélo es un ordinal infinito sino que es el més pequeno posible. Similarmente, podriamos
decir que Ord es la clase propia (bien ordenable) méds “pequena posible” (es, de lo “demasiado grande”, lo més
“pequenio” que existe).

Hay, como hemos visto més arriba, dos clases de ordinales. @ € Ord es ordinal sucesor si hay un § € Ord tal
que a = B+ 1 = BU {8}, nétese que en este caso § = mix . Por otro lado, si & € Ord no es ordinal sucesor,
entonces decimos que « es ordinal limite y, en este caso, tenemos que si § < « entonces f+1 < a. Esto nos permite
asegurar que a = supg., 8. En efecto, es claro que a > supg_,, 3; por otro lado, si la desigualdad fuera estricta
entonces deberfa tenerse que supgz_,, 3+ 1 > a, para no contradecir a la definicién de supremo. Pero entonces no
queda mds remedio que concluir a = supg,, 3 + 1 y a serfa un ordinal sucesor, contrario a la hipétesis.

A continuacién veremos que los ordinales proporcionan una agradable manera de representar a los conjuntos
bien ordenados (dirfamos, un tanto informalmente, que Ord es una clase de representantes para las clases de
equivalencia de conjuntos bien ordenados médulo la relacién de isomorfismo). El siguiente teorema nos proporciona
esa propiedad de los ordinales. Notemos que en su demostracion utilizamos fuertemente el axioma de reemplazo y,
de hecho, estd rigurosamente demostrado que dicha demostracién no puede llevarse a cabo sin este axioma.

Teorema 24. Todo conjunto bien ordenado es isomorfo a un unico ordinal.

DEMOSTRACION: Sea (W, <) un conjunto bien ordenado, y sea A := {a € W|(Ja € Ord)(a = Wla])}.
Consideremos la siguiente funcién proposicional:

ola,a)=(aeWAaecOrdAWa] Za)V[(-(aeW)V(ae WAWIa] 2 a)Na=ga].

Obsérvese que, si W{a] es isomorfo a algiin ordinal, entonces dicho ordinal necesariamente deberd ser tinico. Es por
ello que resulta inmediato observar que (Va)(3la)(¢(a, a)). Luego, la funcién proposicional ¢(a, ) determina una
“funcién” F, : V — V, que viene dada por:

F _ a; a € WAa=Wial,
1 @; otro caso.

Dado que A es un conjunto, el axioma de reemplazo nos garantiza la existencia de Fy[A] = {F(a)|a € A}. En
adelante, para a € A, denotemos o, := F,(a). Asi, lo que acabamos de concluir hace dos frases es que existe
el conjunto S := {aa|a € A} C Ord, demostremos que de hecho S € Ord. Al ser S un conjunto de ordinales,
entonces estd totalmente ordenado por €, sélo resta ver que es transitivo. Sea v € ay € S, entonces ha de existir
un isomorfismo f : Wla] = ay, sea ¢ := inv(f)(y). Comprobemos que la funcién g := f | W] : W[¢] — ~ es
un isomorfismo. Efectivamente v = ran(g). Pues si § € v entonces § < v € ag, luego inv(f)(§) < inv(f)(y) con
g(inv(f)(0)) = f(inv(f)(d)) = d, luego v C ran(g). Ahora, si 6 € ran(g), ello quiere decir que, para algin b € W/,
0 = g(b) = f(b), siendo b < ¢y f un isomorfismo, debemos tener que 6 = f(b) < f(¢) = v y luego § € ~, por lo
tanto ran(g) C v = ran(g) = 7. Siendo f inyectiva y creciente, g también debe de serlo. Luego W{c] = v y por lo
tanto v = a, € S. Asi, S es transitivo y por lo tanto S € Ord.

Ahora veamos que A es un segmento inicial de W. En efecto, si a € A entonces hay un isomorfismo f : Wla] — ay,
luego si b < a y hacemos v = f(b) entonces por un argumento idéntico al del pdrrafo anterior, podemos comprobar
que f | WIb] : W[b] — 7 es un isomorfismo, en donde por lo tanto, necesariamente v = «y. Por lo tanto, b € A
y eso nos dice que o bien A =W o bien (Ja € W)(A = W]a]). Pero la aplicacién a — «, es un isomorfismo (ver
ejercicio 6), luego si fuera el caso que A = Wla] entonces tendriamos que Wla] = S € Ord, luego por definicién
a € A =Wla], es decir, a < a, lo cual es absurdo. Por lo tanto A = W y W = S € Ord. La unicidad de S es
inmediata. O

Ejercicio 5. Desarrolle el “argumento idéntico al del pdrrafo anterior” mencionado en la demostracion del teore-
ma 24 para demostrar que, si f: Wla] — a, es un isomorfismo, entonces f | Wb] es también un isomorfismo con
dominio Wb] y rango f(b).

Ejercicio 6. Proporcione los detalles necesarios para sustentar la afirmacion hecha en la demostracion del teore-
ma 24 de que la aplicacion a — o, es un isomorfismo entre A y S.



Es importante notar la similaridad de esta dltima demostracién con la demostracién del teorema 9. De hecho, en
cierto sentido es exactamente la misma demostracién (aunque formalmente esto que acabo de decir no tiene sentido):
Ord es una clase bien ordenada, y W es un conjunto bien ordenado. Por lo tanto, intuitivamente podriamos decir
que debe cumplirse una de las siguientes tres opciones: o bien Ord es isomorfo a un segmento inicial propio de W, o
bien Ord es isomorfo a W, o bien W es isomorfo a un segmento inicial propio de Ord. Sin embargo, las dos primeras
opciones serfan absurdas, pues implicarian que W (que si es conjunto) deberia ser por lo menos “tan grande” como
Ord (que es “demasiado grande” como para poder ser un conjunto). De modo que debe tenerse que W es isomorfo
a un segmento inicial propio de Ord, pero los segmentos iniciales de Ord son exactamente los ordinales. Luego
todo conjunto bien ordenado W es isomorfo a un segmento inicial de Ord, que necesariamente debe ser Gnico (pues
siW 2 ay W 23, con a # (3, por tricotomia debo tener que a < o bien 8 < «. Supongamos sin perder
generalidad que « < 3, pero en este caso « es un segmento inicial propio de 3, con 8 = «, contradiccién). De hecho,
la demostracion del teorema anterior es en gran medida una calca de la demostracién del teorema 9 de tricotomia,
pero orientada a demostrar que se cumple el caso que se debe de cumplir, sin tomar en cuenta los otros dos casos,
ademads de que se realiza con cierto cuidado para formalizar el hecho de que Ord no es un conjunto, luego no todos
los razonamientos que se aplican a conjuntos pueden aplicarse irrestrictamente a la clase propia Ord.

Definicién 25. Sea W un conjunto bien ordenado. Al ordinal (que existe y es dnico por el teorema 24) « tal que
a2 W se le denomina el tipo ordinal o tipo de orden de W y se le denota por t.0.(W).

Teorema 26 (Principio de Induccién Transfinita).
1 (Primera version del principio) Sea o(x) una funcidn proposicional tal que se cumple:

(Va € Ord)[(V5 < a)(¢(B)) = ¢(a)].
Entonces, se cumple (Vo € Ord)(p(a)).
2 (Segunda versidn del principio) Sea o(x) una funcién proposicional tal que se cumple:

(1) ¥(0),
(i) (Va € Ord)(p(a) = pla+1)), y
(#91) para cada ordinal limite no cero a, (V0 < a)(p(B)) = ¢(a).
Entonces, se cumple (Vo € Ord)(p(a)).

DEMOSTRACION:

1 Supédngase que para algin v € Ord, tenemos que —(«a). Sea S := {3 € ’y|—|<p(ﬁ)} U {v}. Entonces, tenemos que
S # @,y que (V5 € S)(—¢(8)). S es un conjunto de ordinales, luego tiene un elemento minimo, digamos que
es . Ahora veamos qué pasa con § < 3: como § € 3 < ~, entonces si se cumpliera —p(d) tendriamos que
d € S, lo cual contradice la eleccién de § = min(S). Por lo tanto, debe tenerse que —¢(d). Asi, hemos probado
que se satisface (Vé < 3)(p(d)), lo cual implica que ¢(3) y esto contradice que 3 € S. Esta contradicciéon nos
lleva a concluir que para todos los v € Ord, debe tenerse que ¢(v).

2 Basta probar que, dado un ordinal a, se cumple (V3 < «)(p(8)) = ¢(«). Entonces, la primera versién del
principio de induccién transfinita nos permitird concluir que (Vo € Ord)(p(a)).

Sea, pues, @ un ordinal tal que (V8 < a)(p(8)). Hay tres opciones: « es sucesor, a es un ordinal limite no
cero, y @ = 0. Si « es un ordinal sucesor, entonces hay un 3 tal que a« = 8 + 1, luego 8 < «, asi que se
cumple ¢(8), y por la parte (i7) de la hipétesis eso implica que se cumple (8 + 1) = ¢(«). Por otra parte,
si a es un ordinal limite no cero, la parte (¢i7) de la hipdtesis nos lleva de manera inmediata a que @(a).
Finalmente, si o = 0, la parte (i) de la hipdtesis nos dice que ¢(0). En cualquier caso, se cumple ¢(«), luego
(VB < a)(¢(B)) = ¢(a) y hemos terminado.

O

Este principio de induccién transfinita se deduce del hecho de que los ordinales estan bien ordenados de manera
enteramente andloga a como se demuestra el principio de induccién (finita) para nimeros naturales a partir del
hecho de que N es bien ordenado. Para finalizar con nuestro estudio de los nimeros ordinales, mencionemos sin
demostrar tres versiones del principio de recursién transfinita, que nos permite realizar construcciones sobre cada
ntimero ordinal « una vez que se conoce la construccion en los ordinales menores que «. Estos principios pueden
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demostrarse a partir del principio de induccién transfinita de manera enteramente andloga a como se demuestra
el teorema de recursién en los niimeros naturales a partir del principio de induccién (finita). Espero que con esto
quede claro cémo la teoria de ordinales transfinitos no es sino una extensién natural de la teoria de los niimeros
naturales, y, tal y como Cantor la concibid, es tan sélo una generalizacién del concepto de “contar”.

Teorema 27 (Teorema de recursién transfinita).

1 Sea G : V — V una “funcidn”. Entonces, existe una dnica “funcion” F : V. — V tal que (Va € Ord)(F(a) =
G(F | a)).

2 (Version paramétrica). Sea G : V x V. — V una “funcion de dos variables”. Eziste una tunica “funcidn de dos

variables” F: V x V. — V tal que (Vo € Ord)(Vz2)(F(z,a) = G(2,F(z,—) | o).

3 Sean G1,G2,G3: V — V “funciones”. Luego, existe una tnica “funcién” F :V — V tal que F(0) = G1(0),
(Va € Ord)(F(a+ 1) = Go(F())), y para cada ordinal limite no cero o, F(a) = G3(F [ ).
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