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Números de Bernoulli Introducción histórica

Importancia histórica de los números de Bernoulli

Tres son los principales problemas, históricamente relevantes, en los cuales
los números de Bernoulli juegan un papel importante.

Jacob Bernoulli quería determinar una fórmula general para calcular la
suma 1k + 2k + · · ·+ nk con k, n ∈ N arbitrarios. Esto lo impulsó a definir
y utilizar por primera vez los números que llevan su nombre.

Finalmente, Bernoulli encontró con éxito dicha fórmula.

Otro problema importante era encontrar el valor de la suma infinita

1 +
1
4

+
1
9

+
1
16

+
1
25

+ · · ·
Después de un prolongado esfuerzo, Leonhard Euler logró demostrar que el
valor de esta suma es exactamente π2/6, y posteriormente determinó el

valor, más general, de la suma
∞∑

n=1

1

n2m
, para m ∈ N arbitrario.
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Números de Bernoulli Introducción histórica

Importancia histórica de los números de Bernoulli

Pierre de Fermat conjeturó que la ecuación xn + yn = zn no tiene
solución con x, y, z ∈ Z\{0} cuando n ≥ 3.

Ernst Eduard Kummer demostró un caso particular de este teorema, cuando
n pertenece a cierto subconjunto de los números primos.
Mientras desarrolló estos resultados, Kummer realizó varios avances en
teoría de anillos, introduciento novedosos y fructíferos conceptos, tales
como el de ideal.
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Números de Bernoulli Números de Bernoulli

Definición

Se define la sucesión de números de Bernoulli B0, B1, B2, . . ., como

B0 = 1, y Bm = − 1
m+ 1

m−1∑
k=0

(
m+ 1
k

)
Bk, para cualquier m ∈ N.

Lo anterior es equivalente a decir que B0 = 1 y
m∑
k=0

(
m+ 1
k

)
Bk = 0.

Haciendo los cálculos, tenemos que B1 = −1
2

, B2 =
1
6

, B3 = 0, B4 = − 1
30

,

B5 = 0, B6 =
1
42

, B7 = 0, B8 = − 1
30

, B9 = 0, B10 =
5
66

, B11 = 0,

B12 = − 691
2730

, . . ., etc.
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Números de Bernoulli Números de Bernoulli

Números de Bernoulli

Se denota Sm(n) = 1m + 2m + · · ·+ (n− 1)m.

t

et − 1
=
∞∑
m=0

Bm
m!

tm.

Sm(n) =
1

m+ 1

m∑
k=0

(
m+ 1
k

)
Bkn

m+1−k.

De la primera ecuación, tenemos que:

1 +
∞∑
k=2

Bk
k!
tk =

t

2
+

t

et − 1
.

Esta última es una función par, de donde se sigue que, para cualquier
k ∈ N,

B2k+1 = 0.
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Números de Bernoulli Polinomios de Bernoulli

Definición

Para cada m ∈ N ∪ {0}, se define el m-ésimo polinomio de Bernoulli de la
siguiente manera:

Bm(X) =
m∑
k=0

(
m

k

)
BkX

m−k.

De esta forma, los primeros polinomios de Bernoulli son:

B0(X) = 1, B1(X) = X − 1
2
, B2(X) = X2 −X +

1
6
, · · ·

Bajo la definición anterior, se tiene que

Sm(n) =
1

m+ 1

m∑
k=0

(
m+ 1
k

)
Bkn

m+1−k =
1

m+ 1
(Bm+1(n)−Bm+1).
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Números de Bernoulli Polinomios de Bernoulli

Polinomios de Bernoulli

m−1∑
k=n

kq = Sq(m)− Sq(n) =
1

q + 1
(Bq+1(m)−Bq+1(n)).

1
m+ 1

B′m+1(X) = Bm(X), m ∈ N ∪ {0}.

Bm(0) = Bm(1) = Bm, m ∈ N ∪ {0}, m 6= 1.

Bq(kX) = kq−1
k−1∑
j=0

Bq

(
X +

j

k

)
, q ∈ N ∪ {0}.

b∑
n=a+1

f(n) =
∫ b

a

f(x)dx+
q∑
r=1

(−1)r
Br
r!
{f (r−1)(b)− f (r−1)(a)}+Rq,

en donde

Rq =
(−1)q−1

q!

∫ b

a

Bq(x− [x])f (q)(x)dx.
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Bm(0) = Bm(1) = Bm, m ∈ N ∪ {0}, m 6= 1.

Bq(kX) = kq−1
k−1∑
j=0

Bq

(
X +

j

k

)
, q ∈ N ∪ {0}.

b∑
n=a+1

f(n) =
∫ b

a

f(x)dx+
q∑
r=1

(−1)r
Br
r!
{f (r−1)(b)− f (r−1)(a)}+Rq,

en donde

Rq =
(−1)q−1

q!

∫ b

a

Bq(x− [x])f (q)(x)dx.
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Números de Bernoulli Los números ζ(2m) y ζ(1 −m)

Los números ζ(2m) y ζ(1−m)

Se define la función zeta de Riemann como

ζ(s) =
∞∑
n=1

1
ns

=
∏

p es primo

(
1− 1

ps

)−1

.

ζ(2m) =
(−1)m+1(2π)2m

2(2m)!
B2m, m ∈ N.

(−1)m+1B2m > 0, m ∈ N.∣∣∣∣B2m

2m

∣∣∣∣ −→∞ cuando m→∞.

La función zeta se extiende a una función meromorfa con un polo simple,
de residuo 1, en s = 1. Además, se cumple la ecuación funcional

ζ(s) = 2sπs−1 sen
(πs

2

)
Γ(1− s)ζ(1− s).

ζ(1−m) = −Bm
m

, m ∈ N\{1}.
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Propiedades algebraicas de los números de Bernoulli La función orden y los p-enteros

La función orden

Dado un número primo p, todo número racional r ∈ Q se expresa de manera
única en la forma r = pn

a

b
, con n, a, b ∈ Z, p - a, p - b y (a, b) = 1.

Bajo la expresión anterior de r, se define su orden p-ádico, denotado por
ordp(r), como ordp(r) = 0, y por definición ordp(0) =∞.

Así, podemos decir que cada número racional se escribe de la siguiente
manera:

r =
∏

p es primo

pordp(r).

Dado un número primo p, y r ∈ Q, decimos que r es un p-entero si
ordp(r) ≥ 0.
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Propiedades algebraicas de los números de Bernoulli La función orden y los p-enteros

Los p-enteros

Z〈p〉 =
{
r ∈ Q

∣∣ordp(r) ≥ 0
}

=
{a
b

∣∣a, b ∈ Z, p - b
}
.

Si r, s ∈ Z〈p〉, n ∈ N ∪ {0}, decimos que

r ≡ s mod pn ⇐⇒ ordp(r − s) ≥ n.

pBm ∈ Z〈p〉, ∀ m ∈ N.

pBm ≡ Sm(p) ≡

{
0; (p− 1) - m
−1; (p− 1) | m

mod p, para todo m par.

B2m = A2m +
∑

(p−1)|2m

1
p

para algunos A2m ∈ Z. Así, el denominador de

B2m es un número libre de cuadrado cuyos divisores primos son
exactamente los números primos p tales que (p− 1) | 2m. En
particular, 6 siempre divide al denominador de B2m.
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Propiedades algebraicas de los números de Bernoulli Congruencias importantes en Z y en Z〈p〉

Congruencias en Z y en Z〈p〉

Sea m ∈ N ∪ {0} par. Escribimos Bm =
Um
Vm

, Um, Vm ∈ Z, (Um, Vm) = 1.

VmSm(n) ≡ Um n mod n2, ∀ n ∈ N.
p número primo tal que (p− 1) - m⇒ Sm(p) ≡ Bmp mod p2.

(a,m) = 1⇒ (am − 1)Um ≡ mam−1Vm

n−1∑
j=1

jm−1

[
ja

n

]
mod n,

∀ a, n ∈ N tales que (a, n) = 1.

p número primo tal que (p− 1) - m⇒ Bm
m
∈ Z〈p〉.

Sean n, e ∈ N con n ≡ m mod φ(pe). Entonces,

(1− pn−1)
Bn
n
≡ (1− pm−1)

Bm
m

mod pe.

David J. Fernández Bretón (ESFM-IPN) Números de Bernoulli Defensa de Tesis 29/05/2008 12 / 28



Propiedades algebraicas de los números de Bernoulli Congruencias importantes en Z y en Z〈p〉

Congruencias en Z y en Z〈p〉

Sea m ∈ N ∪ {0} par. Escribimos Bm =
Um
Vm

, Um, Vm ∈ Z, (Um, Vm) = 1.

VmSm(n) ≡ Um n mod n2, ∀ n ∈ N.
p número primo tal que (p− 1) - m⇒ Sm(p) ≡ Bmp mod p2.

(a,m) = 1⇒ (am − 1)Um ≡ mam−1Vm

n−1∑
j=1

jm−1

[
ja

n

]
mod n,

∀ a, n ∈ N tales que (a, n) = 1.

p número primo tal que (p− 1) - m⇒ Bm
m
∈ Z〈p〉.

Sean n, e ∈ N con n ≡ m mod φ(pe). Entonces,

(1− pn−1)
Bn
n
≡ (1− pm−1)

Bm
m

mod pe.

David J. Fernández Bretón (ESFM-IPN) Números de Bernoulli Defensa de Tesis 29/05/2008 12 / 28



Propiedades algebraicas de los números de Bernoulli Congruencias importantes en Z y en Z〈p〉

Congruencias en Z y en Z〈p〉

Sea m ∈ N ∪ {0} par. Escribimos Bm =
Um
Vm

, Um, Vm ∈ Z, (Um, Vm) = 1.

VmSm(n) ≡ Um n mod n2, ∀ n ∈ N.
p número primo tal que (p− 1) - m⇒ Sm(p) ≡ Bmp mod p2.

(a,m) = 1⇒ (am − 1)Um ≡ mam−1Vm

n−1∑
j=1

jm−1

[
ja

n

]
mod n,

∀ a, n ∈ N tales que (a, n) = 1.

p número primo tal que (p− 1) - m⇒ Bm
m
∈ Z〈p〉.

Sean n, e ∈ N con n ≡ m mod φ(pe). Entonces,

(1− pn−1)
Bn
n
≡ (1− pm−1)

Bm
m

mod pe.

David J. Fernández Bretón (ESFM-IPN) Números de Bernoulli Defensa de Tesis 29/05/2008 12 / 28



Propiedades algebraicas de los números de Bernoulli Congruencias importantes en Z y en Z〈p〉

Congruencias en Z y en Z〈p〉

Sea m ∈ N ∪ {0} par. Escribimos Bm =
Um
Vm

, Um, Vm ∈ Z, (Um, Vm) = 1.

VmSm(n) ≡ Um n mod n2, ∀ n ∈ N.
p número primo tal que (p− 1) - m⇒ Sm(p) ≡ Bmp mod p2.

(a,m) = 1⇒ (am − 1)Um ≡ mam−1Vm

n−1∑
j=1

jm−1

[
ja

n

]
mod n,

∀ a, n ∈ N tales que (a, n) = 1.

p número primo tal que (p− 1) - m⇒ Bm
m
∈ Z〈p〉.

Sean n, e ∈ N con n ≡ m mod φ(pe). Entonces,

(1− pn−1)
Bn
n
≡ (1− pm−1)

Bm
m

mod pe.

David J. Fernández Bretón (ESFM-IPN) Números de Bernoulli Defensa de Tesis 29/05/2008 12 / 28



Propiedades algebraicas de los números de Bernoulli Congruencias importantes en Z y en Z〈p〉

Congruencias en Z y en Z〈p〉

Sea m ∈ N ∪ {0} par. Escribimos Bm =
Um
Vm

, Um, Vm ∈ Z, (Um, Vm) = 1.

VmSm(n) ≡ Um n mod n2, ∀ n ∈ N.
p número primo tal que (p− 1) - m⇒ Sm(p) ≡ Bmp mod p2.

(a,m) = 1⇒ (am − 1)Um ≡ mam−1Vm

n−1∑
j=1

jm−1

[
ja

n

]
mod n,

∀ a, n ∈ N tales que (a, n) = 1.

p número primo tal que (p− 1) - m⇒ Bm
m
∈ Z〈p〉.

Sean n, e ∈ N con n ≡ m mod φ(pe). Entonces,

(1− pn−1)
Bn
n
≡ (1− pm−1)

Bm
m

mod pe.

David J. Fernández Bretón (ESFM-IPN) Números de Bernoulli Defensa de Tesis 29/05/2008 12 / 28



Propiedades algebraicas de los números de Bernoulli Congruencias importantes en Z y en Z〈p〉
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Propiedades algebraicas de los números de Bernoulli Números primos regulares e irregulares

Números primos regulares e irregulares

Un número primo p ≥ 3 se dice que es regular si, para j = 2, 4, . . . , p− 3, se
tiene que ordp(Bj) ≤ 0, o en otras palabras, p - Uj . Cuando un número primo
no es regular, se dice que es irregular. El 3 es regular por definición.

Existe una infinidad de números primos irregulares.
No se sabe nada aún acerca de la finitud o infinitud del conjunto de
números primos regulares.
Sin embargo, si se supone que los números Uj se encuentran
aleatoriamente distribuidos módulo cualquier número primo (lo cual es

plausible), se concluye que ĺım
p→∞

#{q
∣∣q ≤ p, q es irregular}

#{q
∣∣q ≤ p} =

1√
e

. En

otras palabras, ĺım
p→∞

P(p es irregular) =
1√
e
≈ 0.61.

David J. Fernández Bretón (ESFM-IPN) Números de Bernoulli Defensa de Tesis 29/05/2008 13 / 28



Propiedades algebraicas de los números de Bernoulli Números primos regulares e irregulares

Números primos regulares e irregulares

Un número primo p ≥ 3 se dice que es regular si, para j = 2, 4, . . . , p− 3, se
tiene que ordp(Bj) ≤ 0, o en otras palabras, p - Uj . Cuando un número primo
no es regular, se dice que es irregular. El 3 es regular por definición.

Existe una infinidad de números primos irregulares.
No se sabe nada aún acerca de la finitud o infinitud del conjunto de
números primos regulares.
Sin embargo, si se supone que los números Uj se encuentran
aleatoriamente distribuidos módulo cualquier número primo (lo cual es

plausible), se concluye que ĺım
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El último teorema de Fermat El campo Q(ζp) y el anillo Z(ζp)

Campos y anillos ciclotómicos

Sea n ∈ N, y sea ζn una raíz n-ésima primitiva de la unidad. Se define el
n-ésimo campo ciclotómico como el mínimo subcampo de C que contiene a
ζn, es decir, Q(ζn).

Se define el n-ésimo anillo ciclotómico como el mínimo subanillo de C que
contiene a ζn, es decir, Z[ζn].

Si K/Q es una extensión algebraica de campos, se define el anillo de enteros
de K, denotado por OK , como sigue:

OK = {α ∈ K
∣∣irr(α,Q, X) ∈ Z[X]}.

Si p es un número primo, entonces el anillo de enteros de Q(ζp) es
exactamente Z[ζp].
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El último teorema de Fermat Dominios Dedekind y campos numéricos

Dominios Dedekind

Si D es un dominio entero, decimos que D es dominio Dedekind si D es
noetheriano, enteramente cerrado, y cada ideal primo de D es un ideal
maximal.

Un subconjunto I ⊆ D es un ideal fraccional de D si I es un D-submódulo de
coc(D), y existe un elemento r ∈ D tal que rI ⊆ D.

Dado un dominio Dedekind D, y dos ideales fraccionales I, J de D, definimos
el producto de I y J como sigue:

IJ =

{
n∑
i=1

aibi
∣∣ai ∈ I, bi ∈ J, n ∈ N

}

Si D es un dominio Dedekind, entonces todos sus ideales fraccionales
se factorizan de manera única como producto de ideales primos, y el
conjunto de ideales fraccionales de D forma un grupo cuya identidad
es D.
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El último teorema de Fermat Dominios Dedekind y campos numéricos

Dominios Dedekind

Dado un dominio Dedekind, definimos su grupo de clases como el grupo
cociente entre el grupo de ideales fraccionales de D y su subgrupo que
consta de los ideales fraccionales principales.

El número de clases de un dominio Dedekind D, denotado por h(D), es el
orden de su grupo de clases.
Si K/Q es una extensión de Galois, entonces el número de clases h(K) del
campo K es el número de clases de su anillo de enteros.

En consecuencia, si I ⊆ D es un ideal fraccional (en particular un ideal) no
principal y n ∈ N es tal que In es principal, ello implicará que (n, h(D)) > 1.
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El último teorema de Fermat Dominios Dedekind y campos numéricos

Campos numéricos

Sea K un campo. Decimos que K es un campo numérico si K es de
característica cero y [K : Q] <∞.

Si K es un campo numérico, entonces el anillo de enteros de K es un
dominio Dedekind.
En consecuencia, el anillo Z[ζp] es un dominio Dedekind para p número
primo.
Si K es un campo numérico, entonces h(K) <∞.
Pese a que los únicos números primos p tales que Z[ζp] es un dominio
de ideales principales (y por lo tanto un dominio de factorización única)
son los p ≤ 19, sin embargo para cualquier p se cumple la factorización
única de los ideales de Z[ζp].
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primo.
Si K es un campo numérico, entonces h(K) <∞.
Pese a que los únicos números primos p tales que Z[ζp] es un dominio
de ideales principales (y por lo tanto un dominio de factorización única)
son los p ≤ 19, sin embargo para cualquier p se cumple la factorización
única de los ideales de Z[ζp].
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El último teorema de Fermat Caracteres de Dirichlet yL-series

Caracteres de Dirichlet

Sea m ∈ Z, y sea χ′ : (Z/mZ)∗ → C∗ un homomorfismo de grupos. Se define
la función χ : Z→ C, de la manera siguiente:

χ(n) :=

{
0; (n,m) > 1
χ′(n+mZ); (n,m) = 1.

∀ n ∈ Z.

Las funciones χ : Z→ C definidas como en el párrafo anterior, son conocidas
con el nombre de caracteres de Dirichlet módulo m.

Dado m ∈ Z, y dados χ, ψ dos caracteres de Dirichlet módulo m, defimos el
producto entre χ y ψ como la función χψ : Z→ C dada por
(χψ)(n) := χ(n)ψ(n), para cada n ∈ N.

Con este producto, el conjunto de caracteres de Dirichlet módulo m es un
grupo isomorfo al grupo multiplicativo (Z/mZ)∗. Así, es posible considerar al
homomorfismo “inductor" χ′ como un homomorfismo de Gal(Q(ζm)/Q)
en C∗.
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El último teorema de Fermat Caracteres de Dirichlet yL-series

Caracteres de Dirichlet

Si X es un grupo finito de caracteres de Dirichlet módulo m, entonces al
campo fijo de

⋂
χ∈X

ker(χ) = {σ ∈ Gal(Q(ζm)/Q)
∣∣χ(σ) = 1, ∀ χ ∈ X} se le

conoce como el campo perteneciente a X.

El conductor de un caracter de Dirichlet χ es el mínimo número natural fχ tal
que χ es un caracter módulo fχ. Por otra parte, se dice que χ es par cuando
χ(−1) = 1, y que es impar en caso contrario.
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El último teorema de Fermat Caracteres de Dirichlet yL-series

L-series

Sea χ un caracter de Dirichlet módulo m. Definimos la L-serie de Dirichlet
asociada a χ, como la siguiente función:

L(s, χ) :=
∞∑
n=1

χ(n)
ns

L(s, χ) =
∞∑
n=1

χ(n)
ns

=
∏

p es primo

(
1− χ(p)

ps

)−1

.

Sea χ un caracter de Dirichlet módulo su conductor m. Para cada
n ∈ N∪{0}, se define el n-ésimo número de Bernoulli generalizado, denotado

por Bn,χ, mediante la siguiente fórmula:
m∑
a=1

χ(a)
teat

emt − 1
=
∞∑
n=0

Bn,χ
n!

tn.

El caracter identidad χ0 se considera como módulo 1. Los números Bn,χ0

vendrán entonces dados por −B1,χ0 = B1 y Bn,χ0 = Bn, para n 6= 2. Es en
este sentido que los números de Bernoulli generalizados generalizan a
los números de Bernoulli.
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El último teorema de Fermat Caracteres de Dirichlet yL-series

Números de Bernoulli generalizados

La función que define a los números de Bernoulli generalizados, será par o
impar dependiendo de si el correspondiente caracter de Dirichlet χ es par o
impar. De manera que, salvo en el caso cuando χ = χ0, en general se tiene
que B2k+1,χ = 0 cuando χ es par, y B2k,χ = 0 cuando χ es impar, para
cualquier k ∈ N.

Sean χ un caracter de Dirichlet módulo su conductor m, y F cualquier
múltiplo de m. Entonces,

Bn,χ = Fn−1
F∑
a=1

χ(a)Bn
( a
F

)
.

Sea χ un caracter de Dirichlet primitivo y sea k ∈ N. Entonces, se tiene

que L(1− k, χ) = −Bk,χ
k

.
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El último teorema de Fermat Fórmula para el número de clases

Función zeta de Dedekind

Sean K un campo numérico, y OK su anillo de enteros. Entonces, se define
la función zeta de Dedekind del campo K como la siguiente función de
variable compleja:

ζK(s) :=
∑

U ideal de OK
U 6=〈0〉

1
N(U)s

=
∏

P ideal primo de OK

(
1− 1

N(P)s

)−1

.

Obsérvese que ζQ no es otra cosa que la función zeta de Riemann.

Sea K un campo numérico, y considérese su función zeta ζK . Entonces,
ésta se puede extender a una función meromorfa en todo el plano
complejo salvo el punto s = 1, en donde se encuentra un polo simple.
Más aún, se tiene que

Ress=1ζK(s) =
2r1(2π)r2h(K)RegK

w
√
|d(K)|

=
∏
χ∈X
χ 6=χ0

L(1, χ).
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El último teorema de Fermat Fórmula para el número de clases

Resultados acerca de CM-campos

Un CM-campo es una extensión cuadrática totalmente imaginaria de un
campo numérico totalmente real.

Todos los campos Q(ζn) son CM-campos.
Sean K un CM-campo, y K+ su subcampo real maximal. Entonces,
h(K+) | h(K).

Es común denotar al número h(K+) como h+(K). Al cociente
h(K)/h+(K) ∈ Z se le denota como h−(K) y recibe el nombre de número de
clases relativo del campo K.

Sea p un número primo, y n un número impar, con n 6≡ −1 mod (p− 1).
Si ω es un generador del grupo Cp, entonces se tiene que B1,ωn es un
p-entero, y más aún, se cumple la siguiente congruencia dentro de

Z〈p〉: B1,ωn ≡
Bn+1

n+ 1
mod p.
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El último teorema de Fermat Fórmula para el número de clases

Caracterización de los números primos regulares

Sea p un número primo impar. Entonces, p | h−(Q(ζp)) ⇐⇒ p|Uj , para
algún j = 2, 4, · · · , p− 3; en donde Uj es el numerador del j-ésimo
número de Bernoulli Bj .
Sea p un número primo impar. Si p | h+(Q(ζp)), entonces p | h−(Q(ζp)).
Sea p un número primo impar. Entonces, p es regular si y sólo si
p - h(Q(ζp)).
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El último teorema de Fermat Un caso particular del último teorema de Fermat

Un caso particular del último teorema de Fermat
Supóngase que se tienen x, y, z ∈ Z tales que xp + yp = zp, p - xyz, en donde
p es un número primo regular.

〈x+ y〉〈x+ ζpy〉〈x+ ζ2
py〉 · · · 〈x+ ζp−1

p y〉 = 〈z〉p.
Si i, j ∈ Z con i 6≡ j mod p, entonces los ideales 〈x+ ζipy〉 y 〈x+ ζjpy〉
son primos relativos.
En consecuencia, para cada i ∈ Z, el ideal 〈x+ ζipy〉 es una potencia
p-ésima perfecta.
Por lo anterior, hay un ideal I tal que Ip = 〈x+ ζipy〉. Dado que p es un
número primo regular, entonces p - h(Q(ζp)), de modo que I debe de ser
un ideal principal.
Existe un β ∈ Z[ζp] y un s ∈ Z tales que 〈x+ ζpy〉 = 〈ζspβ〉, con β ≡ n
mod p para algún n ∈ N.
p | x+ ζpy − ζ2s

p x− ζ2s−1
p y en Z[ζp].

Esto último implica que p | x o p | y, una contradicción.
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