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Teorema

Un grupo abeliano A es libre <= para todo grupo abeliano B, todo
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Resultados Preliminares Grupos Abelianos

Teorema

Un grupo abeliano A es libre <= para todo grupo abeliano B, todo
epimorfismo : B — A se escinde.

Teorema

Sea (Ag |ﬁ < a) una cadena suave de grupos tal que A, es libre y para cada
0 que satisface § + 1 < «, se tiene que Ag+1/Ap es libre. Entonces,

A= |J Ag eslibre. Mas aun, para cada 3 < o, A/Ag es libre.
B<a
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El problema de Whitehead El problema de la extension

Definicion
Sean A, By G grupos abelianos. Diremos que G es una extension de A por
mediode BsiA<GyG/A=B.
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es exacta corta. El problema de la extensién consiste en, determinar todas
las posibles extensiones de A por medio de B. Notese que al menos hay una
de estas extensiones, la suma directa A ® B.
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El problema de Whitehead El problema de la extension

Definicion
Sean A, By G grupos abelianos. Diremos que G es una extension de A por
mediode BsiA<GyG/A=B.

Es decir, si la sucesion

(0) A>G—"+B (0)

es exacta corta. El problema de la extensién consiste en, determinar todas
las posibles extensiones de A por medio de B. Notese que al menos hay una
de estas extensiones, la suma directa A @ B. Pero puede haber varias: por
ejemplo, Z es una extension de 2Z por medio de Z/2Z, pero Z 2 2Z & Z/27Z.
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El problema de Whitehead El problema de la extension

Desde luego, sbélo nos interesa caracterizar hasta isomorfismo las
extensiones de A por medio de B. Por ello, si Gy G’ son dos de tales
extensiones, entonces
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extensiones, entonces

Definicion
Diremos que G ~ G’ (G es isomorfo como extension de A por medio de B

a G') si existe un isomorfismo v : G — G’ tal que el siguiente diagrama
conmuta:
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El problema de Whitehead El problema de la extension

Desde luego, sbélo nos interesa caracterizar hasta isomorfismo las
extensiones de A por medio de B. Por ello, si Gy G’ son dos de tales
extensiones, entonces

Definicion
Diremos que G ~ G’ (G es isomorfo como extension de A por medio de B

a G') si existe un isomorfismo v : G — G’ tal que el siguiente diagrama
conmuta:

Baer definié una operacién binaria entre el conjunto Ext(B, A) de clases de
equivalencia de estas extensiones, el cual es un grupo; y su elemento neutro
resulta ser justamente la clase de equivalencia de A ® B.
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El problema de Whitehead El problema de la extension

Teorema

Sea A un grupo abeliano. Entonces, las siguientes afirmaciones son
equivalentes:
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Teorema

Sea A un grupo abeliano. Entonces, las siguientes afirmaciones son
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@ Ext(A,Z) es el grupo trivial.
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El problema de Whitehead El problema de la extension

Teorema

Sea A un grupo abeliano. Entonces, las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

@ Ext(A,Z) es el grupo trivial.
@ Todo epimorfismo © : B — A tal que ker m = Z se escinde.

Definicion
Si A es un grupo abeliano que cumple con cualquiera de las dos (y

consecuentemente con las dos) equivalencias del teorema anterior, se
denominara un W-grupo.
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equivalentes:

@ Ext(A,Z) es el grupo trivial.
@ Todo epimorfismo © : B — A tal que ker m = Z se escinde.

Definicion
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El problema de Whitehead El problema de la extension

Teorema

Sea A un grupo abeliano. Entonces, las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

@ Ext(A,Z) es el grupo trivial.
@ Todo epimorfismo © : B — A tal que ker m = Z se escinde.

Definicion
Si A es un grupo abeliano que cumple con cualquiera de las dos (y

consecuentemente con las dos) equivalencias del teorema anterior, se
denominara un W-grupo.

Corolario
Todo grupo abeliano libre es un W-grupo.

El problema de Whitehead consistié en decidir si se cumplia el reciproco del
corolario anterior, es decir, si todo W-grupo es libre.
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El problema de Whitehead Propiedades homolégicas de los W-grupos

Teorema
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El problema de Whitehez Propiedades homolégicas de los W-grupos

Teorema
(i) Todo subgrupo de un W-grupo es un W-grupo.
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El problema de Whitehead Propiedades homolégicas de los W-grupos

Teorema
(i) Todo subgrupo de un W-grupo es un W-grupo.
(ii) Todo W-grupo es libre de torsion.
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El problema de Whitehead Propiedades homolégicas de los W-grupos

Teorema
(i) Todo subgrupo de un W-grupo es un W-grupo.
(ii) Todo W-grupo es libre de torsion.
(1i1) Si A < B, endonde B es un W-grupo pero B/A no es un W-grupo,
entonces existe un morfismo de grupos abelianos i) : A — Z que no
puede extenderse a un morfismo con dominio B.

13/08/2010 9/34
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El problema de Whitehez Acerca de los W-grupos numerables

Definicién
Sea A un grupo abeliano libre de torsibny B < A.
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Definicion
Sea A un grupo abeliano libre de torsibny B < A.

(i) Decimos que B es puro en A si A/B es libre de torsion.
(77) Definimos la cerradura pura de B en A como el conjunto

CP.B={ac A|3neZ\{0})(na € B)}.
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El problema de Whitehead Acerca de los W-grupos numerables

Definicion
Sea A un grupo abeliano libre de torsibny B < A.

(i) Decimos que B es puro en A si A/B es libre de torsion.
(77) Definimos la cerradura pura de B en A como el conjunto

CP.B={ac A|3neZ\{0})(na € B)}.

Teorema (Criterio de Pontryagin)

Sea A un grupo abeliano numerable libre de torsion tal que todo subgrupo
finitamente generado de A esta contenido en un subgrupo puro en A que es
finitamente generado. Entonces, A es libre.
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El problema de Whitehead Acerca de los W-grupos numerables

Definicién

Sea B un grupo abeliano. Un (B, Z)-grupo es un grupo C tal que su conjunto
subyacente es B x Z y tal que tanto la proyeccién = : C — B como el encaje
de Z en C dado por n — (0,n) son morfismos de grupos abelianos.
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Lema

Sean B < A, con A un W-grupo y tal que A/B no es W-grupo. Sea C' un
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(A, Z)-grupo D que es extension de C tal que p no puede extenderse a una
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El problema de Whitehead Acerca de los W-grupos numerables

Definicién
Sea B un grupo abeliano. Un (B, Z)-grupo es un grupo C tal que su conjunto

subyacente es B x Z y tal que tanto la proyeccién = : C — B como el encaje
de Z en C dado por n — (0,n) son morfismos de grupos abelianos.

Lema

Sean B < A, con A un W-grupo y tal que A/B no es W-grupo. Sea C' un
(B,Z)-grupo y p una escision para w : C' — B. Entonces, existe un

(A, Z)-grupo D que es extension de C tal que p no puede extenderse a una
escision paraw : D — A.

Teorema

Todo W-grupo numerable es libre.
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El problema de Whitehez Los W-grupos de orden w

Definicion
Sean k € Card, con x > w; Y A un grupo abeliano.
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El problema de Whitehead Los W-grupos de orden w

Definicion
Sean k € Card, con x > w; Y A un grupo abeliano.
(i) Decimos que A es «-libre si (VB < A)(|B| < kK — B es libre).
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El problema de Whitehead Los W-grupos de orden w

Definicion
Sean k € Card, con x > w; Y A un grupo abeliano.
(i) Decimos que A es «-libre si (VB < A)(|B| < kK — B es libre).

(77) Siendo A k-librey B < A, decimos que B es x-puro en A si A/B es
k-libre.

Corolario
Todo W-grupo es N -libre.

Definicion
Sea A un grupo abeliano. Diremos que A satisface la condicion de Chase si

A es un grupo X;-libre tal que todo subgrupo numerable de A esta contenido
en un subgrupo numerable X;-puro en A.
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El problema de Whitehead Los W-grupos de orden w

Lema

Sea A un grupo abeliano de orden X,. Entonces, A satisface la condicion de
Chase <= A es la unién de una cadena suave de grupos libres numerables
<Aa\a < wy) tal que Ag = (0) y que para todo o < w1, An+1 €S Wy-puro en A.
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El problema de Whitehead Los W-grupos de orden w

Lema

Sea A un grupo abeliano de orden X,. Entonces, A satisface la condicion de
Chase <= A es la unién de una cadena suave de grupos libres numerables
<Aa\a < wy) tal que Ag = (0) y que para todo o < w1, An+1 €S Wy-puro en A.

Teorema

Sea A un grupo abeliano que satisface la condicion de Chase, y que por lo
tanto es, por el lema anterior, la unién de una cadena suave de grupos libres
numerables (A | < wi) con Ay = (0) y Aa41 Ry-puro en A para todo o < wy.
Sea

E={a<w |Aa no es Ny —puro en A}

(ndtese que E consta de puros ordinales limite). Entonces, A es libre <— FE
no es estacionario en ws.
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El problema de Whitehead “Todo W-grupo es libre" es consistente

Teorema
Sea E C wy un conjunto estacionario. Entonces, V = L implica {(E) J

David J. Fernandez Breton (UNAM ) Teoria de Conjuntos y Algebra 13/08/2010 14/34



El problema de Whitehead “Todo W-grupo es libre" es consistente

Teorema
Sea E C wy un conjunto estacionario. Entonces, V = L implica {(E) J

David J. Fernandez Breton (UNAM ) Teoria de Conjuntos y Algebra 13/08/2010 14/34



El problema de Whitehead “Todo W-grupo es libre" es consistente

Teorema
Sea E C wy un conjunto estacionario. Entonces, V = L implica {(E)

Corolario

Supdngase que se satisface V = L. Sea B la unién de una cadena suave
estricta de conjuntos numerables (B,, |a < w1), Y un conjunto numerable, y
FE C wy estacionario. Entonces, hay una sucesion

(g : Ba — Ba x Y|a € E) tal que para toda funcionh : B — B x Y que
satisfaga (Va € E)(h[B,] C B, xY), existe a € E talque h | By, = gq-
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El problema de Whitehead “Todo W-grupo es libre" es consistente

Teorema

Sea B la union de una cadena suave estricta (B.|a < w1) de grupos libres

numerables tales que E = {a < w |Ba+1 /B, no es libre} es estacionario en
w1. Entonces, V = L implica que B no es un W-grupo.
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El problema de Whitehead “Todo W-grupo es libre" es consistente

Teorema

Sea B la union de una cadena suave estricta (B.|a < w1) de grupos libres

numerables tales que E = {a < w |Ba+1 /B, no es libre} es estacionario en
w1. Entonces, V = L implica que B no es un W-grupo.

Teorema (Shelah)
ZFC +V = L implica que todo W-grupo de cardinalidad X, es libre. J
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El problema de Whitehead “Todo W-grupo es libre" es independiente

Teorema

Hay un grupo abeliano A de cardinalidad X, que satisface la condicion de
Chase pero que no es libre.
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El problema de Whitehead “Todo W-grupo es libre" es independiente

Teorema

Hay un grupo abeliano A de cardinalidad X, que satisface la condicion de
Chase pero que no es libre.

Teorema (Shelah)

ZFC + MA + 2% > X, implica que todo grupo abeliano de cardinalidad X,
que satisface la condicion de Chase es un W-grupo.
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El problema de Whitehead “Todo W-grupo es libre" es independiente

Teorema

Hay un grupo abeliano A de cardinalidad X, que satisface la condicion de
Chase pero que no es libre.

Teorema (Shelah)

ZFC + MA + 2% > X, implica que todo grupo abeliano de cardinalidad X,
que satisface la condicion de Chase es un W-grupo.

P={¢:5— B | (pesunhomomorfismo) Ay = idg

A(S es un subgrupo finitamente generado puro en A)}

David J. Fernandez Bretén (UNAM-UMSNH) Teoria de Conjuntos y Algebra 13/08/2010 16/34



La cofinalidad del grupo simétrico infinito Los grupos simétricos y algunas de sus propiedades

Dado un conjunto X, denotaremos por Sx al grupo de todas las biyecciones
de X en X. S, es el grupo simétrico infinito.
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Dado un conjunto X, denotaremos por Sx al grupo de todas las biyecciones
de X en X. S, es el grupo simétrico infinito. F denotard al subconjunto de
S, que consta de aquellas permutaciones que Unicamente mueven a una
cantidad finita de elementos de w.
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cantidad finita de elementos de w. Se tiene que F < S,,..
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La cofinalidad del grupo simétrico infinito Los grupos simétricos y algunas de sus propiedades

Dado un conjunto X, denotaremos por Sx al grupo de todas las biyecciones
de X en X. S, es el grupo simétrico infinito. F denotard al subconjunto de
S, que consta de aquellas permutaciones que Unicamente mueven a una
cantidad finita de elementos de w. Se tiene que F < S,,..

Notacién
Sea G < Sx,y A C X. Entonces,

Staba(G) = {g € G|g[4] = A},
staba(G) = {g€G|(Vn e A)(g(n) =n)},
G| A = {o] Alo € Stabg(A)}.
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La cofinalidad del grupo simétrico infinito Los grupos simétricos y algunas de sus propiedades

Dado un conjunto X, denotaremos por Sx al grupo de todas las biyecciones
de X en X. S, es el grupo simétrico infinito. F denotard al subconjunto de
S, que consta de aquellas permutaciones que Unicamente mueven a una
cantidad finita de elementos de w. Se tiene que F < S,,..

Notacién
Sea G < Sx,y A C X. Entonces,

Staba(G) = {g € G|g[4] = A},
staba(G) = {g€G|(Vn e A)(g(n) =n)},
G| A = {o] Alo € Stabg(A)}.

Lema (MacPherson-Neumann)

Sea G < S,,. Supdngase que existe una mitad X C w talque G | X = Sx.
Entonces (3w € S,)(S. = (G, m)).
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La cofinalidad del grupo simétrico infinito La cofinalidad del grupo simétrico infinito

Definicién
Sea G un grupo que no es finitamente generado. Luego, hay una cadena

estricta de subgrupos propios <Ga|oz < ¢ talque G = |J G,. Se define la
a<é

cofinalidad de G, cf(G), como la minima longitud de una tal cadena.
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La cofinalidad del grupo simétrico infinito La cofinalidad del grupo simétrico infinito

Definicién
Sea G un grupo que no es finitamente generado. Luego, hay una cadena

estricta de subgrupos propios <Ga|oz < ¢ talque G = |J G,. Se define la
a<é

cofinalidad de G, cf(G), como la minima longitud de una tal cadena.

Se satisface que wy < cf(S,) <.

David J. Fernandez Breton (UNAM-UMSNH) Teoria de Conjuntos y Algebra 13/08/2010 18/34



La cofinalidad del grupo simétrico infinito La cofinalidad del grupo simétrico infinito

Definicién
Sea G un grupo que no es finitamente generado. Luego, hay una cadena

estricta de subgrupos propios <Ga|oz < ¢ talque G = |J G,. Se define la
a<é
cofinalidad de G, cf(G), como la minima longitud de una tal cadena.

Se satisface que wy < cf(S,) <.

Teorema

Sea M un modelo base en el cual k. es un cardinal con k¥ = xk > w;. SiG es
un filtro Fu(k, 2)-genérico sobre M, entonces M[G] F cf(S,) = w1 < 2¥ = k.
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nétrico infinito Ligera variante y cota superior de cf (S, )

Notacion
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La cofinalidad del grupo simétrico infinito Ligera variante y cota superior de cf (S, )

Notacion

@ Sea g € “w una funcién estrictamente creciente. Entonces, hacemos
Fy :=g(0) y,paracadan € N, F,, := g(n) \ g(n — 1). Definimos el
siguiente subgrupo de S,,:

Py = U On

n<w

(Vn <w)(on € Sp,) ¢ = [] Sk

n<w
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La cofinalidad del grupo simétrico infinito Ligera variante y cota superior de cf (S, )

Notacion

@ Sea g € “w una funcién estrictamente creciente. Entonces, hacemos
Fy :=g(0) y,paracadan € N, F,, := g(n) \ g(n — 1). Definimos el
siguiente subgrupo de S,,:

Py = U On

n<w

(Vn <w)(on € Sp,) ¢ = [] Sk

n<w

@ Para una funcién estrictamente creciente ¢ € “w, introducimos la
notacién

Sy =(re Sw|7r <Fp AT < ).
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La cofinalidad del grupo simétrico infinito Ligera variante y cota superior de cf (S, )

Lema
Sea G < S, subgrupo propio tal que F < G. Definimos la familia

Co = {A € [W]|3B € W) (BC* ANS}, <G)}.

Entonces, [w]“ \ ¢ es una familia densa por grupos.
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La cofinalidad del grupo simétrico infinito Ligera variante y cota superior de cf (S, )

Lema
Sea G < S, subgrupo propio tal que F < G. Definimos la familia

Co = {A € [W]|3B € W) (BC* ANS}, <G)}.

Entonces, [w]“ \ ¢ es una familia densa por grupos.

Definicién

Dado un grupo G < S, que no es finitamente generado, definimos el
invariante cardinal cf*(G) como el minimo X tal que existe una cadena
estricta de subgrupos propios <G§‘f < \) de tal forma que para cada ¢ € “w

estrictamente creciente, hay un { < Atal que S, < G¢y con G = U Ge.
£<X
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ofinalidad del nétrico infinito Ligera variante y cota superior de cf (S, )

Teorema (Thomas)

Teoria de Conjuntos y Algebra 13/08/2010 21/34



La cofinalidad del grupo simétrico infinito Ligera variante y cota superior de cf (S, )

Teorema (Thomas)

(i) cf(S.) < cf*(S.) < 0.
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nalidad del grupo simétrico infinito Ligera variante y cota superior de cf (S, )

Teorema (Thomas)

(i) cf(S,) < cf*(S,) <.
(i1) g < cf"(So).
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La cofinalidad del grupo simétrico infinito Ligera variante y cota superior de cf (S, )

Teorema (Thomas)

(1) cf(Sy) <cf*(S,) <0.
(i1) g < cf"(So).
(i4i) Es consistente con ZFE que cf(S,,) < cf*(S,).
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La cofinalidad del grupo simétrico infinito Ligera variante y cota superior de cf (S, )

Teorema (Thomas)

(1) cf(S,) <cf*(S,) <.
(ii) g < cf*(S.).
(i4i) Es consistente con ZFE que cf(S,,) < cf*(S,).

Lema

Sea \ = cf(S,) y expresemos a S,, como la union de una cadena estricta de

subgrupos propios de longitud A\, S, = |J T'¢. Supdngase que existe una
E<A

mitad A de w tal que para cada g € “w estrictamente creciente, hay un & < \

tal que P;* <T¢ | A. Entonces, cf*(S,,) = A = cf(S.,).
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i EUET NG nétrico infinito Una cota inferior para cf (S, )

Construccién

S, = U Tas A = cf(S,).
a<A
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S, = U Tas A = cf(S,).
a<A
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La cofinalidad del grupo simétrico infinito Una cota inferior para cf (S, )

Construccion
Sw = U Ta, A =cf(S,). Fijlemos una mitad A C w.Dado que

a<A
cf(S,) < cf*(S,,), hay una funcién estrictamente creciente ¢ € “w tal que

(Vo < A)(Pgt £ T | A).
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La cofinalidad del grupo simétrico infinito Una cota inferior para cf (S, )

Construccién

Sw = U Ta, A =cf(S,). Fijlemos una mitad A C w.Dado que
a<A
cf(S,) < cf*(S,,), hay una funcién estrictamente creciente ¢ € “w tal que

(Va < A)(Pf £ T, | A). Realizemos una particién de A en w intervalos A,, de
longitud k,,.
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La cofinalidad del grupo simétrico infinito Una cota inferior para cf (S, )

Construccién

Sw = U Ta, A =cf(S,). Fijlemos una mitad A C w.Dado que
a<A
cf(S,) < cf*(S,,), hay una funcién estrictamente creciente ¢ € “w tal que

(Va < A)(Pf £ T, | A). Realizemos una particién de A en w intervalos A,, de
longitud k,,. Tomemos una particion de w, {F}"'|n < w,m < w}, tal que para
m < w, |[E"| = ky,.
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La cofinalidad del grupo simétrico infinito Una cota inferior para cf (S, )

Construccién

Sy = U Ta, A =cf(S,). Filemos una mitad A C w.Dado que

a<A
cf(S,) < cf*(S,,), hay una funcién estrictamente creciente ¢ € “w tal que
(Vo < A)(Pf £ T, | A). Realizemos una particién de A en w intervalos A,, de
longitud k,,. Tomemos una particion de w, {F}"'|n < w,m < w}, tal que para
m < w, |[F)"| =k,. Paracada Y € [w]*, elegir una permutacion Iy € S, de la
manera siguiente: comencemos por enumerar crecientemente
Y = {y;|j <w}, y exijamos que Iy [A,] = F¥.
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La cofinalidad del grupo simétrico infinito Una cota inferior para cf (S, )

Construccién

Sy = U Ta, A =cf(S,). Filemos una mitad A C w.Dado que

a<A
cf(S,) < cf*(S,,), hay una funcién estrictamente creciente ¢ € “w tal que
(Vo < A)(Pf £ T, | A). Realizemos una particién de A en w intervalos A,, de
longitud k,,. Tomemos una particion de w, {F}"'|n < w,m < w}, tal que para
m < w, |[F)"| =k,. Paracada Y € [w]*, elegir una permutacion Iy € S, de la
manera siguiente: comencemos por enumerar crecientemente
Y = {y;|j <w}, y exijamos que Iy [A,] = F¥.

D,:={ZeWw” | 3X="2)38<NEhels)(3>ap)
(3g € P} \Ts [ A)(VY C X)((IIy " hIly) | A= g)}
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La cofinalidad del grupo simétrico infinito Una cota inferior para cf (S, )

Construccién

Sy = U Ta, A =cf(S,). Filemos una mitad A C w.Dado que

a<A
cf(S,) < cf*(S,,), hay una funcién estrictamente creciente ¢ € “w tal que
(Vo < A)(Pf £ T, | A). Realizemos una particién de A en w intervalos A,, de
longitud k,,. Tomemos una particion de w, {F}"'|n < w,m < w}, tal que para
m < w, |[F)"| =k,. Paracada Y € [w]*, elegir una permutacion Iy € S, de la
manera siguiente: comencemos por enumerar crecientemente
Y = {y;|j <w}, y exijamos que Iy [A,] = F¥.

D,:={ZeWw” | 3X="2)38<NEhels)(3>ap)
(3g € P} \Ts [ A)(VY C X)((IIy " hIly) | A= g)}

Setieneque (| D, =2.
a<<
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La cofinalidad del grupo simétrico infinito Una cota inferior para cf (S, )

Se verifica que cada uno de los D,,, para a < A, es una familia densa por
grupos.
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La cofinalidad del grupo simétrico infinito Una cota inferior para cf (S, )

Se verifica que cada uno de los D,,, para a < A, es una familia densa por
grupos. Por lo tanto, la familia {Dq|a < cf(S,,) atestigua lo siguiente:
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La cofinalidad del grupo simétrico infinito Una cota inferior para cf (S, )

Se verifica que cada uno de los D, para a < ), es una familia densa por
grupos. Por lo tanto, la familia {Dq|a < cf(S,,) atestigua lo siguiente:

Teorema (Brendle-Losada)
g < cf(S,). J
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Los cardinales A(Se /F) ¥ a.
Definicién
Sea G un grupo. El invariante cardinal A(G), el espectro abeliano maximal
de G, se define como el minimo x > w tal que G tiene un subgrupo abeliano
maximal de cardinalidad k.

xes
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Los cardinales A(Se /F) ¥ a.
Definicién
Sea G un grupo. El invariante cardinal A(G), el espectro abeliano maximal

de G, se define como el minimo x > w tal que G tiene un subgrupo abeliano
maximal de cardinalidad k.

Construccién

Sea & una familia maximal casi disjunta, |</| = a, consideremos @ Z.
acof

e
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de G, se define como el minimo x > w tal que G tiene un subgrupo abeliano
maximal de cardinalidad k.

Construccién

Sea & una familia maximal casi disjunta, |</| = a, consideremos & Z. Para
acof

cada a € &7, sea 7, la funcién que “recorre" los elementos de a un lugar
“hacia la derecha".
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Sea G un grupo. El invariante cardinal A(G), el espectro abeliano maximal

de G, se define como el minimo x > w tal que G tiene un subgrupo abeliano
maximal de cardinalidad k.

Construccion

Sea & una familia maximal casi disjunta, |</| = a, consideremos & Z. Para
acof

cada a € &7, sea 7, la funcién que “recorre" los elementos de a un lugar

“hacia la derecha". Definiremos @ : ¢ Z — p(S,,) de la manera siguiente:

a€dd
dado f € & z,

acd

e/
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Los cardinales A(Se /F) ¥ a.
Definicién
Sea G un grupo. El invariante cardinal A(G), el espectro abeliano maximal

de G, se define como el minimo x > w tal que G tiene un subgrupo abeliano
maximal de cardinalidad k.

Construccién

Sea & una familia maximal casi disjunta, |</| = a, consideremos & Z. Para
acof
cada a € &7, sea w, la funcién que “recorre” los elementos de a un lugar

“hacia la derecha". Definiremos @ : ¢ Z — p(S,,) de la manera siguiente:

a€dd
dado f € & z,

acd

D(f) := {71’6 S. | (BF€ [w]<“’)(Va,b€sop(f))(a;éb:aﬂbCF/\

'/Tf(a)nn a SO
(Vnew\F)<7T(n)={a (n); n € a & sop(f) ))}

n; otro caso
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Cocientes del grupo simétrico infinito y su espectro abeliano maximal Los cardinales A(S, /F)y a.

Se verifica que G := {f € @Z|<I> )£} ={fe @ Z| ¥ f(a) =0}

a€of aca
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Cocientes del grupo simétrico infinito y su espectro abeliano maximal Los cardinales A(S, /F)y a.

Se verifica que G := {f € EB Z|o(f)#£ ot ={f¢€ EB Z| Y f(a)=0}.En
aca
adelante, ® denotara unlcamente a la restriccion @ [ G.
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Lema
ran(®) C S, /Fy®: G — S, /F es un monomorfismo de grupos.
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Cocientes del grupo simétrico infinito y su espectro abeliano maximal Los cardinales A(S, /F)y a.

Se verifica que G := {f € EB Z|o(f)#£ ot ={f¢€ EB Z| Y f(a)=0}.En
aca

adelante, ® denotara unlcamente a la restriccion @ [ G.

Lema

ran(®) C S, /Fy®: G — S, /F es un monomorfismo de grupos.

Asi, tenemos que ®[G] < S,,/F es un subgrupo abeliano de cardinalidad no
numerable y a lo mas a.
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Se verifica que G := {f € EB Z|o(f)#£ ot ={f¢€ EB Z| Y f(a)=0}.En

aco
adelante, ® denotara unlcamente a la restriccion @ [ G.

Lema
ran(®) C S, /Fy®: G — S, /F es un monomorfismo de grupos.

Asi, tenemos que ®[G] < S,,/F es un subgrupo abeliano de cardinalidad no
numerable y a lo mas a. Como también se verifica que ®[G] es un subgrupo
abeliano maximal en S, /[F, concluimos que
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Cocientes del grupo simétrico infinito y su espectro abeliano maximal Los cardinales A(S, /F)y a.

Se verifica que G := {f € EB Z|o(f)#£ ot ={f¢€ EB Z| Y f(a)=0}.En
aca

adelante, ® denotara unlcamente a la restriccion @ [ G.

Lema ’

ran(®) C S, /Fy®: G — S, /F es un monomorfismo de grupos.

Asi, tenemos que ®[G] < S,,/F es un subgrupo abeliano de cardinalidad no
numerable y a lo mas a. Como también se verifica que ®[G] es un subgrupo
abeliano maximal en S, /[F, concluimos que

Teorema (Shelah-Steprans)
A(S,/F) < a. ’
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Cocientes del grupo simétrico infinito y su espectro abeliano maximal Los grupos S, /F(Z) y los cardinales a (Z)

Dado un ideal Z (sobre w), denotaremos

$(Z) = {r € Su|(VACw)(Ae T < =[A] € T)},
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Cocientes del grupo simétrico infinito y su espectro abeliano maximal Los grupos S, /F(Z) y los cardinales a (Z)

Dado un ideal Z (sobre w), denotaremos

$(Z) = {r € Su|(VACw)(Ae T < =[A] € T)},

F(Z) := {m € S,|Mov(r) € T}.
Se cumple que $(7) < S, y F(Z) < $(2).

David J. Fernandez Breton (UNAM-UMSNH) Teoria de Conjuntos y Algebra 13/08/2010 26/34



Cocientes del grupo simétrico infinito y su espectro abeliano maximal Los grupos S, /F(Z) y los cardinales a (Z)

Dado un ideal Z (sobre w), denotaremos

$(Z) = {r € Su|(VACw)(Ae T < =[A] € T)},

F(Z) := {m € S,|Mov(r) € T}.

Se cumple que $(Z) < S, y F(Z) < $(Z). En particular, $(jw]<¥) = S, ¥
F = F([w]<).
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Cocientes del grupo simétrico infinito y su espectro abeliano maximal Los grupos S, /F(Z) y los cardinales a (Z)

Dado un ideal Z (sobre w), denotaremos

$(Z) = {r € Su|(VACw)(Ae T < =[A] € T)},

F(Z) := {m € S,|Mov(r) € T}.
Se cumple que $(7) < S, y F(Z) < $(Z). En particular, $([w]<¥) = S, ¥
F = F([w]<).
Definicién
Definimos el espectro abeliano maximal de Z como el invariante cardinal
A(S(Z)/F(Z)), mismo que de ahora en adelante denotaremos como A(Z).
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Cocientes del grupo simétrico infinito y su espectro abeliano maximal Los grupos S, /F(Z) y los cardinales a (Z)

Dado un ideal Z (sobre w), denotaremos

$(Z) = {r € Su|(VACw)(Ae T < =[A] € T)},

F(Z) := {m € S,|Mov(r) € T}.
Se cumple que $(7) < S, y F(Z) < $(Z). En particular, $([w]<¥) = S, ¥
F = F([w]<).
Definicién
Definimos el espectro abeliano maximal de Z como el invariante cardinal
A(S(Z)/F(Z)), mismo que de ahora en adelante denotaremos como A(Z).

Asi entonces, el cardinal A(S,, /F) que estudiamos en la seccién anterior sera
conocido, de ahora en adelante, como A([w]<¥).
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ntes del grupo simi 1 espectro abeliano Los grupos S, /F(Z) y los cardinales a (Z)

Definicion
Sea 7 un ideal.
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Cocientes del grupo simétrico infinito y su espectro abeliano maximal Los grupos S, /F(Z) y los cardinales a (Z)

Definicion

Sea 7 un ideal.

@ Sean a,b C w. Diremos que a y b son casi disjuntos modulo 7 si
anbel.
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Cocientes del grupo simétrico infinito y su espectro abeliano maximal Los grupos S, /F(Z) y los cardinales a (Z)

Definicion

Sea 7 un ideal.
@ Sean a,b C w. Diremos que a y b son casi disjuntos modulo 7 si
anbel.
@ Sea & C p(w). Diremos que < es una familia casi disjunta médulo 7
sigdNI=0y Va,be ) anbel).

David J. Fernandez Breton (UNAM-UMSNH) Teoria de Conjuntos y Algebra 13/08/2010 27/34



Cocientes del grupo simétrico infinito y su espectro abeliano maximal Los grupos S, /F(Z) y los cardinales a (Z)

Definicién
Sea 7 un ideal.
@ Sean a,b C w. Diremos que a y b son casi disjuntos modulo 7 si
anbel.
@ Sea & C p(w). Diremos que < es una familia casi disjunta médulo 7
sigdNI=0y Va,be ) anbel).
@ Definimos el invariante cardinal a(Z) como la minima cardinalidad de una
familia infinita que es casi disjunta maximal médulo Z.
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Cocientes del grupo simétrico infinito y su espectro abeliano maximal Los grupos S, /F(Z) y los cardinales a (Z)

Definicién
Sea 7 un ideal.
@ Sean a,b C w. Diremos que a y b son casi disjuntos modulo 7 si
anbel.
@ Sea & C p(w). Diremos que < es una familia casi disjunta médulo 7
sigdNI=0y Va,be ) anbel).
@ Definimos el invariante cardinal a(Z) como la minima cardinalidad de una
familia infinita que es casi disjunta maximal médulo Z.

([w]<*). El resultado principal de la seccién anterior asegura que

I a
([w]=) < a([w]=).

David J. Fernandez Breton (UNAM-UMSNH) Teoria de Conjuntos y Algebra 13/08/2010 27/34



Cocientes del grupo simétrico infinito y su espectro abeliano maximal Los grupos S, /F(Z) y los cardinales a (Z)

Definicion

Sea 7 un ideal.

@ Sean a,b C w. Diremos que a y b son casi disjuntos modulo 7 si
anbel.

@ Sea & C p(w). Diremos que < es una familia casi disjunta médulo 7
sigdNI=0y Va,be ) anbel).

@ Definimos el invariante cardinal a(Z) como la minima cardinalidad de una
familia infinita que es casi disjunta maximal médulo Z.

Asi a = a([w]<*). El resultado principal de la seccion anterior asegura que
A([w]<¥) < a([w]<*). Construiremos una familia de ideales 7 para los cuales
es relativamente consistente con ZFE que a(Z) < A(Z).
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Cocientes del grupo simétrico infinito y su espectro abeliano maximal Los grupos S, /F(Z) y los cardinales a (Z)

o
Sea N = (n;) € “w una sucesion estrictamente creciente tal que
=0
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Cocientes del grupo simétrico infinito y su espectro abeliano maximal Los grupos S, /F(Z) y los cardinales a (Z)

o
Sea N = (n;) € “w una sucesion estrictamente creciente tal que
=0

) N1 — Ny
1im e —'
100 M2 — M1
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Cocientes del grupo simétrico infinito y su espectro abeliano maximal Los grupos S, /F(Z) y los cardinales a (Z)

o
Sea N = (n;) € “w una sucesion estrictamente creciente tal que
=0

) N1 — Ny
1im e —'
100 M2 — M1

. -2
Por ejemplo, n; = 2.
Definiremos un ideal de la siguiente manera:
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Cocientes del grupo simétrico infinito y su espectro abeliano maximal Los grupos S, /F(Z) y los cardinales a (Z)

o
Sea N = (n;) € “w una sucesion estrictamente creciente tal que
=0

Ni+1 — Ty

lim =0.

=00 Njt4 — N4l

. -2

Por ejemplo, n; = 2.
Definiremos un ideal de la siguiente manera:

Hmmmi’ni“”:o}.

11— 00 Ni+1 — Ny

I(N) = {A Cw
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Cocientes del grupo simétrico infinito y su espectro abeliano maximal Los grupos S, /F(Z) y los cardinales a (Z)

oo

Sea N = (n;) € “w una sucesion estrictamente creciente tal que
=0

Ni+1 — Ty

lim =0.

=00 Njt4 — N4l

. -2

Por ejemplo, n; = 2.
Definiremos un ideal de la siguiente manera:

lim AN [ng,ni41)] _ O} .

11— 00 Ni+1 — Ny

I(N) = {A Cw

Teorema
ATN)) = c.
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ntes del grupo simi 1 espectro abeliano Los grupos S, /F(Z) y los cardinales a (Z)

Teorema

a(Z(N)) < a.
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Cocientes del grupo simétrico infinito y su espectro abeliano maximal Los grupos S, /F(Z) y los cardinales a (Z)

Teorema

a(Z(NV)) < a.

Teorema

Sea M FZFE+HCyseal € M. Sea G un filtro Fun(1,2)-genérico sobre M.
Entonces, M|G| E a = w;.
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Teorema

a(Z(NV)) < a.
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Cocientes del grupo simétrico infinito y su espectro abeliano maximal Los grupos S, /F(Z) y los cardinales a (Z)

Teorema

a(Z(NV)) < a.

Teorema

Sea M FZFE+HCyseal € M. Sea G un filtro Fun(1,2)-genérico sobre M.
Entonces, M|G| E a = w;.

Corolario (Shelah-Steprans)
Es relativamente consistente con ZFE que a(Z(N)) < A(Z(N)).
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Una cota inferior para el cardinal A (Cw 3 = )

Definicion

Teoria de Conjuntos y Algebra 13/08/2010 30/34



Una cota inferior para el cardinal A (Cw 3 = )

Definicion

@ SiSC S,y X Cuw,definiremos

6rbs(X) = Hﬂ'h r)n<wAhzeXAmeSAg e{-11}
= {W(x)}xeX/\we U Uorb ({=}).
yreX
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Una cota inferior para el cardinal A (Cw <% )

Cocientes del grupo simétrico infinito y su espectro abeliano maximal

Definicion

@ SiSC S,y X Cuw,definiremos

érbs(X) = {(Hﬂ'h>
= {r@)|reXnrme(S U Uorb ({=}).

yreX

In<wAzeXAmeSAj e{-1 1}}

@ Para S C S, definiremos

“(Ss) = U U 6rbs({m})

oc€Smel(o)

{m(m)|(Fo € S)(|6rbs({m})| = w) A € (S)}.
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Cocientes del grupo simétrico infinito y su espectro abeliano maximal Una cota inferior para el cardinal A (Cw 3 <“’)

P := {p = (h?,S8")|h" es una involucién finita A S” € [H]<“},
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Cocientes del grupo simétrico infinito y su espectro abeliano maximal Una cota inferior para el cardinal A (Cw 3 <“’)

P := {p = (h?,S8")|h" es una involucién finita A S” € [H]<“},

en donde consideraremos que p < ¢ si y sélo si se cumplen las siguientes
cuatro condiciones:
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P := {p = (h?,S8")|h" es una involucién finita A S” € [H]<“},

en donde consideraremos que p < ¢ si y sélo si se cumplen las siguientes
cuatro condiciones:

o hp;hq,
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Cocientes del grupo simétrico infinito y su espectro abeliano maximal Una cota inferior para el cardinal A (Cw 3 <“’)

P:={p= (hp,Sp)‘hp es una involucién finita A SP € [H]<¥},
en donde consideraremos que p < ¢ si y sélo si se cumplen las siguientes
cuatro condiciones:
e Sp ;) qu
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Cocientes del grupo simétrico infinito y su espectro abeliano maximal Una cota inferior para el cardinal A (Cw 3 <“’)

P:={p= (hp,Sp)‘hp es una involucién finita A SP € [H]<¥},
en donde consideraremos que p < ¢ si y sélo si se cumplen las siguientes
cuatro condiciones:
Q rP DY,
Q s7 D289,
Q dom(h? \ K1) NI*(S?) =2,y
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Cocientes del grupo simétrico infinito y su espectro abeliano maximal Una cota inferior para el cardinal A (Cw 3 <“’)

P := {p = (h?,S8")|h" es una involucién finita A S” € [H]<“},

en donde consideraremos que p < ¢ si y sélo si se cumplen las siguientes
cuatro condiciones:

Q rP DY,

Q s7 D289,

Q dom(h? \ K1) NI*(S?) =2,y

© siempre que j € dom(h? \ h?) y o € S§%, se cumple que

o(j) € dom(h? \ )y o(hP(j)) = hP(a(j))-
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P := {p = (h?,S8")|h" es una involucién finita A S” € [H]<“},

en donde consideraremos que p < ¢ si y sélo si se cumplen las siguientes
cuatro condiciones:

Q rP DY,

Q s7 D289,

Q dom(h? \ K1) NI*(S?) =2,y

© siempre que j € dom(h? \ h?) y o € S§%, se cumple que
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Cocientes del grupo simétrico infinito y su espectro abeliano maximal Una cota inferior para el cardinal A (Cw 3 <“’)

P := {p = (h?,S8")|h" es una involucién finita A S” € [H]<“},

en donde consideraremos que p < ¢ si y sélo si se cumplen las siguientes
cuatro condiciones:

Q rP DY,

Q s7 D289,

Q dom(h? \ K1) NI*(S?) =2,y

© siempre que j € dom(h? \ h?) y o € S§%, se cumple que

o(j) € dom(h? \ )y o(hP(j)) = hP(a(j))-

Sea {hn|n < w} es el conjunto de todas las involuciones finitas, y para cada
una de ellas, Gy, = {p € P|(3S € [H]<*)((h,S) < p)}.
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P := {p = (h?,S8")|h" es una involucién finita A S” € [H]<“},

en donde consideraremos que p < ¢ si y sélo si se cumplen las siguientes
cuatro condiciones:

Q rP DY,

Q s7 D289,

Q dom(h? \ K1) NI*(S?) =2,y

© siempre que j € dom(h? \ h?) y o € S§%, se cumple que

o(j) € dom(h? \ )y o(hP(j)) = hP(a(j))-

Sea {hn|n < w} es el conjunto de todas las involuciones finitas, y para cada

una de ellas, Gy, := {p € P|(3S € [H]<*)((h,S) < p)}. Entonces,
P= | Gh,, porlotanto P es o-centrado.

n<w
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E, :={p € P|n € dom(h?) U I*(S?)} también es denso. Parat € H, k < w,
los conjuntos Dy ;. := {p € P|(3j > k)(h?(j) # =(k))} son densos en P.
Dado que |H| < p = m(o — centrado), sea G un filtro que intersecta a todos
estos densos, y 7g : w — w dado por

) RP(G); (3p € G)(j € dom(hP))
76(J) = j; otro caso.

David J. Fernandez Breton (UNAM-UMSNH) Teoria de Conjuntos y Algebra 13/08/2010 32/34



Cocientes del grupo simétrico infinito y su espectro abeliano maximal Una cota inferior para el cardinal A (Cw 3 <“’)

Para cada 7 € S,,, el conjunto D, := {p € P|r € SP} es denso. Y paran < w,
E, :={p € P|n € dom(h?) U I*(S?)} también es denso. Parat € H, k < w,
los conjuntos Dy ;. := {p € P|(3j > k)(h?(j) # =(k))} son densos en P.
Dado que |H| < p = m(o — centrado), sea G un filtro que intersecta a todos
estos densos, y 7g : w — w dado por

reli) = { ;mt><ape G)(j € dom(h?)

nqF conmuta con cada elemento 7nF € H/F, pero debe ser distinto de cada
uno de estos.
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Para cada 7 € S,,, el conjunto D, := {p € P|r € SP} es denso. Y paran < w,
E, :={p € P|n € dom(h?) U I*(S?)} también es denso. Parat € H, k < w,
los conjuntos Dy ;. := {p € P|(3j > k)(h?(j) # =(k))} son densos en P.
Dado que |H| < p = m(o — centrado), sea G un filtro que intersecta a todos
estos densos, y 7g : w — w dado por

reli) = {;mt)(ape G)(j € dom(h?)

nqF conmuta con cada elemento 7nF € H/F, pero debe ser distinto de cada
uno de estos.

Teorema (Shelah-Steprans)

Sea H/F < S, /F un subgrupo abeliano maximal no numerable. Entonces,
|H| > p (es decir, se cumple que A(|w]<¥) > p.
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