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Por ejemplo:

La férmula (Vz)((3x)(x * z = x) = z = e) es un teorema de los axiomas de la
teoria de grupos (intuitivamente, se sigue de los axiomas de la teoria de
grupos que el elemento identidad es Unico).
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Por otra parte, pasa lo mismo con la negacién de la conmutatividad.

Ya que (por ejemplo) (R, 0, +) satisface los axiomas de la teoria de grupos, y
también satisface (Vx)(Vy)(x * y = y * x).

Teoria de grupos ¥ =(Conmutatividad).
(La conmutatividad es consistente con los axiomas de Teoria de Grupos.)

Por lo tanto, la conmutatividad es indecidible desde los axiomas de la Teoria
de Grupos (ni ella ni su negacién se puede demostrar).
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Implementando mateméticas con conjuntos

En matematicas, basicamente cualquier estructura se define en términos de
conjuntos:
@ Un grupo es un conjunto X equipado con una operacién binaria
-1 X x X — X tal que...
@ Un espacio métrico es un conjunto X equipado con una funcion
d: XxX — [0,00)tal que...
@ Un espacio vectorial es un conjunto V' equipado con una relacién
binaria + : VXV — V, y un campo k, y una accion de k* en el conjunto
V, tal que...

@ Un campo es un conjunto k equipado con operaciones binarias
+:kxk— ky-: kxk— ktales que...
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Matematicas conjuntos Implementando mateméticas con conjuntos

En matematicas, basicamente cualquier estructura se define en términos de
conjuntos:
@ Un grupo es un conjunto X equipado con una operacién binaria
-1 X x X — X tal que...
@ Un espacio métrico es un conjunto X equipado con una funcion
d: XxX — [0,00)tal que...
@ Un espacio vectorial es un conjunto V' equipado con una relacién
binaria + : VXV — V, y un campo k, y una accion de k* en el conjunto
V, tal que...
@ Un campo es un conjunto k equipado con operaciones binarias
+:kxk— ky-: kxk— ktales que...

@ Unafuncién f : X — Y es un subconjunto f C X x Y tal que...

@ Un par ordenado (x, y) es el conjunto {{x}, {x,y}}...

@ (También se pueden construir N, Z, Q, R, C, etc., como
conjuntos...)
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Todo se dice en el Lenguaje de la Teoria de Conjuntos

Moraleja: Cuando un matematico dice que ¢ es un teorema, implicitamente
esta diciendo que ¢ es un teorema desde los axiomas de la Teoria de
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Los axiomas de la teoria de conjuntos

Los axiomas (de Zermelo—Frénkel con Eleccidn, o ZFE):

@ Existencia: (3x)(x = x) (existe un conjunto).

o Extensionalidad: (Vx)(Vy)(x = y & (Vz)(z € x & z € y)) (un conjunto esta completamente determinado
por sus elementos).

e Comprension: Para cada formula ¢ con una variable libre,(Vx)(3y)(Vz)(z € y & z € x A ¢(2)) (para cada
propiedad ¢ y para cada conjunto x, existe el conjunto {z € x | p(z)}).

Par: (Vx)(Vy)3z)(Vw)(w € z & (w = x V w = y)) (para cualesquiera dos conjuntos x, y, existe el conjunto
{x,»}).

Unién: (Vx)(3y)(Vz)(z € y & Qw € x)(z € w)) (para toda familia de conjuntos x, existe su union | J,,, w).
Conjunto Potencia: (Vx)(3y)(Vz)(z € y © z C x) (para todo conjunto x, existe su conjunto potencia
$(x)).

Axioma de Infinitud: (3x)(@ € x A (Vy € x)(y U {y} € x)). (existe un conjunto infinito).

Reemplazo: Para cada férmula ¢ con dos variables libres,

V) @A) e(x, ¥) = (Vx)Fy)(V2)(z € y © Qw € x)(p(w, z)) (si la formula ¢ se comporta como una
funcion F, entonces para todo conjunto x, la imagen directa F[x] también es un conjunto).

Fundacién: (Vx)(x # @ = 3y € x)(Vz € x)(z & y)) (la relacién € de pertenencia es bien fundada).

Eleccion: (Vx)((Vy € x)(y # ¥) = (3z)(Vy € x)3'w)(w € z A w € y)) (Si x es una familia de conjuntos no
vacios, entonces se puede escoger un elemento de cada miembro de x).

00 ©0 00
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Modelos de la Teoria de Conjuntos

A partir de los afios 30, se han desarrollado diversas técnicas para construir
modelos de ZFE (ya sea encogiendo o ensanchando el “mundo real” —el
modelo de ZFE en el que se supone que realizamos nuestras matematicas—):
El universo constructible de Godel, L C V

mas tarde, la teoria de los modelos internos y los modelos nucleo;

La técnica del forzamiento de Cohen, V[G] D V;

después, forzamiento iterado, forzamiento apropiado, matrices de iteracion,

forzamiento con clases, forzamiento con submodelos elementales,
iteraciones de Asperé—Mota, ...
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Cardinalidad:

Al pensar en cardinalidades infinitas, hay dos intuiciones que se contraponen:
La geométrica: la recta real, R, de cardinalidad c;

La aritmética: contar, contar y contar, al infinito y mas alla...

0,1,2, ... R0, R, Ry, . RN

Teorema (Cantor)
N, <c¢=|R| J
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Resulta bastante sospechoso que practicamente todos los conjuntos infinitos
que surgen de manera natural (e.g. mientras hacemos andlisis) son todos o
bien numerables, o bien de cardinalidad ¢. Por ello, Cantor conjeturd

La Hipétesis del Continuo (CH): ¢ = N;.

(Primer Problema de Hilbert. demostrar (o refutar) CH).

Teorema (Gddel 1939)
CH es consistente con ZFE. (El universo constructible de Gédel.) J
Teorema (Cohen 1960)
CH es independiente de ZFE. (Método del forzamiento.) J

En conclusién, la CH es indecidible desde los axiomas
de ZFE.
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Recordemos que un conjunto X C R tiene medida cero si para todo € > 0
hay intervalos I,,, n € N, tales que

if(ln) < ¢
n=1
y
x ¢ Y

Definition

Un conjunto X C R tiene medida fuertemente cero si para cada sucesion ¢,,,
n € N, existen intervalos I, n € N, tales que 2(1,)) < ¢, y

X C 1

n
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—_
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Considere la siguiente sucesion exacta corta en la categoria de grupos
abelianos:

Dados A y B, ¢quién puede ser G? Una posibilidad obviaes G = A @ B.
Existe un grupo abeliano Ext(B, A) que codifica las posibilidades para G,
hasta isomorfismo (que respete a la sucesién exacta corta). (El elemento
identidad de Ext(B, A) es justamente A & B).
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Un grupo abeliano A es un W-grupo J
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Considere la siguiente sucesion exacta corta en la categoria de grupos
abelianos:

Dados A y B, ¢quién puede ser G? Una posibilidad obviaes G = A @ B.
Existe un grupo abeliano Ext(B, A) que codifica las posibilidades para G,
hasta isomorfismo (que respete a la sucesién exacta corta). (El elemento
identidad de Ext(B, A) es justamente A & B).

Definicién
Un grupo abeliano A es un W-grupo si Ext(A, Z) es trivial. J
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El problema de Whitehead es la pregunta “; Ser W-grupo implica ser libre
abeliano?”

Teorema (Pontryagin)
Todo W-grupo numerable es libre abeliano. J
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Resulta que todo grupo abeliano libre es un W-grupo.

El problema de Whitehead es la pregunta “; Ser W-grupo implica ser libre
abeliano?”

Teorema (Pontryagin)
Todo W-grupo numerable es libre abeliano. J

Por lo tanto, el problema de Whitehead es fundamentalmente un problema
acerca de grupos no numerables.
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Teorema (Shelah 1974)
Es consistente con ZFE que todo W- grupo es libre abeliano.
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Teorema (Shelah 1974)

Es consistente con ZFE que todo W- grupo es libre abeliano. (En el universo
constructible de Gédel.)
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Es consistente con ZFE que todo W- grupo es libre abeliano. (En el universo
constructible de Gédel.)
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(1Gl=¥%,)

; I Instituto
Politécnico
74 Nacional



Teorema (Shelah 1974)

Es consistente con ZFE que todo W- grupo es libre abeliano. (En el universo
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Teorema (Shelah 1974)

Es consistente con ZFE que todo W- grupo es libre abeliano. (En el universo
constructible de Gédel.)

Teorema (Shelah 1974)

Es consistente con ZFE que existe un W-grupo G que no es abeliano libre.
(IG| = R,) (Consecuencia del Axioma de Martin —esencialmente, una
iteracion con soporte finito de forzamientos c.c.c.—)
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Teorema (Shelah 1974)

Es consistente con ZFE que todo W- grupo es libre abeliano. (En el universo
constructible de Gédel.)

Teorema (Shelah 1974)

Es consistente con ZFE que existe un W-grupo G que no es abeliano libre.
(IG| = R,) (Consecuencia del Axioma de Martin —esencialmente, una
iteracion con soporte finito de forzamientos c.c.c.—)

En conclusién, el problema de Whitehead es indecidible desde los axiomas
de ZFE.
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Sea R un anillo, y sea M un R-modulo (derecho).

Definicion
La dimensidn proyectiva de M, denotada pd(M), es el minimo n tal que
existe una sucesion exacta

P Sm P Sm—1 S fo

en donde cada P; es proyectivo (toda sucesion exacta corta
0 A B P 0 se escinde) y ker(f,_;) =0.




Sea R un anillo, y sea M un R-modulo (derecho).

Definicion
La dimensidn proyectiva de M, denotada pd(M), es el minimo n tal que
existe una sucesion exacta

P, P, P, P, M 0
en donde cada P; es proyectivo (toda sucesion exacta corta

0 A B P 0 se escinde) y ker(f,_;) =0.
Definicién

La dimensidn proyectiva del anillo R se define como

pd(R) = sup{pd(M)|M es un R-mddulo}.
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Pregunta: ;Cual es la dimension proyectiva de R(x, y, z)? ;Cudl es la
dimension proyectiva de Q(x, y, z)?

Teorema (Osofski, 1968)
2 < pd(R(x, y, 2)) = pd(Q(x, y, 2)) < 3.
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Pregunta: ;Cual es la dimension proyectiva de R(x, y, z)? ;Cudl es la
dimension proyectiva de Q(x, y, z)?

Teorema (Osofski, 1968)

2 < pd(R(x, y, z)) = pd(Q(x, y, z)) < 3. Ademas, las siguientes condiciones son

equivalentes:
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dimension proyectiva de Q(x, y, z)?

Teorema (Osofski, 1968)

2 < pd(R(x, y, z)) = pd(Q(x, y, z)) < 3. Ademas, las siguientes condiciones son
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Pregunta: ;Cual es la dimension proyectiva de R(x, y, z)? ;Cudl es la
dimension proyectiva de Q(x, y, z)?

Teorema (Osofski, 1968)
2 < pd(R(x, y, z)) = pd(Q(x, y, z)) < 3. Ademas, las siguientes condiciones son
equivalentes:

Q pdR(x,y,2) =2,

Q pd(Q(x,y,2) =2,

Q CH. )

En particular, los valores exactos de pd(R(x, y, z)) y pd(Q(x, y, z)) son
indecidibles desde los axiomas de ZFE.
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Pregunta: ;Cual es la dimension proyectiva de R(x, y, z)? ;Cudl es la
dimension proyectiva de Q(x, y, z)?

Teorema (Osofski, 1968)
2 < pd(R(x, y, z)) = pd(Q(x, y, z)) < 3. Ademas, las siguientes condiciones son
equivalentes:

Q pdR(x,y,2) =2,

Q pd(Q(x,y,2) =2,

Q CH. )

En particular, los valores exactos de pd(R(x, y, z)) y pd(Q(x, y, z)) son
indecidibles desde los axiomas de ZFE.

Teorema (Osofski, 1968)
En general, si ¢ = X,, entonces pd(C(xy, ..., x,)) = min{n, £ + 1}. J

. o
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Sea H un espacio de Hilbert separable de dimensién infinita. Sea B(H) el
algebra C* de operadores acotados en H, y sea K£(H) C B(H) el ideal de
operadores compactos (que mandan conjuntos acotados en conjuntos

totalmente acotados).

Definicion

Elalgebra de Calkin es el dlgebra cociente C(H) := B(H)/K(H). J
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Sea H un espacio de Hilbert separable de dimensién infinita. Sea B(H) el
algebra C* de operadores acotados en H, y sea K£(H) C B(H) el ideal de
operadores compactos (que mandan conjuntos acotados en conjuntos
totalmente acotados).

Definicion
Elalgebra de Calkin es el dlgebra cociente C(H) := B(H)/K(H). J

Miramos el grupo de automorfismos de C(H).
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Sea H un espacio de Hilbert separable de dimensién infinita. Sea B(H) el
algebra C* de operadores acotados en H, y sea K£(H) C B(H) el ideal de
operadores compactos (que mandan conjuntos acotados en conjuntos
totalmente acotados).

Definicion
Elalgebra de Calkin es el dlgebra cociente C(H) := B(H)/K(H). J

Miramos el grupo de automorfismos de C(H). Un automorfismo de la forma
x —> u*xu, en donde u € C(H) es unitario, se llama un automorfismo
interno.
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Un problema de andlisis funcional

Sea H un espacio de Hilbert separable de dimensién infinita. Sea B(H) el
algebra C* de operadores acotados en H, y sea K£(H) C B(H) el ideal de
operadores compactos (que mandan conjuntos acotados en conjuntos
totalmente acotados).

Definicién
El algebra de Calkin es el algebra cociente C(H) := B(H)/KC(H).

Miramos el grupo de automorfismos de C(H). Un automorfismo de la forma
x —> u*xu, en donde u € C(H) es unitario, se llama un automorfismo
interno. Un automorfismo que no es interno se llama automorfismo
externo.
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Un problema de andlisis funcional

Sea H un espacio de Hilbert separable de dimensién infinita. Sea B(H) el
algebra C* de operadores acotados en H, y sea K£(H) C B(H) el ideal de
operadores compactos (que mandan conjuntos acotados en conjuntos
totalmente acotados).

Definicién
El algebra de Calkin es el algebra cociente C(H) := B(H)/KC(H).

Miramos el grupo de automorfismos de C(H). Un automorfismo de la forma
x —> u*xu, en donde u € C(H) es unitario, se llama un automorfismo
interno. Un automorfismo que no es interno se llama automorfismo
externo.
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Teorema (Phillips—Weaver, 2006)
CH implica que existe un automorfismo externo de C(H).
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Teorema (Phillips—Weaver, 2006)

CH implica que existe un automorfismo externo de C(H). En particular, la
existencia de un automorfismo externo es consistente con ZFE.
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CH implica que existe un automorfismo externo de C(H). En particular, la
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Teorema (Farah, 2011)
El enunciado “todo automorfismo de C(H) es interno” es consistente con ZFE.




Teorema (Phillips—Weaver, 2006)

CH implica que existe un automorfismo externo de C(H). En particular, la
existencia de un automorfismo externo es consistente con ZFE.

Teorema (Farah, 2011)

El enunciado “todo automorfismo de C(H) es interno” es consistente con ZFE.
(Es consecuencia del Axioma del Forzamiento Apropiado, o incluso del

Axioma del Grafo Abierto.)
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Teorema (Phillips—Weaver, 2006)

CH implica que existe un automorfismo externo de C(H). En particular, la
existencia de un automorfismo externo es consistente con ZFE.

Teorema (Farah, 2011)

El enunciado “todo automorfismo de C(H) es interno” es consistente con ZFE.
(Es consecuencia del Axioma del Forzamiento Apropiado, o incluso del
Axioma del Grafo Abierto.)

En conclusioén, la existencia de automorfismos externos de C(H) es
indecidible de los axiomas de ZFE.
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denotado trdg(F /k), el la cardinalidad de una base de trascendencia de F
sobre k (es decir, de un S C F que es algebraicamente independiente sobre k
y tal que k(5)/k es una extension algebraica).




Recordemos: El grado de trascendencia de una extension de campos F/k,
denotado trdg(F /k), el la cardinalidad de una base de trascendencia de F
sobre k (es decir, de un S C F que es algebraicamente independiente sobre k
y tal que k(5)/k es una extension algebraica).
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Recordemos: El grado de trascendencia de una extension de campos F/k,
denotado trdg(F /k), el la cardinalidad de una base de trascendencia de F
sobre k (es decir, de un S C F que es algebraicamente independiente sobre k
y tal que k(5)/k es una extension algebraica).

La Conjetura de Schanuel: Dados 4, ..., 4, € C linealmente independientes
sobre Q, se cumple que

trdg(Q(4y, ..., A, e, ..., e*)) > n.
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Un problema de teorfa de nimeros

Recordemos: El grado de trascendencia de una extension de campos F/k,
denotado trdg(F /k), el la cardinalidad de una base de trascendencia de F
sobre k (es decir, de un S C F que es algebraicamente independiente sobre k
y tal que k(.S)/k es una extension algebraica).

La Conjetura de Schanuel: Dados 4, ..., 4, € C linealmente independientes
sobre Q, se cumple que

trdg(Q(Ay, ..., A, e, ... e*n)) > n.

(El caso particular cuando los 4, ..., 4, son todos algebraicos se conoce
como el Teorema de Lindemann—WeierstraB.)
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Un problema de teorfa de nimeros

Recordemos: El grado de trascendencia de una extension de campos F/k,
denotado trdg(F /k), el la cardinalidad de una base de trascendencia de F
sobre k (es decir, de un S C F que es algebraicamente independiente sobre k
y tal que k(.S)/k es una extension algebraica).

La Conjetura de Schanuel: Dados 4, ..., 4, € C linealmente independientes
sobre Q, se cumple que

trdg(Q(Ay, ..., A, e, ... e*n)) > n.

(El caso particular cuando los 4, ..., 4, son todos algebraicos se conoce
como el Teorema de Lindemann—WeierstraB.) Una demostracién de esta
conjetura tendria muchas consecuencias interesantes, por ejemplo, que ey =
son algebraicamente independientes.
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Una forma débil de la conjetura de Schanuel seria la siguiente:
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Teorema (Wilkie, Kirby)

Existe un campo k C C numerable, algebraica y exponencialmente cerrado,
tal que trdg(k(Ay, ..., Ay, M, ..., e*)) > n siempre que 4,, ..., 4, € C son
linealmente independientes sobre Q.
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Teorema (Wilkie, Kirby)

Existe un campo k C C numerable, algebraica y exponencialmente cerrado,
tal que trdg(k(Ay, ..., Ay, M, ..., e*)) > n siempre que 4,, ..., 4, € C son
linealmente independientes sobre Q.

Demostracion del teorema anterior por Viale:
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tal que trdg(k(Ay, ..., Ay, M, ..., e*)) > n siempre que 4,, ..., 4, € C son
linealmente independientes sobre Q.

Demostracion del teorema anterior por Viale:

@ Realizar una construccién de forzamiento (colapso de Lévy) para obtener
V[G] 2 Vtal que k := CnV es numerable.

@ En V[G], tenemos que k es numerable, algebraica y exponencialmente
cerrado.




Un problema de teorfa de nimeros

Una forma débil de la conjetura de Schanuel seria la siguiente:

Teorema (Wilkie, Kirby)

Existe un campo k C C numerable, algebraica y exponencialmente cerrado,
tal que trdg(k(4, ..., A, e, ..., e*)) > n siempre que Ay, ..., A, € C son
linealmente independientes sobre Q.

Demostracion del teorema anterior por Viale:

@ Realizar una construccién de forzamiento (colapso de Lévy) para obtener
VI[G] 2 Vtalque k := CnV es numerable.

@ En V[G], tenemos que k es numerable, algebraica y exponencialmente
cerrado.

© Ademas, se satisface la conjetura de Schanuel sobre k (basicamente,
todo elemento de C \ k es muy, muy indescriptible en términos de k).
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Una forma débil de la conjetura de Schanuel seria la siguiente:

Teorema (Wilkie, Kirby)

Existe un campo k C C numerable, algebraica y exponencialmente cerrado,
tal que trdg(k(4, ..., A, e, ..., e*)) > n siempre que Ay, ..., A, € C son
linealmente independientes sobre Q.

Demostracion del teorema anterior por Viale:

@ Realizar una construccién de forzamiento (colapso de Lévy) para obtener
VI[G] 2 Vtalque k := CnV es numerable.

@ En V[G], tenemos que k es numerable, algebraica y exponencialmente
cerrado.

© Ademas, se satisface la conjetura de Schanuel sobre k (basicamente,
todo elemento de C \ k es muy, muy indescriptible en términos de k).

© Por lo tanto, el enunciado del teorema de Wilkie y Kirby es conS|stente
con ZFE.
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Una forma débil de la conjetura de Schanuel seria la siguiente:

Teorema (Wilkie, Kirby)

Existe un campo k C C numerable, algebraica y exponencialmente cerrado,
tal que trdg(k(4, ..., A, e, ..., e*)) > n siempre que Ay, ..., A, € C son
linealmente independientes sobre Q.

Demostracion del teorema anterior por Viale:

@ Realizar una construccién de forzamiento (colapso de Lévy) para obtener
VI[G] 2 Vtalque k := CnV es numerable.

@ En V[G], tenemos que k es numerable, algebraica y exponencialmente
cerrado.

© Ademas, se satisface la conjetura de Schanuel sobre k (basicamente,
todo elemento de C \ k es muy, muy indescriptible en términos de k).

@ Por lo tanto, el enunciado del teorema de Wilkie y Kirby es consistente
con ZFE. - | Instituto
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Pero dicho enunciado tiene una complejidad baja,
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Una forma débil de la conjetura de Schanuel seria la siguiente:

Demostracion del teorema anterior por Viale:

@ Realizar una construccién de forzamiento (colapso de Lévy) para obtener
V[G] 2 Vtal que k := CnV es numerable.
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cerrado.

Ademas, se satisface la conjetura de Schanuel sobre k (basicamente,
todo elemento de C \ k es muy, muy indescriptible en términos de k).

o
© Por lo tanto, el enunciado del teorema de Wilkie y Kirby es consistente
con ZFE.

o

Pero dicho enunciado tiene una complejidad baja, y por lo tanto, por el
teorema de absolutez de Schoenfield, es absoluto (si es consistente con
ZFE entonces es un teorema de ZFE). BN mstituto
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Una forma débil de la conjetura de Schanuel seria la siguiente:

Demostracion del teorema anterior por Viale:

o
o
o

o

Realizar una construccién de forzamiento (colapso de Lévy) para obtener
V[G] 2 Vtal que k := CnV es numerable.

En V[G], tenemos que k es numerable, algebraica y exponencialmente
cerrado.

Ademas, se satisface la conjetura de Schanuel sobre k (basicamente,
todo elemento de C \ k es muy, muy indescriptible en términos de k).
Por lo tanto, el enunciado del teorema de Wilkie y Kirby es consistente
con ZFE.

Pero dicho enunciado tiene una complejidad baja, y por lo tanto, por el
teorema de absolutez de Schoenfield, es absoluto (si es consistente con
ZFE entonces es un teorema de ZFE). BN mstituto

A ’Pol|tecn|co
Por lo tanto, el enunciado es un teorema de ZFE.
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En conclusion...




En conclusion...

Hacer Matematicas sin saber Hacer Matematicas utilizando
Teoria de Conjuntos herramientas conjuntistas




En conclusion...

Hacer Matematicas sin saber Hacer Matematicas utilizando
Teoria de Conjuntos herramientas conjuntistas

Politécnico
= Nacional

iiiMuchisimas gracias!!
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