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Resumen

En este trabajo se presenta un estudio desde la construcciéon de un lenguaje
formal hasta la computabilidad del mismo, no solo desde una visién teodrica sino
también a través de las herramientas tecnologicas.

Dentro de los primeros dos capitulos se encuentra la parte méas teoérica del
trabajo, ya que se explica la construccion del sistema formal que se utiliza a
lo largo del trabajo, empezando por la sintaxis hasta llegar a la semantica. Los
siguientes dos capitulos presentan una revision desde lo general hasta lo particular
de la computabilidad del sistema formal que se construyo.
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Introducciéon

En matematicas, la computabilidad como area de estudio tiene un origen
historico que involucra a grandes figuras, como David Hilbert, quien sostenia
que siempre debia existir un “algoritmo” capaz de resolver cualquier problema
matematico. Sin embargo, fue en la década de 1930 cuando un joven Kurt Godel,
en su trabajo de doctorado, demostré que no todos los enunciados mateméticos
son decidibles dentro de un sistema logico formal, contradiciendo asi las ideas del
hasta entonces mas prominente matematico de su época.

En tiempos mas recientes, la logica matematica ha abordado problemas de
mayor complejidad, entre ellos los relacionados con la computabilidad. Existen
numerosos y detallados estudios que recopilan el desarrollo de esta éarea, princi-
palmente a lo largo del siglo XX. Por ello, el presente trabajo no pretende ser
un estudio exhaustivo sobre la computabilidad, sino que ofrece una introduccion
basica al tema, con el objetivo de fundamentar los algoritmos implementados
en el lenguaje de programacion C++ para este trabajo, los cuales buscan ilustrar
de forma préctica algunas proposiciones que tradicionalmente se demuestran de
forma teodrica.

Este trabajo no es meramente un ejercicio técnico de programacion, sino que
busca presentar una alternativa practica a las soluciones clasicas presentadas en
textos académicos sobre computabilidad. En particular, se pone en practica la
propuesta del matemético inglés Alan Turing, quien ofrecié una solucién formal
al problema de la computabilidad mediante sus conocidas maquinas de Turing.

Desde luego, desarrollar algoritmos que permitan demostrar proposiciones
elementales en computabilidad dista mucho de construir un “solver"de problemas
logicos. De hecho, enfrentar un problema de tal magnitud mediante programacion
es una tarea titanica. Incluso en estos tiempos de “la inteligencia artificial”, hacer
que una maquina demuestre un teorema puede resultar, en algunos casos exitosa
—especialmente con teoremas clésicos—, y en otros, un fracaso rotundo.

VII



CAPITULO 1

Sistema formal £

Primero se definiré el lenguaje con el que se va a trabajar, ya que usar len-
guajes naturales como inglés, espanol o cualquier otro, es mas contraproducente
que benéfico, esto, porque las reglas que determinan si una secuencia de sim-
bolos en algtin alfabeto constituyen una oracién gramaticalmente bien formada,
son sumamente complejas y gran parte de esa complejidad es innecesaria para
el trabajo que se desarrollard. Con esto en mente, las partes que formaran este
lenguaje son las siguientes.

i. Alfabeto: Conjunto de simbolos.
ii. Expresiones: Cadenas de simbolos del alfabeto.

iii. Reglas: Esquemas que determinan cuando una expresién forma un enun-
ciado en el lenguaje.

El lenguaje que se construird a continuacion, con las partes ya mencionadas
esta categorizado como un Lenguaje Formal.

1.1. Alfabeto del lenguaje del sistema formal £

El alfabeto del lenguaje L estard compuesto por una cantidad infinita de
simbolos, que seran representados con la literal A y un subindice que tomaré
valores entre los niimeros naturales, tal como se ve a continuacion.

Ala AQa sy

Los miembros del alfabeto seran identificados en adelante como atémicos,
estaran numerados por los naturales, para dar la idea de infinitud que caracteriza
al alfabeto.

Ademas de las expresiones atémicas en el alfabeto, se le sumarén los siguien-
tes simbolos.

_'7/\7v7j7©

Los cuales recibiran el nombre de conectivas légicas. La primera de las
conectivas recibe el nombre de negacion, la segunda conjuncion, luego disyuncion,
implicacion y por dltimo doble implicacion. Es importante diferenciar a la primera
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conectiva, ya que la negacion a diferencia de las otras es unaria, es decir sélo
actiia sobre un operando, mientras las otras lo hacen sobre dos, por lo que son
categorizadas como binarias.

También el alfabeto incluye a los simbolos de paréntesis, que tienen la funcién
de agrupar expresiones, con la tnica finalidad de darle orden y legibilidad a lo
que se escribe.

()

Como una nota importante, para este trabajo la ontologia es irrelevante, ya
que no se estudiara a los simbolos que componen el alfabeto desde lo que son y
por qué lo son. Dentro del universo lingiiistico del que se esta hablando pueden
ser cualquier cosa, como frutas, colores, conjuntos 6 niimeros, lo inico importante
a nivel de simbolos es su definiciéon, como ya se hizo, pero también la forma, es
decir, que no sea posible definir a ninguno de los simbolos concatenando a otros,
por lo que la conectiva légica V no puede ser igual a escribir cualquier expresion
como V = Ay3 — N)).

Ya con un alfabeto, lo siguiente es crear enunciados en el lenguaje con los
simbolos del alfabeto. La forma en la que se construiran es inductiva, a través de
la aplicacién recursiva de las conectivas logicas.

Definicién 1.1 (Enunciados en £) Un enunciado en el lenguaje L, se define
como:

1. Cualquier expresion atomica.
1. St es un enunciado, entonces —p también lo es.

iti. Si @ y 1 son enunciados, entonces ¢ x 1 también lo es, para x € {\,V,=
, =)

Cualquier enunciado que haya sido construido con la definicién 1.1 recibe
el nombre de Féormula Bien Formada, que se abreviarda como FBF. Para
identificar si las expresiones son FBF o no en el lenguaje £, se usara un programa
en el lenguaje de programacion C++, el cual recibird una cadena con la expresion
y retornara un mensaje que dice si la féormula es bien formada o no.

Antes de iniciar con la implementacion del codigo, es necesario introducir el
concepto de Notacion Polaca Invertida, que recibe el nombre por la persona
que lo postuld, el filésofo polaco Jan Lukasiewicz en 1924 (Simons, 2023). Se
necesita de esta notacion, para eliminar los paréntesis en las expresiones, ya que
a nivel computacional trabajar con ellos complica el codigo. Este tipo de notacion
es equivalente a leer un arbol en orden post-fijo, es decir, se tiene que recorrer el
arbol rama por rama con una prioridad especifica, la cual se puede resumir como:

i. Ve a la izquierda.
ii. Ve a la derecha.

ii. Ve a la raiz.
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Siempre se tiene que recorrer el arbol con esta prioridad , sin cambiar o saltarse
alguno de los puntos enlistados. Usando la expresion ((A; A Ay) V A3) = —Ay,
como ejemplo. En la figura 1.1 se observa el arbol que representa la manera como

se construye dicha expresion.

((Al AAz) VA3) = _IA4

Figura 1.1: Arbol de la expresion ((A; A Ay) V A3) = —A,

Leyendo el arbol en orden post-fijo, el primer paso es recorrerlo rama por
rama hacia la izquierda, hasta que ya no haya adénde moverse, llegando a la
copa del arbol a la izquierda, que se muestra en la figura 1.2

<:) Ay /:;\
\%

A As A,
2

Figura 1.2: Primer paso del orden post-fijo.

El siguiente paso en prioridad es ir a la siguiente rama derecha, pero como no
hay ninguna, entonces es necesario regresar a la raiz de la rama actual, una vez
en ella, como si hay una rama a la derecha, entonces se tiene que ir a esta, como
se muestra en la figura 1.3.
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® =

\
A Aj A,
A

Figura 1.3: Segundo paso del orden post-fijo.

J

Como en la rama actual también se ha alcanzado la copa del arbol, solo queda
regresar a la rafz. Como la rama a la izquierda de la raiz ya fue visitada la raiz
toma el valor actual, como se muestra en la figura 1.4.

@ A Az A /\

Figura 1.4: Tercer paso del orden post-fijo.

Como en el orden de prioridad ya no hay adénde moverse, s6lo queda regresar
a la raiz de la rama actual, pero como esta también tiene una rama a la derecha,
por orden de prioridad primero se tiene que visitar esta, cambiando el valor actual
a este, como se muestra en la figura 1.5.

@ A14; N Ay /\

Figura 1.5: Cuarto paso del orden post-fijo.

Al ya no haber més ramas a la izquierda o derecha de la actual, sélo queda
regresa a su raiz, de la cual ya se visitaron todos sus ramas a la izquierda y
derecha, por lo que se fija el valor actual en esta rama, tal como se ve en la figura
1.6.
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@ AjA, NAs V =

Figura 1.6: Quinto paso del orden post-fijo

De la rama actual s6lo queda ir a su raiz, pero como todavia hay una rama
sin visitar de esta, es necesario moverse hasta la tltima de sus ramas, llegando
de nuevo a la copa del arbol, cambiando el valor actual al que se ve en la figura

1.7.
@ AA, NAZV A,

4 4,

Figura 1.7: Sexto paso del orden post-fijo.

Como en el paso anterior se ha alcanzado la copa del arbol sélo se puede
regresar a su raiz, logrando que el valor actual cambie al que se muestra en la

figura 1.8.
@ AAy; NA3V Ay =

\

4
/\ |
A A, A,
Ay

4,

Figura 1.8: Séptimo paso del orden post-fijo.

Por ultimo, sélo resta regresar a la raiz de la rama actual. Obteniendo la
expresion A;As A Az V Ay~ =, que se puede observar en la figura 1.9.
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A Ay NV Ay—=

Ay 4,

Figura 1.9: Octavo paso del orden post-fijo.

La expresion A1 As A Az V A4~ =, que se obtiene al final del proceso es el
equivalente en notacion polaca inversa de ((A3AAy)V A3) = = A4, que fue elegida
como ejemplo.

Aunque construir el arbol de una expresién es un proceso visual y facil de
entender, al programarlo no se puede ejecutar exactamente asi, ya que la compu-
tadora solo recibird una cadena de texto que podra leer caracter por caracter y no
un diagrama con el que pueda interactuar. Para ejecutar la tarea de transformar
una expresion en notacion in-fija a una equivalente en post-fija, se utilizara una
estructura de datos proveniente de la libreria estandar del lenguaje de progra-
macion C++, que recibe el nombre de Stack, que en su traducciéon al espanol es
conocida como Pila. Este tipo de estructura se caracteriza por ser LIFO, que es
acronimo de Last in, First out, lo que es ilustrativo, ya que el tnico elemento
almacenado en ella que se puede consultar es el ultimo apilado, practicamen-
te funciona como una pila de objetos en la vida real, sélo la puedes deshacer
quitando primero lo que esté hasta arriba, de lo contrario, esta se derrumbaria.

Se usara la pila para almacenar las ramas que necesitan guardarse al hacer
el recorrido en post-orden, ya que como se vio en el ejemplo, al hacer este tipo
de lectura hay momentos en los que se tiene que seguir avanzando hasta llegar a
una rama donde ya no es posible seguir avanzando y hay que volver a la anterior,
a este tipo de procesos en computacion se les conoce como backtraking, y este
tipo de estructura de datos resulta primordial para hacerlos.

La pila que se va a utilizar en este proceso, serd regida por el siguiente
conjunto de reglas.

i. Si se encuentra una expresion atémica, entonces esta se imprime directa-
mente.

ii. Si se encuentra un paréntesis izquierdo, entonces este se tiene que apilar.

iii. Si se encuentra un paréntesis derecho, se tienen que sacar todos los elemen-
tos de la pila e imprimirlos, hasta encontrar el primer paréntesis izquierdo.

iii. Si se encuentra algtin operador logico, entonces se saca e imprime todo lo
que esté en la pila, hasta encontrar un operador con menor precedencia.

Como nota importante, en el tercer inciso de las instrucciones se menciona la
precedencia de operadores, por lo que importa destacar que, asi como en la arit-
mética, los operadores logicos tienen una precedencia, que en orden de prioridad
es la siguiente.
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i. Negacion (—).

ii. Disyuncion (A).
iii. Conjuncion (V).
iv. Implicacion (=) y Doble implicacion ().

El inciso iv. de la lista anterior es particular, ya que no se hara una diferencia
en la jerarquia de los operadores implicaciéon y doble implicacion.

Una vez enlistadas las reglas que determinan cuédndo apilar o no un caracter,
de acuerdo a si es un paréntesis, operador o expresidén atémica, se presenta en
el codigo 1.1 que transforma expresiones de notacion in-fija (normal), a notacion
post-fija (polaca inversa).

Es importante resaltar que para evitar los subindices que tienen las expresio-
nes atomicas en el lenguaje, el programa solo utiliza las letras en mayusculas del
alfabeto inglés y para los operadores, las palabras en inglés no, and, or, then
y iff, que representan a la negacion, disyuncién, conjuncion, implicaciéon y doble
implicacion respectivamente, ya que los simbolos que se han utilizado para repre-
sentarlos no se encuentran en las distribuciones de teclados estandarizados por
las normas IS0 y ANSI.

Codigo 1.1: Funcién que transforma expresiones de notacion in-fija a post-fija.

I vector<string> infixtopostfix(vector<string> tokens)
2 {
3 vector<string> postfix;
l stack<string> pila;
5 for(int i = 0; i < tokens.size(); i++) {
6 if (isLetter (tokens[i])) {
7 postfix.push_back(tokens[i]);
s } else if (tokens[i] == "(") {
9 pila.push(tokens[i]);
10 } else if (tokems[i] == ")") {
11 while (!pila.empty() && pila.top() != "(") {
12 postfix.push_back(pila.top());
13 pila.pop O);
14 }
15 if (!'pila.empty()) {
16 pila.pop ) ;
17 } else {
18 cout << "Error: Parentesis no balanceados." <<
endl;
19 return postfix;
}
} else if(isOperator (tokens[il)) {
while (!pila.empty () && isOperator(pila.top())) {
if (logicPrecedence(pila.top()) >= \
logicPrecedence (tokens[i])) {
postfix.push_back(pila.top());
pila.pop();
} else {
break;

~ (=] (S

0

}

WO NN NN N NN NN

}
pila.push(tokens[il]);
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}

}

while (!pila.empty()) {
postfix.push_back(pila.top());
pila.pop () ;

}

return postfix;

}

La logica detras del codigo 1.1 es recorrer un vector de caracteres, entrada
por entrada y ejecutar las instrucciones que se enlistaron anteriormente, haciendo
uso de las estructuras de control de flujo if, else if y else. En el lenguaje de
programacion donde se desarrollo el codigo 1.1, la estructura de pila es parte de
la librerfa estandar stack, por lo que sélo hace falta llamarla para, con la funciéon
push, poder apilar caracteres o pop para desapilarlos.

Anteriormente se dijo que la funciéon infixtopolish() en el codigo 1.1, lee la
estructura de datos propia de las librerias estandarizadas del lenguaje de progra-
macion C++ llamada vector, el cual es un arreglo que almacena datos de forma
consecutiva. Se recurri6 a esta estructura de datos porque las cadenas de texto
guardan a los espacios como un caracter en si mismo, y en ocasiones la logica
del programa se puede ver afectada cuando el usuario introduce espacios de mas
o menos entre los caracteres alfanuméricos. Para pasar la cadena de texto a un
vector sin espacios se creo la funcion tokenizador (), presentada en el codigo
1.2, que ejecuta el proceso que se puede ver en diagrama en la figura 1.10.

—X(XA XA XBX)
B

Figura 1.10: Diagrama de procesamiento de expresiones

- ( A Al

Eliminar espacios en una cadena no es una tarea tan sencilla, pero para ha-
cerlo el codigo 1.2 usa una técnica de procesamiento de cadenas de texto comun,
conocida como tokenizing, que consiste en separar a la cadena de texto en las
sub-cadenas que el usuario necesite, para después almacenarlas en un vector o
cualquier otro tipo de arreglo.

La condicién que se implementa en el codigo 1.2 para solo guardar paréntesis,
operadores y expresiones atémicas en el proceso de tokenizing, se dio a través
de expresiones regulares, en particular la siguiente

[A-Z] Inolandlor|then|iff [N\ (I\\))
Donde:

i. [A-Z] detecta a los caracteres de las letras del alfabeto inglés, en mayts-
culas.
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—e
—

. | es el operador logico or.

iii. and detecta la sub-cadena "and” dentro de la cadena de texto.
iv. or detecta la sub-cadena "or” dentro de la cadena de texto.

v. then detecta la sub-cadena "then” dentro de la cadena de texto.
vi. \\ ( detecta los paréntesis izquierdos.

vii. \\) detecta los paréntesis derechos.

De esta forma, la funcién tokenizador (), en el codigo 1.2 procesa la cadena
de texto, para eliminar todos los espacios dentro de esta.

Codigo 1.2: Funcion que tokeniza una expresion.

1 vector<string> tokenizador (string exp)
2 {
3 regex pattern (" ([A-Z]|noland|or|then|iff [\\CI\\))");
] vector<string> tokens;

5 sregex_iterator it(exp.begin(), exp.end(), pattern);
6 sregex_iterator end;

7 while (it != end) {

8 tokens.push_back (it->str());

9 ++it;

10 }

11 return tokens;

J.’}

Para terminar con la explicacion del codigo 1.1, se expone el codigo 1.3,
con el cual se le termina de definir la sintaxis del lenguaje £, en el programa
desarrollado.

Codigo 1.3: Funciones auxiliares.

| bool isOperator (string op)

2 {

3 return (op == "no" || op == "and" || op == "or" \
y || op == "then" || op == "iff");

5 }

6 bool isLetter (string palabra)

7 {

8 return (palabra.size() == 1 && isalpha(palabral[0]));
o}

10 int logicPrecedence(string op)

11 {

12 if (op == "mno") {

13 return 3;

14 } else if (op == "and") {

15 return 2;

16 } else if (op == "or") {

17 return 1;

18 } else if ((op == "then") || (op == "iff")) {

19 return O;

20 } else {

return -1;

] [\V) [\v]
NN
—
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Una vez que se puede convertir una cadena de notaciéon in-fija a post-fija,
con la funciéon infixtopostfix(), en el codigo 1.1, ya es mas facil evaluar si la
expresion es o no una FBF. Para eso se hizo la funcion isWFF(), que se presenta
en el codigo 1.4.

Codigo 1.4: Funcién que evaliia si una expresion es una FBF.

1 void isWFF(vector<string> exp)

> {

3 stack<bool> pila;

s for (string token : exp) {

5 if (isLetter (token)) {

6 pila.push(true);

7 } else if (isOperator (token)) {

8 if (token == "no") {

9 if (pila.empty()) {
10 cout << "La expresion no es una formula \
11 bien formada" << endl;

12 return;

13 3

14 pila.pop O);

5 pila.push(true);

16 } else {

17 if (pila.size() < 2) {

18 cout << "La expresion no es una formula \
19 bien formada" << endl;

20 return;

21 }

2 pila.pop();

23 pila.pop();

24 pila.push(true);

. ¥

26 }

27 }

28 if (pila.size () ==1) {

29 cout << "La expresion es una formula \
30 bien formada" << endl;

31 return;

32 } else {

33 cout << "La expresion no es es una formula \
34 bien formada" << endl;

35 return;

36 }

La logica detras de la funcion isWFF(), en el codigo 1.4, es similar a la que
se usd en infixtopolish(). La idea es ir evaluando las sub-expresiones que
componen a la original, con ayuda de una pila y si en esta evaluacion se cae
en uno de los casos error, como paréntesis desequilibrados u operadores binarios
que no tienen uno de los operandos, entonces la expresiéon no puede ser FBF.
Para hacer esto, cada que se detecta una expresion atémica, se le asigna el valor
booleano verdadero, si es un operador, entonces se pregunta si este es el operador
negacion, ya que si lo es, se pregunta si la pila tiene un elemento, en caso contrario
la expresion no puede ser una FBF.
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1.2. Validez de los enunciados del lenguaje

Una vez que se puede saber si un enunciado es una FBF o no, el siguiente
paso es verificar la validez del enunciado, la cual recaerd completamente en las
expresiones atomicas que lo componen, ya que son elementales en el sentido de
que cualquiera puede ser o no vélida, al igual que independiente, siempre que su
validez no impone restricciones a la de ninguna otra. Para formalizar esto ultimo,
se enuncia la definicion 1.2 a continuacion.

Definicion 1.2 (Interpretacidon) Una interpretacion en el lenguaje L es una
funcion o que asigna un valor en el conjunto {V, F} a cualquier expresion ato-
mica.

A través de la funcion o definida anteriormente, la validez de una expresion
atomica A se define como la funciéon p? tal que:

p7(A) =o(A), o(A) e {V, F}

Para el caso de los enunciados que no son expresiones atomicos, pero si FBF
que contienen dos expresiones atOmicas y una conectiva logica, se definen las
siguientes reglas seméanticas, a través de funciones que les asignan valores en el
conjunto {V, F'}.

F si p?(A)=V

p-(A) =

Vo osi p?(A)=F
4 51 p?(A) =V yp’(B)=V

90/\(147 B) =
F en otro caso
F 51 p’(A)=Fyp’(B)=F

SOV(Av B) =
V' en otro caso
4 si (p7(A) =V yp'(B)=V)o (p’(A) = Fyp’(B)

F en otro caso

De esta forma, para poder establecer la validez de una FBF que tiene la
estructura =A 6 A x B, con x € {A,V,=,<}, se extiende la definicion de la
funcién p?, a la siguiente.
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Para verificar si una FBF A compuesta s6lo por las expresiones atomicas
ai, as, ..., a, es valida, la extension de la funcién p? ya no es tan sencilla como
cuando se tienen enunciados con s6lo dos expresiones atéomicas. La herramienta
més utilizada en la literatura del tema son las tablas de verdad que se definen
de la siguiente forma.

Definicion 1.3 (Tabla de verdad) Una tabla de verdad es un arreglo rectan-
gular, donde las primeras n columnas representan a las expresiones atomicas,
que componen a un enunciado, las 2" filas son todas las posibles interpretaciones
que se les puede dar y las columnas restantes representan las evaluaciones de la
formula para obtener el valor de verdad que tiene cada fila.

De esta forma, bajo la definiciéon 1.3, si un rengléon es verdadero se puede
concluir que bajo esa interpretacion especifica es verdadero y en caso contrario,
no lo es.

Por ejemplo, la tabla de verdad para un tipo de FBF ya conocida, como AA B,
es la que se puede observar en la tabla 1.2

A|B|ANANB
VIV V
VI F F
Fl1V F
F|F F

Cuadro 1.1: Tabla de verdad de A A B

Como se puede observar, la tabla 1.2 es equivalente a la funcién f,, pero
presentada en un arreglo rectangular y no como una funcién. Pero si se tomara
como ejemplo el enunciado =(Az A A;) = (A1 V Ay), que ya no tiene solo a dos
expresiones atémicas, la tabla de verdad se veria de la siguiente forma.

AsNAy | 7(As AN AL | ALV Ay | (A3 N Ay) = (A V Ay)

<
<| ™=
<

SIS IR RS RS RS
IR R e IRSRS S
o < < e <

S S S S S S

SIETESIES SRR
</ << <<=
SRS ESESESES

Cuadro 1.2: Tabla de verdad de —(A3z A A1) = (A; V As)

Siguiendo la definicién 1.3 se hizo un programa en el lenguaje de programacion
C++, que se presenta en el codigo 1.5. La légica detras de este, es generar un
vector de valores booleanos, es decir ceros y unos, que tenga longitud igual
a la cantidad de expresiones atémicas en el enunciado que se esta evaluando.
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El objetivo de este vector, es que cada valor represente a los elementos en el
conjunto {V, F'}, para asignarselos a las expresiones atomicas y de esta forma
poder recorrer todas las posibles interpretaciones, o en esta logica, las posibles
combinaciones binarias de n-digitos.

Para hacer la evaluacion del enunciado en la interpretacion dictada por el
vector de valores booleanos, se creo la funciéonval (), presentada en el codigo
1.5, que recibe como parametro el enunciado ya en notacion Polaca Inversa y el
vector booleano y retorna un valor booleano que representa a algin elemento en
el conjunto {V, F'}.

Codigo 1.5: Funcién que calcula el valor de verdad de un enunciado.

1 void TruthTable(vector<string> exp, int numVar)
2 {

3 vector<vector<bool> > truthTable;

A vector<bool> intrs (numVar, false);

5 do {

6 vector<bool> row = intrs;

7 truthTable.push_back (row) ;

8 bool result = val(exp, intrs);

9 for (bool i : intrs) {

10 if (i == false) {

11 cout << "F ";

12 } else {

13 cout << "V ";

14 }

15 }

16 if (result == false) {

17 cout << "| F " << endl;

18 } else {

19 cout << "| V " << endl;
20 }
21 for (int i = 0; i <
22 if (intrs[i]) {
23 intrs [i] =
24 } else {
25 intrs [i]
26 break;
27 }
28 }

29 } while (count(intrs.begin(), intrs.end(), false) < numVar) ;

numVar; i++) {

false;

true;

La logica que sigue la funcion val(), es similar a lo que ya se habia hecho
anteriormente en este trabajo. Crear una pila, en la cual se irdn acumulando
valores que se evaluaran conforme las reglas definidas lo indiquen. La forma en
la que se hizo la evaluacién, es recorriendo el vector que contiene al enunciado
en notacion Polaca Inversa y siempre que el valor sea una literal se le asigno el
valor que le correspondia del arreglo booleano, en caso de que el valor fuera un
conector logico, entonces se operd con este, usando los valores apilados y luego
se apilo el resultado y asi hasta recorrer todo el arreglo del enunciado.

Codigo 1.6: Funcion que calcula el valor de verdad de un enunciado.

1 bool val(vector<string> exp, vector<bool> intrs)
2 {

3 stack<bool> pila;
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for (string token : exp) {
if (isLetter (token)) {
int index = token[0] - ’A’;
pila.push(intrs[index]) ;
} else if (isOperator (token)) {
if (token == "no") {
if (pila.empty (D)) {
cout << "Error: No hay suficientes \
operandos" << endl;

exit;
}
bool operando = pila.top();
pila.pop Q) ;
pila.push(!operando) ;
} else {

if (pila.size() < 2) {
cout << "Error: No hay suficientes \
operandos" << endl;
exit;
}
bool operando2 = pila.top();
pila.pop () ;
bool operandol
pila.pop Q) ;
if (token == "and") {
pila.push(operandol && operando2);
} else if (token == "or") A{
pila.push(operandol || operando2);
} else if (token == "then") {
pila.push(!operandol || operando2);
} else if (token == "iff") {
pila.push ((!operandol ||
('operando2 ||

pila.topQ);

operando2) && \
operandol));

}
}
return pila.top();

Para hacer la evaluacion de los conectores logicos, en el lenguaje de progra-
macion, los casos de la conjuncion y disyunciéon fueron sencillos, ya que A y V
tienen equivalencias directas en el lenguaje de programaciéon C++, que son los
operadores && y ||, cuya funcion es operar valores booleanos y retornar el valor
correspondiente a la operacion, siguiendo las definiciones de las funciones f. y fv,
previamente enunciadas en este trabajo. Sin embargo, los casos de la implicacion
y doble implicacién no tienen una equivalencia directa, por lo que es necesario
usar las equivalencias logicas para la implicacion y doble implicacion =AV B y
(mAV B) A (=B V A), respectivamente.

Para poder usar las equivalencias logicas anteriormente mencionadas, es ne-
cesario hacer una prueba formal para mostrar que efectivamente son equivalentes
a las conectivas de implicacion y doble implicacion. La mejor forma que se tiene
hasta el momento de hacer una prueba de este tipo es a través de las tablas de
verdad, ya que si se logra mostrar que,
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(A= B)< (mAV B)

Entonces se habra mostrado que ambos enunciados son logicamente equiva-
lentes, lo mismo para el caso de la doble implicacion, si se muestra que,

(A= B) & (mAVB) A (B V A))

También se mostraria que ambos enunciados son equivalentes. Empezando
por la primera de las equivalencias, la tabla de verdad, mostrada en la tabla 1.4,
presenta la prueba de que (A = B) < (A V B).

A|B|-A| -B|-AVB|A=B (—|A\/B)<=>(A:>B)
VIV ]| F F \Y \% \%
V| F| F Vv F F Vv
F|V]|V F \Y \Y A%
F|F |V \% \Y A% \%

Cuadro 1.3: Tabla de verdad de (A = B) < (mAV B)

Luego, la tabla 1.4 presenta la tabla de verdad que muestra la equivalencia
entre los enunciados (A = B) & ((mAV B) A (=B V A)).

(ave) | AeD
A|B|-A|-B|-AVB|-BVA|A&<B A

(~Bvay | (CAVD)

A=BV A)

VIV| F | F A% v A% A% v
VIF| F |V F v F F v
FIV|V | F A% F F F v
FIF| V|V A% v \Y A% \Y
Cuadro 1.4: Tabla de verdad de (A< B)y ((mAV B) A (=B V A))

Las tablas de verdad, aunque ttiles, presentan un problema computacional
grande, ya que aunque para casos de dos o tres expresiones atémicas, son de
gran utilidad, cuando el ntimero de estas empieza a crecer, tanto a mano como
en el ordenador, la complejidad de los calculos crece exponencialmente, para
ser precisos, en el orden de 2". Con la intenciéon de no trivializar este hecho,
pero tampoco profundizar en la teoria de la complejidad, propia de las ciencias
computacionales, se puede calcular esta cantidad, pensando que se tienen que
iterar 2" renglones, que contienen las diferentes interpretaciones de las expresiones
atomicas.

1.3. El Argumento y su validez

Desde los trabajos de Aristoteles, donde senalaba que la verdad no puede ser
anterior a las cosas, el estudio de la argumentacion fue constituyente del éarea.
Para introducir este tema primero se presentara en el siguiente ejemplo, clasico
en la literatura del tema.
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Todos los humanos son mortales,
Socrates es un humano,

Por lo tanto Socrates es mortal.

Los primeros dos enunciados, del argumento ejemplo, reciben el nombre de
premisas y el dltimo de conclusion. Para que el argumento sea valido, se debe
mostrar que desde las premisas se pueden llegar a la conclusion a través de una
serie de deducciones logicas, que parten del hecho de que todos los humanos
efectivamente son mortales, porque al final de sus vidas tendran que morir, como
regla natural, validando asi a la primera premisa, luego Sécrates es un humano
y por lo tanto morira al final de su vida, como dicta la naturaleza, por tltimo,
como moriré, eso lo convierte en mortal.

Para formalizar la definicién del concepto de argumento se presenta la defini-
ciéon 1.4, a continuacion.

Definicion 1.4 (Argumento) Un argumento en el lenguaje L es un conjunto
de enunciados pertenecientes al lenguaje, que recibe el nombre de premisas, y un
enunciado destacado, llamado conclusion. Toda esta informacion se enuncia de
forma stmbdlica de la siguiente forma.

_
(G
Donde T' es el conjunto de premisas y 1 es la conclusion.

Para probar la validez de un argumento, la idea es comprobar si en todas
las posibles interpretaciones que tienen tanto las premisas como la conclusion,
siempre se mantienen vélidas, esta es la idea que se refleja en la definicion 1.5.

Definicién 1.5 (Validez de un argumento) Un argumento

_
(G
es vdlido, si para toda interpretacion o, se cumple que si p°(p) =V para toda

p €T, entonces p° () = V. De forma sintética, la notacion que se utiliza para
expresar este hecho serd la siguiente.

Iy

Que se lee como 1 es consecuencia logica de I'.

Si para un enunciado compuesto con méas de dos expresiones atémicas la com-
plejidad de operar la tabla de verdad se volvia de orden exponencial, el esfuerzo
de verificar interpretacion por interpretacion la validez del argumento se convierte
en una tarea titanica, por lo que es necesario buscar nuevas formas para ejecutar
las pruebas de validez. Esta nueva forma de revisar la validez de tanto enunciados
como argumento, se le conoce como demostracion formal y en la siguiente seccion
se presentard la definicion de este concepto.
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1.4. Demostracion formal

Mostrar que un argumento es valido, siguiendo la definicién 1.5 técnicamente
es ejecutar multiples tablas de verdad en paralelo, por lo que surge la necesidad
de un nuevo concepto para ejecutar las pruebas de validez para los argumentos.
A este nuevo concepto se le dara el nombre de demostracion formal y se enuncia
en la definicion 1.6.

Definicién 1.6 (Demostracion formal) Sea S un sistema formal. Si I es un
conjunto de enunciados y 1 un enunciado, la demostracion de que se puede con-
cluir ¢ a partir de I' en S, es una secuencia finita de enunciados @1, s, ..., Pn,
que satisfacen las siguientes propiedades:

. On =1.

it. Para todo i € {1,2,...,n} ocurre alguno de los siquientes incisos:

(2) i es un azioma de S.

(3) i se sigue de alguna de las reglas de inferencia de S, aplicada a algu-
nos enunciados entre ©1, Pa, ..., Pi_1

Para expresar de forma sintética lo anterior, la notacion que se usard es la si-
gquiente.

=y

Que simplemente se lee como, 1 es consecuencia deductiva de ' en S.

El primero de los conceptos que salta a la vista, en la definiciéon 1.6 es el de
sistema formal, que se entenderd de aqui en adelante como en la definiciéon 1.7.

Definicién 1.7 (Sistema Formal) Un sistema formal se conforma de:

1. Un conjunto de enunciados del lenguaje, tales que siempre son validos en el
mismo, cuya funcion es tomarlos como premisas para futuros argumentos.
A este tipo particular de enunciados se les llamard en adelante axiomas.

1. Un conjunto de reglas de inferencia, que establecen como algunos enuncia-
dos se pueden inferir de otros.

Bajo la definicion 1.7, la interpretacion intuitiva de la definicion 1.6 es que
las demostraciones son una serie finita de enunciados, que pueden ser premisas,
axiomas 6 se siguen directamente de la aplicacion de alguna regla de inferencia
sobre cualquiera de los enunciados anteriores. En el caso particular del lenguaje
formal que se esté estudiando, las reglas de inferencia tradicionalmente utilizadas
son las siguientes.
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Reglas de Inferencia Logica

1. Modus Ponens (M.P.)

P=qQ

P

oL@

2. Modus Tollens (M.T.)

P=qQ

~Q

cooP

3. Silogismo Hipotético (S.H.)

P=qQ

Q=R _
S P=R
4. Silogismo Disyuntivo (S.D.)

PvQ
~P

6. Dilema Destructivo (D.D.)

(P=Q) AN(R=19)
—Q VS

PV -R
7. Simplificacion (Simp.)

PAQ

8. Conjuncién (Conj.)

P

@
LPAQ
9. Adicion (Ad.)

P

Q
“PVQ

5. Dilema Constructivo (D.C.)

(P=Q)N(R=19)
PV R
S QVS

La seleccion de estas reglas de inferencia no es arbitraria, méas bien, fueron
seleccionadas porque gracias a su validez verificable, en tablas de verdad, per-
miten hacer deducciones logicas bajo la composiciéon de enunciados, premisas y
axiomas.

De forma intuitiva, se pueden tomar las reglas de inferencia anteriores, como lo
que en las ciencias computacionales se les conoce como macros, que son una serie
de instrucciones que se agrupan en una sola estructura, para que sea ejecutada
mediante una sola orden de ejecucion, es decir, solo basta con hacer referencia a
alguna de las reglas de inferencia, en una demostracion para justificar algin paso
en la demostracion.

Para este punto, se vuelve mas claro que una demostracion formal sera una
secuencia finita de enunciados que guardan una relacion logica entre ellos, los
cuales pueden ser de muchas formas, pero siempre el ultimo de estos tiene que
ser la conclusion del argumento, para poder afirmar con certeza que es valido.
Para ejemplificar, se enuncia el siguiente ejemplo.

Ya sea que se aumenten los impuestos o si aumentan los gastos,
entonces el limite de la deuda se incrementa,

Si los impuestos aumentan, entonces el costo de recaudar impuestos
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aumenta,

St un aumento en los gastos implica que el gobierno toma prestado
mds dinero, entonces si se aumenta el limite de la deuda, entonces
las tasas de interés aumentan,

St los impuestos no aumentan y el costo de recaudar impuestos no
aumenta, entonces si se aumenta el limite de la deuda, entonces el
gobierno toma prestado mds dinero,

El costo de recaudar impuestos no aumenta,

O bien las tasas de interés no aumentan o el gobierno no toma
prestado mads dinero,

Por lo tanto, o bien el limite de la deuda no se incrementa o los
gastos no aumentan.

Para empezar con la demostracion, el primer paso es traducir los enunciados
que conforman las premisas y conclusion del argumento en simbolos del lenguaje
formal.

Ya sea que Ay o si Ay, entonces As,

Si Ay, entonces Ay,

St Ay implica que el As, entonces si Az, entonces Ag,

Si no Ay y no Ay, entonces si As, entonces As,

No A4,

No Ag 0 no As,

Por lo tanto, no As o no A,,

Una vez que se ha concluido con la traduccion de los enunciados que con-
forman las premisas y conclusion del argumento, resta traducir a simbolos los
operadores que aparecen, en palabras, a lo largo del mismo.
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AV (Ay = A3),

A1 = A4,

(A2 = A5) = (Ag = A6>,

<_| Al A — A4> :>(A3 = A5),

- A47

- Ag V = As,

'.ﬁAg\/ﬁAQ

20

De esta forma, la traducciéon que tiene el argumento en simbolos del lenguaje

formal es la siguiente.

ALV (A2 = Ag)
Al == A4

(Ag = A5) = (Ag = Aﬁ)
(_‘Al N _\A4) = (Ag = A5)

Ay
—Ag V A5

_|A3 V _|A2

Con el argumento expresado en términos del lenguaje formal, solo resta hacer

su demostracion.

Demostracion:

].) Al V (A2 = Ag)

2) Al = A4

3) (Ay = A5) = (A3 = Ag)
)

(
(
(
(4) (mAL N -Ay) = (A3 = As)

(Premisa)
(Premisa)
(Premisa)

(Premisa)
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(5) = A, (Premisa)

(6) ~Ag vV~ A5 (Premisa)

(7) = Ay (M.T. ente 2 y 5)

(8) Ay = Aj (S.D. entre 1y 7)
(9) 2A; A —Ay (Conj. entre 5y 7)
(10) A3 = As (M.P. entre 4y 9)
(11) Ay = As (S.H. entre 8 y 10)
(12) A3 = Ag (M.P. entre 3y 11)
(13) (A3 = Ap) N\ (Ay = As5) (Conj. entre 11 y 12)
(14) =A3 Vv = Ay (D.D. entre 6y 13)

g

Por cuestiones de 6rden y legibilidad de la demostracion, la estructura que se
sigui6 en el ejemplo anterior, y en adelante, consiste en colocar las premisas del
argumento en los primeros renglones, especificando, usualmente, a la derecha de
las mismas, que lo son. Una vez que ya se enunciaron las premisas, en los siguientes
renglones se deben escribir los resultados de aplicar, como mejor convenga, las
diferentes reglas de inferencia, siempre especificando cuales fueron las que se
aplicaron y a cuales enunciados se les aplicaron. Por tltimo, el enunciado que se
encuentre al final de todos los demés tiene que ser la conclusiéon del argumento,
mostrando asi que se puede llegar a ella a través de deducciones logicas bien
definidas.

Aunque este proceso hasta cierto punto algoritmico de mostrar la validez de
un argumento se siente lo suficientemente robusto como para con él mostrar la
validez de cualquier argumento, no siempre las nueve reglas de inferencia son
suficientes para hacerlo, como se observa a continuacion.

St trabajo, entonces gano dinero, pero si estoy inactivo, entonces
me divierto.

O trabajo o estoy inactivo.

Sin embargo, si trabajo, entonces no me divierto, mientras que i
estoy inactivo, entonces no gano dinero.

Por lo tanto, me divierto si y solo st no gano dinero.

Siguiendo un proceso similar al anterior, primero hay que traducir los enun-
ciados que componen a las premisas y conclusion de la siguiente forma.

Si Ay, entonces A, pero si Az, entonces Ay.

OA1 0A3.



1.4. DEMOSTRACION FORMAL 22

Sin embargo, si Ay, entonces no Ay, mientras que si Az, entonces
no As.

Por lo tanto, Ay si y solo si no As.

Luego, traduciendo los operadores logicos a los simbolos que los representan en
el lenguaje, considerando al pero si y mientras que, como sinénimos del operador
conjuncion, se obtiene lo siguiente.

(Al = AQ) A (A3 = A4)

Ay VvV As

(A1, = = Ag) A (A3 = - Ag)

A4 <~ T A2
Por lo que la forma simbolica del argumento seria la siguiente.

(A1 = AQ) A (Ag = A4>
ALV As

(Al = _|A4) N (Ag = _|A2)
A4 = _|A2

En este ejemplo, notar la parte problemética del enunciado es evidente, ya
que en las nueve reglas de inferencia anteriores, no habia ninguna que hiciera
referencia al operador bicondicional, por lo que seria bueno contar con més reglas,
que incluyan casos como el ya mencionado. Es en este punto, donde se introducen
las Reglas de Remplazo, que reciben este nombre porque definen equivalencias
de enunciados especificos, tal como se enuncia a continuacion.

Reglas de Remplazo
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1. Los teoremas de De Morgan (De M) 6. Contraposi-
cion (Cont.)

ﬁ(P/\Q)E—!P\/_'Q

P = Q =
_\(PVQ)E_\P/\_‘Q —|Q:>—|P
2. Conmutatividad (Conm.) 7. Implicacion

Material (I.M.)

PANQ=QAP

P = Q = —|Q V
PVvQ=QvVP p
3. Asociatividad (Aso.) 8. Equivalencia

Material (E.M.)
(PAQ)AR=PA(QAR) PeQ=(PoQ) A Qe P)
(PVQ)VR=PV(QVR) P& Q=(PAQ)V (-PA-Q)
4. Distributividad (Dist.) 9. Exportacion

(Exp.)
PANQVR)=(PANQ)V(PAR
PAQURIZ(PAQVIPAR) o) g

V(QAR) VQ)A(PVR) P=(Q=R)

5. Doble Negacion (D.N.) 10.  Tautologia

(Tau.)

PANP=P
-—P=P

PvP=P

Como se dijo anteriormente, las reglas de remplazo, permiten en palabras
llanas canjear un enunciado especifico por otro légicamente equivalente, que en
principio facilita el trabajo al ejecutar una demostracion. Para sintetizar esta idea
en un so6lo simbolo se usa el operador =.

Una vez que se han enunciado las reglas de remplazo, la demostracion del
argumento que se usé para ejemplificar se puede construir de la siguiente manera.

Demostracion:

(1) (A1 = As) A (A3 = Ay) (Premisa)
(2) AV As (Premisa)
(3) (A1 = =A4) A (A3 = —Ay) (Premisa)
(4) Ay Vv Ay (D.C. entre 1y 2)
(5) "A4 VvV —Ay (D.C. entre 2y 3)
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(6) Ay = —A, (.M. en 5)
(7) ~—Ay v Ay (D.N. en 4)
(8) mAy = Ay (I.M. en 7)
(9) (A = —A2) A (mAy = Ay) (Cony. entre 6 y 8)
(10) Ay & —A, (E.M. en 9)

g

Concluyendo asi con la demostracion del argumento, haciendo evidente la
necesidad de las reglas de remplazo antes enunciadas, ya que sin ellas no se hubiera
podido aplicar la implicacién material al quinto rengléon , la doble negacion en el
cuarto y la equivalencia material en el noveno.

Aunque pareciera que con las reglas de inferencia y remplazo, es posible mos-
trar la validez de un argumento, de una forma relativamente facil, simplemente
aplicando iterativamente algunas de estas reglas, hasta llegar a la conclusion,
la verdad es que no todos los argumentos en el lenguaje se pueden demostrar
validos, por lo que es necesario crear un método para identificarlos.

Para empezar a construir un método que permita demostrar cuando un argu-
mento es invalido, es necesario recordar la definicién 1.5, donde se enuncia que
un argumento es valido siempre que bajo cualquier interpretacion la valuacion de
los enunciados que lo conforman son siempre validos. En términos de las tablas
de verdad, todos los renglones de la tltima columna tienen que tener el valor V,
del conjunto {V, F'}, luego, sblo es necesario encontrar un renglén cuya entrada
en la tltima columna tiene el valor F, probando asi, que al menos existe una
interpretacion para la cual el enunciado no es valido. Para ilustrar este método
se propone el siguiente ejemplo.

Si el senador vota en contra de la iniciativa, entonces se opondrd
a penas mds fuertes para evasores fiscales.

Si el senador es un evasor fiscal, entonces se opondrd a penas mds
fuertes para evasores fiscales.

Por lo tanto, si el senador vota en contra de la iniciativa, es un
evasor fiscal.

Siguiendo un proceso como el que se ha utilizado en los dos ejemplos anterio-
res, la traduccion simbolica del ejemplo es la siguiente.

A = A,

A3:>A2

Al = Ag
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Demostracion:
Se quiere mostrar que

Al = A2
Ag = A2
SA = A

De esta forma si se toman los valores Ay =V, Ay =V, A3 = F se sigue que

A | Ay | Ay = Ay
VIV \Y

AQ Ag Ag = A2
V| F \Y

Al Ag Al = Ag
VI F F

De esta forma, bajo la interpretacion Ay =V, Ay =V, A3 = F, el argumento
se invalida.

g

Antes de cerrar la seccién sobre demostraciones, es necesario definir otros
dos conceptos, que seréan de utilidad en las siguientes dos secciones, tautologia y
teorema. Para comenzar la definicion 1.8, formalizar el concepto de tautologia

Definicion 1.8 Un enunciado ¢ es una tautologia si y solo si ) = p, que por
simplicidad se escribe como = .

La definicion 1.4 conceptualiza la idea de que, sin importar el conjunto de
premisas que se escojan, bajo cualquier interpretacion el enunciado es valido.
Una idea similar se sigue en la definiciéon de teorema, pero basada en el concepto
de demostracion formal.

Definicion 1.9 Un enunciado ¢ es un teorema si y solo si ) = ¢, que por sim-
plicidad se escribe como = .

De esta forma, un enunciado es un teorema, si para cualquier conjunto de
premisas en el sistema formal existe una demostracion de validez del enunciado.

1.5. Correctud logica del sistema L

El teorema de correctud logica conforma parte fundamental del siguiente con-
cepto a estudiar, que es el de completitud logica. En este se demuestra que si todas
las férmulas bien formadas tienen una demostracion, entonces son tautologias, lo
cual se enuncia formalmente en el teorema 1.1.
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Teorema 1.1 (Correctud Loégica) Para toda ¢ FBF, en un sistema formal S.

Si k@, entonces |= .

El teorema 1.1 enuncia que, siempre que sea posible demostrar que una FBF
es valida formalmente, entonces tiene que ser una tautologia, pero si la situacion
se presenta al revés, es decir, si se tiene una tautologia, entonces ;siempre sera
posible encontrar una demostracion?, la respuesta esté incluida en el teorema de
completitud légica, que se presenta a continuacion.

1.6. Completitud légica del sistema L

El teorema de completitud incluye la implicacién del teorema de correctud
logica, y enuncia que esta es equivalente a mostrar que si una FBF es una tau-
tologia, entonces existe una demostracion que la prueba. Formalmente, esto se
presenta en el teorema 1.2

Teorema 1.2 (Completitud Logica) Para toda ¢ FBF, en un sistema formal
S,

F o siy solo si = .

El teorema 1.2 es sumamente importante, ya que muestra que existe una
equivalencia entre probar que un argumento es valido bajo la definicion 1.5 y
hacer una demostracion del argumento, con la definicién 1.6.

El gran problema del sistema que se ha construido hasta el momento es que
este no es completo, aunque si es correcto, por lo que, para seguir con el trabajo
se vuelve necesario buscar un lenguaje para el cual, definiendo una sintaxis y
semantica precisas, sea posible mostrar que es completo, y sobre este objetivo se
fundamenta el siguiente capitulo.

1.7. Alfabeto del lenguaje del sistema formal L*

Como el alfabeto del lenguaje del sistema formal L, el que se utilizara para Lx
estard compuesto por una cantidad infinita de simbolos, que serén representados
con la literal A y un subindice que tomara valores entre los ntiimeros naturales,
tal como se ve a continuacion.

Aq, A
Las tinicas conectivas logicas que se utilizaran para el lenguaje seréan la nega-
cion y la implicacion.
-, =

De igual forma, el alfabeto incluye los simbolos de paréntesis, para seguir
dando orden y legibilidad a lo que se escribe.

()
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1.8. Axiomas del sistema forma L*

Como parte del sistema deductivo con el que se va a trabajar, se definen los
siguientes tres axiomas.

i (A-) P=(Q=P)
i. (A-2) (P=(Q@=R))=(P=Q)=(P=R))
iii. (A-3) (P = Q)= (Q = P)

1.9. Modus Ponens: Regla de inferencia del siste-
ma formal L*

Como regla de inferencia, s6lo se usara Modus Ponens, asegurando que un
enunciado condicional y su antecedente pueden mostrar la validez del consecuente,
que en simbolos se expresa de la siguiente manera.

P=Q
P
Q
Una vez que ya se ha dado una definicién del lenguaje formal y el sistema
deductivo que se va a utilizar, resta probar que hay una equivalencia entre los

lenguajes £ y L*, para lo cual se mostrara que se pueden deducir las reglas de
inferencia definidas en el capitulo anterior.

1.10. Completitud del sistema L*

En el quehacer matemaético, demostrar que los argumentos de la forma Si
A, entonces B es algo recurrente, y poder ejecutar esta tarea se sustenta en el
teorema de la deducciéon, que se presenta a continuacion.

Teorema 1.3 (Teorema Deductivo) Para cualquier conjunto T' de formulas
bien formadas, del lenguaje L* y cualesquiera dos formulas bien formadas A y B,

IF'U{A}F B siysolosil'+- (A= B).

Demostracion:

Primero, mostrando la necesidad, se supone que TU{A} F B, entonces existe
una demostracion formal de B a partir de I' U {A}, que consiste de oy, ..., pn
formulas bien formadas. De esta forma, procediendo por induccion sobre i €

{1,...,n}.

(1) Sii =1, la demostracion solo consiste de una FBF 1, que bajo la definicion
1.6 es un azioma, pertenece a I' 6 es A, por lo que p; € T U{A} U {A —
1,A—2, A — 3}, obteniendo dos casos.
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(1.1) Si oy €e TU{A -1, A —2, A — 3}. Al aplicarle Modus Ponens a la
formula o1 = (A = ¢1), que sigue el azioma A — 1, se sigue que,

1= (A= ¢1)

Y1
A:>(p1.

(1.2) Sip1 = A, entonces se tiene que probar que I' = (A= A).

i. Usando el axioma A-2, con P = A, Q = (A= A), R = A, se
sigue que,

A= (A=A)=A)= (A= (A= A) = (A= A).
ii. Usando el axioma A-1, pero con P=A y Q = (A = A).

A= (A= A) = A).

i1i. Entonces, aplicando Modus Ponens a las dos formulas en los in-
C1508 anteriores, se Sigue que,

(A= (A= A) = (A= A).

w. Luego, usando el arioma A-1, con P =@ = A.

A= (A= A).
v. De esta forma, aplicando Modus Ponens a los incisos iii y v, se
sigue que,
A= A
Por lo que queda demostrado que = (A = A) y de esta forma que
' (A= A).

De esta forma queda demostrado que T'F (A = ¢1).

(2) Como hipdtesis inductiva, se supondrd que I' = (A = ;) para todo 1 < j <
..

(3) Suponiendo que @; pertenece a la demostracion py, ..., p,. De nuevo se tie-
nen dos casos.

(3.1) Sip; e TU{A}U{A—1,A—2,A—3}, la demostracion seria andloga
a la del inciso anterior.
(3.2) Si ¢ es la conclusion de la aplicacion de Modus Ponens. Existen dos

formulas bien formadas o y p; tales que 1 < k < t < i, para las
cuales se cumple 1.1,

Pt
Ok (1.1)
Pi
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Por lo que necesariamente p; = @ = ;.

Por otro lado, bajo la hipdtesis inductiva se cumple 1.2,

'+ (A = gOk) (1.2)

Por lo tanto, se sigue 1.3,

L'E (A= (pr = 9i))

Tomando en cuenta la formula (A = (or = ¢i)) = (A = i) =
(A= ¢;)), se sigue facilmente que cumple con el esquema del azioma
A —2 y por lo tanto,

FEA=(oe=9)) = (A= o) = (A= ¢i).  (14)

De esta forma, aplicando Modus Ponens a las formulas 1.3 y 1.4 se
sigue 1.5,

A= (o= i) = (A= o) = (A= ¢)
A= (or = i) (1.5)
(A=) = (A= o)

Entonces se sigue 1.6,

F'F(A=¢r) = (A= ¢i) (1.6)
Luego, aplicando Modus Ponens a 1.2 y 1.6 se sique 1.7,
(A= ¢r) = (A= ¢i)

A= ©Y;

Ast, se puede concluir 1.8
I'F (A= ¢) (1.8)

De esta forma, se puede concluir por induccion que I' = (A = ¢;), para todo
i € {1,...,n}. En particular para i = n, se cumple que I' = (A = ¢,,) y como
©n = B, entonces I' - (A = B).

Para mostrar la suficiencia, se supone que I' = (A = B). Luego, se sigue
facilmente que I' U{A} - (A = B) y también que I' U{A} = A y aplicando
Modus Ponens a las formulas anteriores se obtiene una demostracion de B a
partir de ' U{A}, concluyendo asi la demostracion. O

Lema 1.3.1 Dados A, B y C' formulas bien formadas del lenguaje se cumple lo
stquiente.

. mAFA
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B+ --B
{A=DB),(B=0)}F(A=0C)
F(-~A= (A= B))

(A= B)F (-B = -A)

F(A= (-B=—-(A= B)))
F((A= B)= ((mA= B) = B))

Demostracion:

1.

1.

.

La demostracion de =—AF A es la siguiente:

(1) ——A (Premisa)

(2) = —A = (-——A = —A) (A-1)

(3) ==——A = —=—A (M.P entre 1y 2)
(4) (=A== —A) = (A = -A) (A-3)

(5) "A=—-—-A (M.P entre 3y 4)
(6) (FA = —mA) = (A= A) (A-3)

(7)——A= A (M.P entre 5 y 6)
(8) A (M.P entre 7y 1)

La demostracion de B+ ——B es la siguiente:

(1) B (Premisa)

(2) (-—=—B = —-B) = (B = ——B) (A-3)

(3) =—=—B = —-B (Inciso i, con A = =B y teorema 1.5)
(4) B= —-—B (M.P entre 2y 3)

(5) =—B (M.P entre 1y /)

Antes de realizar la demostracion de {(A = B),(B = C)} F (A = C),
se utilizard el teorema 1.3 para obtener la equivalencia {(A = B),(B =
C), A} E C, por lo que la demostracion seria la siguiente:

(1)A=1B (Premisa)
(2)B=C (Premisa)
(3) A (Premisa)
(4) B (M.P. entre 1y 3)
(5)C (M.P. entre 2 y 4)

Antes de ejecutar la demostracion de - (A = (A = B)), aplicindole dos

veces el teorema 1.3, la demostracion pasa de probar - (mA = (A= B)) a
{—A, A} B.

(1) -A (Premisa)



1.10. COMPLETITUD DEL SISTEMA L* 31

(2) A (Premisa)

(3) "A= (-B = -A) (A-2)

(4) B = —A (M.P entre 1 y 3)
(5) (B =-A)= (A= D) (A-3)

(6) A= B (M.P entre 4 y 5)
(7) B (M.P entre 2 y 6)

v. La demostracion de (A = B) - (=B = —A) es la siguiente:

(1) (A= B) (Premisa)

(2) —A=1B (Inciso i con A = ——A,
B=AyC=B)

(3) B=—--B (Aplicacion de ii.)

(4) ~—~A= —-—-B (Inciso iii
COTLA:—lﬁA, B=B Yy
C=--B)

(5) (——A=--B)=(-B=-A4) (A-3conA=-AyB=-B)

(6) =B = —A (M.P entre 5 y 6)

vi. La demostracion de b (A = (=B = —(A = B))) se empieza después

de aplicar dos veces el teorema 1.3 al enunciado, concluyendo que se debe
mostrar {A,-B} - —-(A = B).

(1) A (Premisa)
(2) =B (Premisa)
(3) A= ((A= B) = B) (Inciso iii. con A=Ay

B=(A= B)= B)
(4) (A= B)= B)= (-B= (A= B)) (Inciso iii. con B= (A= B)= By
C=-B=-(A= B))

(5) A= (-B= (A= B)) (Inciso iii. con 3y 4)
(6) =B = -(A = B) (Modus Ponens, 1y 5)
(7) =(A = B) (Modus Ponens, 2y 6)

vii. Antes de ejecutar la demostracion de - ((A = B) = ((mA = B) = B)),
es necesario un resultado intermedio, por lo que primero se probard que
F(P=(Q=R)) = (Q= (P= R)). Para hacer la prueba se aplica tres
veces el teorema 1.3, por lo que la demostracion seria la siguiente {P =

(@ = R),Q}+ (P = R).

(1) P=(Q = R) (Premisa)
(2) Q (Premisa)
B) (P=(Q@=R)=((P=Q) = (P=R)) (A-2)
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LQ=(P=Q) (A-1 con P=Q y Q-P)
5) (P=Q)=(P=R) (M.P entre 1y 3)
(6) P=Q (M.P entre 2 y 4)
() P=R (M.P entre 5 y 6)

Ya con este resultado intermedio se hard la prueba de {(A = B),(—~A =
B)} b B, después de aplicarle el teorema 1.3.

(1)A=1B (Premisa)
2)~A=DB (Premisa)
3) (A= B) = (-B = —A) (Inciso v)

4) =B = —A
5) A= (-B= —(-A=B))
6) B = (—|A = ﬂ(—\A = B))

(M.P entre 1y 3)
(Inciso vi con A = —A)

(Resultado intermedio en 5)

(2)
(3)
(4)
(5)
(6)
(7) (-B= (-A=—~(-A= B))) =

((—\B:>—\A) = P:ﬂB,Q:—\A,

(=B = =(-=A= B))) R=-(-A= B))
(8) (B = —A)= (=B = (A= B))(M.P entre 6 y 7)
(9) -B = -(-A = B) (M.P entre 4 y 8)

0

(

(A-2 con:

(10) (=B = (A= B)) = (A-8 con:
(mA = B) = B) P =-B,
Q= (A= B))

(11) (A= B)=1B
(12) B

(M.P entre 9 y 10)
(M.P entre 2 y 11)

g

Definicion 1.10 Sea A un enunciado del lenguaje L* y ay, as, ..., a, los enuncia-
dos atomicos que lo conforman. Sea v una funcion con dominio en los enunciados
atomicos y codominio en el conjunto {V, F}, la cual llamaremos asignacion, de
tal forma que A', Ay, Ao, ..., A,, son como se muestra a continuacion:

A st v(A)=V
A=

-A si v(A)=F

a; st v(a) =V
Ai =

—a; si v(a;) =F

para todo i € {1,2,...,n}.

La necesidad de la definicién 1.10, es para enunciar el lema 1.3.2, que es
crucial en la demostracion de completitud. Pero antes de hacerlo, se presenta el
lema 1.3.1 que contiene las demostraciones elementales para ejecutar la prueba
del lema 1.3.2.
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Lema 1.3.2 Para cualquier formula bien formada A en el lenguaje L* y cual-
quier asignacion v, que definan A', Ay, Ao, ..., A,, como en la definicion 1.10,
entonces se cumple que:

(A1, A, A A

Demostraciéon: Procedemos por induccion sobre las conectivas logicas que con-
tiene la formula bien formada A.

(1) Suponiendo que la formula A no tiene conectivas ldgicas, tiene que ser ato-
mica, por lo que se puede suponer que A = ay, sin pérdida de generalidad.
De esta forma, se consideran los siguientes dos casos.

(1.1) Cuando v*(A) =V, entonces A’ = A = a; y Ay = a1, por lo que se
tendria que mostrar que la formula 1.9 es valida.
ar - ay (1.9)

Pero aplicando el teorema 1.3 a la formula 1.9, se sigue la formula
1.10, que ya se probo durante la demostracion del teorema anterior.

F (a1 = a1) (1.10)

Por lo tanto la formula 1.9 es vdlida.

(1.2) Cuando v*(A) = F, entonces A’ = A = —ay y Ay = —ay, por lo que
se tendria que mostrar que la formulal.11 es vdlida.

—ay H —ay (111)

Que por la misma razon del caso anterior es vdlida.

(2) Suponiendo como hipdtesis inductiva que se cumple el lema 1.3.2 para cual-
quier formula bien formada con k conectivas logicas, tales que k < n, donde
n es la cantidad de conectivas ldgicas en A.

(3) Como paso inductivo se tendrian los siguientes casos.

(3.1) Suponiendo que A = —B, entonces se sigue que B contiene k conecti-
vas logicas, con k < n, por lo que bajo la hipdtesis inductiva se cumple
el lema 1.3.2, de esta forma existen B', By, B, ..., B, tales que se sos-
tiene la formula 1.12

(By, ., B} - B (1.12)

Donde B’ y By, ..., B,, se definen bajo la definicion 1.10. Ahora bien,
como By, Bs, ..., B,, provienen directamente de by, bs,...,b,,, que son
las expresiones atomicas de B y a su vez la hipdtesis es que A = —B,
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entonces necesariamente by, by, ..., b, son las expresiones atomicas de
A y asi resta demostrar la validez de la formula 1.13.

(Bi,...Bp} F A (1.13)
Para ejecutar esta demostracion, es necesario revisar los siguientes
casos.

(3.1.1) Siv*(B) =T, entonces B' = B, por lo que se tendria la formula

1.14.

{By,..... Bn} F B (1.14)

Por otro lado, se sigue que v*(A) = v*(—-B) = —w*(B) = F,
entonces A" = = A, obteniendo asi la formula A’ = - A = -—B.

Ahora, como en la proposicion 1.53.1 se demostro que la formula

(B = ——B) es vdlida, por lo que la formula 1.15 también lo es.

{B1,.....; Bp,} + (B = ——B) (1.15)

Entonces, aplicando Modus Ponens (M.P) a las formulas 1.1} y

1.15, se sigue la formula 1.16.
{By,....; Bp} - B (1.16)

Por lo que se puede concluir la formula 1.17.

{Bi, ... B} A (1.17)

(5.1.2) Siv*(B) = F, entonces B' = =B, por lo que se tendria la formula
1.18.

{By,.....; Bp} - B (1.18)

Pero como bajo hipdtesis A = —B, entonces se sigue la formula
1.19.

{(By, s B} b A (1.19)

(3.2) Suponiendo que A = (B = C), entonces existen i,j menores a m
que es la cantidad de expresiones atomicas que componen a la formula
A. De esta forma, existen B', By, By, ...,B; y C",Cy,Cy, ..., C; prove-
nientes de la definicion 1.10 sobre B y C, que al tener menos de n
conectivas logicas, configuran las formulas en 1.20, bajo la hipdtesis de
induccion.

(B,..,Bi} - B’
{Cy,...C;yFC (1.20)

Luego, como necesariamente las expresiones atomicas en B y C' estdan
contenidas en A, entonces se sigue la formula 1.21
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{Ay, Ay, Ay} F B
(A1, Ay, A O (1.21)

Donde Ay, As..., A, provienen de las expresiones atomicas a,, s, ..., 4y,
de la formula A. De esta forma se tienen los siguientes casos.

(3.2.1)

(3.2.2)

Si v*(B) = v*(C) =V, entonces se sigue que B' = B y a su
vez C" = C, de esta forma se sigue de la formula 1.21 se sigue la
formula 1.22.

{A1, Ay ALY EC (1.22)

Luego, aplicando el axioma A-1, se puede sequir la formula 1.23

De esta forma, aplicando Modus Ponens a las formulas 1.22 y
1.23, se sigue la formula.
{A1, Ay, A} (B = C) (1.24)
Luego, como bajo las hipdtesis se sigue que A = (B = C) y
A’ = A, entonces de la formula 1.2/ se puede sequir 1.25
{A, Ay A E A (1.25)

Siv*(B) =V yv*(C) = F. Bajo estos supuestos se sigue que
B’ = B y también que C' = =C, por lo tanto se sigue la formula
1.26

{Ay, As.., Ap} + B
{Ay, Agey A} F —C (1.26)

Luego, usando el inciso v. del lema 1.53.1, se sigue que - (B =
(=C = —=(A = C))), por lo que se puede deducir la formula 1.27.
{A1, A, A} F(B= (-C = —-(A=(C))) (1.27)

De esta forma, aplicandole Modus Ponens a la formula 1.27, tanto
con ambas de las formulas en 1.26 se puede concluir la formula
1.28.

(A}, Ager, A} F ((A = O)) (1.28)

Por otro lado, bajo la hipdtesis de que v*(B) =V yv*(C) = F, se
puede concluir que v*(B = C) = F, por lo que A’ = ~(B = (),
logrando concluir la formula 1.29

(A, Ay Ay F A (1.29)
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(3.2.3) Siv*(B) = F, entonces se sigue que B' = =B, por lo que se sigue
la formula 1.50.

(A, Ay..., Ay} F =B (1.30)

Por otro lado, usando el lema 1.3.1, al aplicar Modus Ponens entre
la formula = (mA = (A = B) y la formula 1.30, se sigue 1.31.

Luego, sin importar el valor que tome v*(C'), siempre que sigue
que V(B = C) =V, entonces A’ = (B = C) y por lo tanto, de
la formula 1.31 se sigue que 1.32.

(A, Ay Ay F A (1.32)

i

Teorema 1.4 (Teorema de Completitud) Para cualquier formula bien for-
mada A en el lenguaje L,

H A siy solo si = A

Demostracion:

Sea A una FBF, compuesta por las expresiones atomicas ay, s, ..., dn Y U UNG
asignacion de A, bajo la definicion 1.10. Se define en 1.33 la restriccion de v a
la FBF A.

va - {a17a27 "'7an} — {‘/7 F} (133)

En base a 1.33 se define a en 1.3/, la clase de asignaciones de A, restringidas
a la misma.

Va =A{valva : {a1,a9,...,a,} = {V, F}} (1.34)

Una vez se tienen las definiciones anteriores, primero se supondrd que = A.
Por el lema 1.3.2, se sigue que para cualquier vy € Va existen Ay, As, ..., A,
FBF tales que cumplen 1.35

Ay Ay, AL A (1.35)

De esta forma, especificamente al seleccionar v, vy € V4, con vy # vq, tales
que se cumple 1.56.

Ul’{ab ag, ..., an—l} = U2|{a17 agy ..., an—l}
vi(a,) =V (1.36)
va(a,) = F
Bajo el supuesto de que |= A, bajo la definicion 1.10, como v*(A) =V se

cumple que A" = A y también como vi(a,) =V es cierto que A, = a,, por lo
que de 1.35 se deduce 1.57.
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{Al,AQ,...,CLn} HA (137)
A partir de 1.37, por el teorema 1.3, se cumple 1.38.

{Al,AQ7 ---7An—1} F (an = A) (138)

Siguiendo un razonamiento similar, para el caso de que vy(a,) = F, se sigue
1.39.

{Al,AQ, ...,Anfl} H <_|Cln = A) (139)

Luego, por el inciso vi del lema 1.3.1, se cumple 1.40.

F((a, = A) = ((—a, = A) = A)) (1.40)

Por lo que se cumple 1.41.

{A1, As, A b E ((an = A) = ((ma, = A) = A)) (1.41)

De esta forma, aplicando Modus Ponens, primero entre 1.41 y 1.38. Después,
entre 1.41 y 1.39 se concluye 1.42

{Ay, Ay, oy Ay} F A (1.42)

Aplicando este mismo proceso a las n — 1 formulas en {Aq, As, ..., An_1}, se
logra demostrar 1.43.

- A (1.43)

La suficiencia es la demostracion de que el sistema es correcto, lo cual es
cierto, por lo que la demostracion queda completada. U



CAPITULO 2

Computabilidad del sistema formal

L:*

Existen muchas formas de definir el concepto de computabilidad, pero las
primeras definiciones formales fueron las de Alonzo Church y Alan Turing en el
ano 1936, siendo la segunda la més trascendente por la formalizacién del concepto
de computacion a través de sus Maquinas Universales que ahora llamamos
(Immerman, 2021).

Los trabajos de Church y Turing comenzaron con la intencién de dar respues-
ta al “Entscheidungsproblem”, que en espanol se traduciria como “el problema
de decision” y se refiere a encontrar un método efectivo para decidir si cualquier
formula en un célculo proposicional dado es demostrable. En términos de lo que
ya se ha presentado en este trabajo, si dada cualquier formula existe un algoritmo
que encuentra una demostracion formal, ya sea de la formula o de su negacion,
utilizando tnicamente las reglas del sistema. Para su prueba, Church y Turing
usaron la légica de primer orden, que consiste en una légica proposicional es-
tandar, como la que se ha construido hasta el momento en este trabajo, aunado
con cuantificadores 16gicos, como el “para todo”, comun en el lenguaje de las
matematicas.

El matematico alemén mas influyente de su época, David Hilbert, y su par
en la universidad de Gottingen, Wilhelm Ackermann, en 1928 senialaron al “Ents-
cheidungsproblem” como “el principal problema de la l6gica matematica” con la
certeza de que una solucion sistemaética era posible (Copeland, 2024). Sin embar-
go, de manera unénime, con dos enfoques diferentes, tanto Church como Turing
llegaron a la conclusion de que el problema era indecidible.

Alan Turing concibié las “maquinas de Turing” como la idealizacién de un
dispositivo compuesto esencialmente por una cinta infinita donde se puede escri-
bir y leer informacion. Esta cinta es manipulada por un cabezal que se mueve
mecanicamente hacia adelante o hacia atris para realizar dichas operaciones. La
méquina cuenta también con un estado interno que cambia segiin las necesidades
del proceso, asi como con una lista de reglas que se aplican en funcién del estado
actual y del simbolo que se esté leyendo en la cinta. Para construir una méquina
de Turing de manera formal, se requiere un alfabeto bien definido y una cantidad
finita de estados internos; una vez establecidos, la cinta se divide en cuadros que
solo pueden contener uno de los simbolos del alfabeto.

38
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2.1. La tesis de Church-Turing y el concepto de
algoritmo

El trabajo que hicieron Church y Turing terminé convirtiéndose en lo que
ahora se le da el nombre de Tesis de Church-Turing, que en el estado del arte
hace referencia a un método sisteméatico o mecanico, que de cumplir su objetivo,
se le considera efectivo, bajo las siguientes consideraciones:

i. El método se establece en términos de un nimero preciso de instrucciones
exactas.

ii. El método alcanza su objetivo en una cantidad finita de pasos.
iii. El método puede ser ejecutado por cualquier humano.

iv. El método no depende de algin contexto y/o intuicién previa para ser
ejecutado.

Aunque la definicién anterior es facil de entender, también carece de rigor
matematico, por esta razoén Turing y Church, trabajando de forma independien-
te, propusieron conceptos formales para sustituir la nocién informal de “método
efectivo”.

El trabajo de Turing consisti6 esencialmente en introducir el concepto de
computabilidad a través de “maquinas universales” y Church el del “célculo lamb-
da”. Aun cuando los enfoques fueron diferentes, resultaron ser equivalentes, al
identificar el mismo conjunto de funciones matematicas cuyas salidas pueden ob-
tenerse mediante un método efectivo. En términos practicos, se puede sostener
que alguna funcion es computable si y solo si pertenece al conjunto mencionado,
lo que permite reemplazar afirmaciones informales como “hay un método efectivo
para calcular la funciéon” por una que diga “la funcién f pertenece al conjunto de
funciones computables”.

El trabajo de Turing sostiene que si existe un método efectivo para calcular
los valores de una funciéon matemaética, entonces esa funcién puede ser compu-
tada por una “maquina de Turing”. De esta forma, toda funciéon computada por
una ‘“maquina de Turing” es también el resultado de un método efectivo, ya que
un programa de maquina de Turing es en si mismo un método efectivo, por-
que cualquier humano puede seguir sus instrucciones sin necesidad de ingenio.
De esta forma, la discusion sobre métodos efectivos puede ser reemplazada por
la discusion sobre la existencia o inexistencia de programas para maquinas de
Turing.

Definido el concepto de método efectivo, un algoritmo puede entenderse como
un método efectivo disenado para resolver un problema especifico. Este se carac-
teriza por una secuencia finita de instrucciones precisas que pueden ejecutarse
sin necesidad de intuicién o contexto previo.

En consecuencia, si un algoritmo es efectivo, entonces existe una maquina de
Turing capaz de computarlo, y viceversa.



2.1. LA TESIS DE CHURCH-TURING Y EL CONCEPTO DE ALGORITMO40

Definiciéon de los estados de una maquina de Turing

Los estados de una méquina de Turing se definen a través de tuplas, cuyas
entradas representan la informacién esencial para entenderlos, tal como se explica
a continuacion.

<A B,C,D,E >
Donde:

i. A representa el estado actual en el que se encuentra la maquina de Turing.

ii. B representa el simbolo que actualmente esté leyendo el cabezal de la ma-
quina de Turing.

iii. C representa el simbolo por el que se va a reemplazar o no, el que actual-
mente esta leyendo el cabezal.

iv. D representa la instrucciéon que se debe ejecutar después del cambio en el
valor actual. La cual podria ser “R” para mover el cabezal a la derecha o
“L” para moverlo hacia la izquierda.

v. E representa el estado final, después de la ejecucion de las instrucciones.

Una tupla dentro de una méquina de Turing, bajo la definicién anterior, en
un alfabeto con unos y ceros, se veria como la siguiente.

< 9071707R791 >

Donde ¢y es el estado inicial, para el cual se lee el cardcter 1 y se reemplaza

por 0, luego el cabezal se mueve a la derecha y termina en el estado ¢;.
Por otro lado, si se quisiera pasar de un estado a otro sin generar alguna
modificaciéon, es necesario agregar un simbolo mas, que al ponerlo en cualquier
7

entrada de la tupla represente no hacer algiin cambio, que seré el guion bajo “_”.
Para ejemplificarlo, se presenta el siguiente ejemplo.

< (10717_7R>Q1 >

Donde se parte de un estado ¢y, hacia el siguiente leyendo el caracter 1 y
moviéndose a la derecha de la cinta, que se representa con la letra maytscula R,
para asi terminar en el estado ¢;.

Al tener la posibilidad de escribir caracteres sobre la cinta, tener una ope-
racion inversa seria de gran utilidad. Para cambiar una letra por un espacio en
blanco sobre la cinta, se representara este con el caracter “*”, para que no exista
ambigiiedad. De esta forma, una tupla donde se quiera reemplazar un caracter
dentro del alfabeto por un espacio en blanco en la cinta se veria como la siguiente.

< qula*vRaq1 >

Turing pensé en sus maquinas equipadas con una cinta infinita; sin embargo,
el conjunto de instrucciones siempre es finito, sobre todo cuando no se consideran
aquellos estados en los que se regresa de manera ciclica a ellos.
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Para reforzar la definicion, se ejemplifica a continuacion la construccion de una
méquina de Turing, pensando en que esta va a sumar uno a cualquier nimero
en su representacion binaria. Para comenzar con la solucién de este problema, a
continuacion se plantean algunos casos, que permitiran llegar a la solucién final.

i. Considerando la representacion binaria del nimero 22, de derecha a izquier-
da, se sigue que sumarle 1 a este niimero seria equivalente a poner uno en el
digito menos significativo de la representacion, como se observa en la figura
2.1.

222/ 1 | o | 1 | 1 | o |

22+1=23: | 1 | 0 | 1 | 1 | 1 |

Figura 2.1: Suma de 1 al nimero 22, en binario

Con el caso presentado, es facil deducir que para cualquier niimero par, su-
marle uno es poner uno en el digito menos significativo de su representacion
binaria.

ii. Ahora, si tomamos el niumero 23 como ejemplo, sumarle uno su represen-
tacion binaria, se veria como en la figura 2.2.

23: | 1 | 0 | 1 | 1 | 1 |
v v v v
23+1=24:| 1 | 1 \ 0 | 0 | 0 |

Figura 2.2: Suma de 1 al niimero 23, en binario

Este caso no es tan simple como el del inciso anterior, ya que no solo se
tiene que poner uno en la cifra menos significativa, pero si se puede ver un
patron, que se resume en los siguientes pasos.

= Siempre mover el cabezal hacia la cifra menos significativa.

= Después de alcanzar la cifra menos significativa, se tiene que recorrer
el niimero hacia la izquierda hasta:

e Encontrar uno, para cambiarlo por un cero y mover el cabezal una
posicién a la izquierda.

e Encontrar cero, para cambiarlo por uno y detener el proceso.
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iii. Existe un caso mas, como es el del nimero 31, cuya representacion seria
como se presenta en la figura 2.3.

31 I
v v v V v
31#1=32] 1 [ o [ o | o [ o | o |

Figura 2.3: Suma de 1 al namero 31, en binario.

Este caso es interesante, ya que siguiendo la légica del inciso anterior, se
avanzaria el cabezal hasta la cifra menos significativa y luego se empezaria
a regresar cambiando los unos por cero, pero sin un limite en la cifra méas
significativa.

Finalmente, < ¢, *,1, ,qo > para el caso de 31.

De forma generalizada, adaptando la representacién de los niimeros binarios
a una que se pueda representar con las tuplas definidas para las maquinas de
Turing, tal como se puede ver en la expresion 2.1.

10111 (2.1)

Las tuplas que constituyen la méquina de Turing que le suma el nimero 1 a
cualquier otro en su representaciéon binaria serian los siguientes.

<qo, 1, ,R,q >
< 0,0, ,R,q0 >
< qo,*,1,L,q >
<q,1,0,L,q1 >
<q,0,1, ,q >

De forma grafica, una maquina de Turing se puede representar a través de
diagramas similares a los que se utilizan para representar “grafos”. Donde cada
vértice representa un estado diferente y cada arista la operaciéon que representa
moverte de estado a estado. De esta forma, dado cualquier ntimero, existe una
descomposicion tnica, como se muestra en la figura 2.4.
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1 1
1,R 0,L
* 0
1L 1
0
0O,R

Figura 2.4: Diagrama de los estados de la méquina de Turing que suma 1 a
cualquier nimero en binario.

El estado qq de la Figura 2.4, representa mover el cabezal hasta la cifra menos
significativa. Cuando por fin alcanza el final del nimero que se representa con
un *, regresa el cabezal una posicion a la izquierda y entonces pasa al estado
siguiente ¢;, donde mientras siga leyendo unos los cambia por cero y se sigue
moviendo a la izquierda, hasta alcanzar el primer cero y lo cambia por uno para
asi pasar al estado final ¢s.

Formalizacién de la Maquina de Turing

Hasta el momento se han visto dos formas ttiles de construir una maquina de
Turing para un ejemplo especifico, pero con el objetivo de generalizar el concepto
se presenta la siguiente definicion.

Definicion 2.1 (Maquina de Turing) Una Mdquina de Turing es una siete
tupla, como la siguiente.

(Qa Ea F> 57 qo, Qaccepta %"eject)

Donde, los conjuntos QQ, >, " son finitos y cada simbolo en la tupla toma las
siguientes definiciones:

1. Q es el conjunto de estados
1. X es el alfabeto, sin contener el simbolo .
wi. I es el alfabeto, donde x € ' y ¥ C T'.
. §:QxI' — Q xT'x{L,R}, es la funcion de transicion.
v. qo € Q es el estado inicial.
Vi. Qaccept € @ €5 el estado de aceptado.
Vit Greject € @ €5 el estado de rechazado. Necesariamente ¢reject 7 Qaccept-
La parte medular de la definicién 2.1 es la funcion de transicion delta, ya que
le da estructura a la maquina de Turing, paso a paso. Esta funcién, aparte de su

forma abstracta, se puede ver como el diagrama en la Figura 2.4, lo cual hace
més sencillo la construcciéon de alguna maquina de Turing.
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2.2. Codificacion de cadenas de texto en nimeros

Para poder deducir si una férmula es computable o no, a través de una méa-
quina de Turing es necesario un paso previo, que es la codificacion de cadenas de
texto en algo manejable por la méquina, por lo que se recurre a la codificacion
de texto a ntmero.

Existen formas diferentes de hacer esto, siendo la de Godel una de las méas
famosas, ya que la usoé para construir la demostracion de su primer teorema de
incompletitud, donde establece que en cualquier sistema formal consistente, en el
que se pueda realizar cierta aritmética elemental, hay enunciados que no pueden
ser probados ni refutados en el mismo; es decir, el sistema es incompleto.

La primera parte del proceso de codificacion que propuso Godel es definir
el nimero del simbolo en el sistema, lo cual se puede representar como #('s’),
donde s representa el simbolo al cual se le esta asignando un niimero. Por ejemplo,
tomando un sistema aritmético elemental como el de Peano, que fue el utilizado
por Godel, se le podria asignar una numeracion como la siguiente:

#(0)=1 #(2')=4 #())=7 #(V)=10

#(5") =2 #(=)=5 #(—>)

#(+)=3 #(()=6 #(ﬁ)—9

Luego de tener los numeros de cada simbolo en el sistema, el siguiente paso

requiere de un resultado de gran relevancia, “El Teorema Fundamental de la
Aritmética”, que enuncia la propiedad de todos los niimeros naturales mayores a
1 de poder ser escritos de manera tinica como el producto de potencias de niimeros
primos. De esta forma, si se asigna una potencia definida a cada ntimero primo
y se multiplican entre ellos, siempre se encontrara de forma tnica un nimero
natural, tal como se ve en 2.2

m = 2" x 3" x 5" x pkt! (2.2)

De esta forma se puede codificar cualquier enunciado de esta forma, ya que
se pueden definir sucesiones de niimeros que representen a los enunciados y las
cuales indicarédn las potencias que tendran la secuencia ordenada de ntmeros
primos que se multiplican, por ejemplo, en el enunciado 2.3

0=0 (2.3)

Definiendo la sucesion < 1,5, 1 > con los ntimeros de cada uno de los simbolos
en 2.3, se sigue que la codificacion de 2.3 es la que se observa en 2.4.

2430 = 2 x 243 x 5 = 2" x 3° x 5! (2.4)

De esta forma, como en el ejemplo, solo se necesita una sucesiéon construida
con los nimeros de los simbolos atéomicos del sistema aritmético en el que se
esté trabajando para mapear de forma tnica algin enunciado en el sistema a un
ntmero entero a través del producto de potencias de niimeros primos.

Como ya se menciond, la codificacion de Godel tiene una relevancia histoérica
por los “teoremas de incompletud de Godel”, sin embargo, para este trabajo se
utilizara una distinta, que consiste en mapear cualquier enunciado en un lenguaje
hacia un ntimero binario.
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Para mapear un enunciado en un lenguaje hacia un nimero binario, primero
se le debe asignar una numeraciéon a los simbolos atomicos del lenguaje. Definir
una numeracién que represente a todos los simbolos ha sido un reto por muchos
anos, sobre todo desde el advenimiento de la computaciéon moderna.

Lograr un consenso global sobre qué codigo emplear para representar las letras
de cada alfabeto, en la vasta diversidad de alfabetos del mundo, constituye una
tarea monumental.

Dado que uno de los objetivos de este trabajo no es desarrollar un estdndar
propio para la codificacion de las letras del alfabeto latino, se adoptaré una am-
pliamente reconocida: el “American Standard Code for Information Interchange”,
mas conocido como codigo “ASCIT”. De esta forma, se tendria el niimero de cada
simbolo, o al menos de la mayoria, ya que en el alfabeto latino no existen el
simbolo de para todo V 6 —, como en el sistema aritmético de Peano.

ASCII TABLE

Decimal Hexadecimal Binary Octal Char Decimal Hexadecimal Binary Octal Char | Decimal Hexadecimal Binary Octal Char
0 0 0 0 [NULL] 48 30 110000 60 o 96 60 1100000 140 °
1 1 1 1 [START OF HEADING] 49 31 110001 61 1 97 61 1100001 141 a
2 2 10 2 [START OF TEXT] 50 32 110010 62 2 98 62 1100010 142 b
3 3 11 3 [END OF TEXT] 51 33 110011 63 3 99 63 1100011 143 ¢
4 4 100 4 [END OF TRANSMISSION] 52 34 110100 64 4 100 64 1100100 144 d
5 5 101 5 [ENQUIRY] 53 35 110101 65 5 101 65 1100101 145 e
6 6 110 6 [ACKNOWLEDGE] 54 36 110110 66 6 102 66 1100110 146 f
7 7 111 7 BELL] 55 37 110111 67 7 103 67 1100111 147 g
8 8 1000 10 [BACKSPACE] 56 38 111000 70 8 104 68 1101000 150 h
9 9 1001 11 [HORIZONTAL TAB] 57 39 111001 71 9 105 69 1101001 151 i
10 A 1010 12 [LINE FEED] 58 3A 111010 72 : 106 6A 1101010 152 j
11 B 1011 13 [VERTICAL TAB] 59 3B 111011 73 H 107 6B 1101011 153 k
12 C 1100 14 [FORM FEED] 60 3C 111100 74 < 108 6C 1101100 154 |
13 D 1101 15 [CARRIAGE RETURN] 61 3D 111101 75 = 109 6D 1101101 155 m
14 E 1110 16 [SHIFT OUT] 62 3E 111110 76 > 110 6E 1101110 156 n
15 F 1111 17 [SHIFT IN] 63 3F 111111 77 ? 111 6F 1101111 157 o
16 10 10000 20 [DATA LINK ESCAPE] 64 40 1000000 100 @ 112 70 1110000 160 p
17 11 10001 21 [DEVICE CONTROL 1] 65 41 1000001 101 A 113 71 1110001 161 q
18 12 10010 22 [DEVICE CONTROL 2] 66 42 1000010 102 B 114 72 1110010 162 r
19 13 10011 23 [DEVICE CONTROL 3] 67 43 1000011 103 C 115 73 1110011 163 s
20 14 10100 24 [DEVICE CONTROL 4] 68 44 1000100 104 D 116 74 1110100 164 t
21 15 10101 25 [NEGATIVE ACKNOWLEDGE] | 69 45 1000101 105 E 117 75 1110101 165 wu
22 16 10110 26 [SYNCHRONOUS IDLE] 70 46 1000110 106 F 118 76 1110110 166 v
23 17 10111 27 [END OF TRANS. BLOCK] 71 47 1000111 107 G 119 77 1110111 167 w
24 18 11000 30 [CANCEL] 72 48 1001000 110 H 120 78 1111000 170 x
25 19 11001 31 [END OF MEDIUM] 73 49 1001001 111 1 121 79 1111001 171 vy
26 1A 11010 32 [SUBSTITUTE] 74 4A 1001010 112 ) 122 TA 1111010 172 z
27 1B 11011 33 [ESCAPE] 75 4B 1001011 113 K 123 78 1111011 173 {
28 1C 11100 34 [FILE SEPARATOR] 76 4ac 1001100 114 L 124 7c 1111100 174 |
29 1D 11101 35 [GROUP SEPARATOR] 77 4D 1001101115 ™M 125 70 1111101 175 }
30 1E 11110 36 [RECORD SEPARATOR] 78 4E 1001110 116 N 126 7E 1111110 176 ~
31 1F 11111 37 [UNIT SEPARATOR] 79 4F 1001111 117 ©O 127 7F 1111111 177  [DEL]
32 20 100000 40 [SPACE] 80 50 1010000 120 P

33 21 100001 41 ! 81 51 1010001 121 Q

34 22 100010 42 " 82 52 1010010 122 R

35 23 100011 43 # 83 53 1010011123 S

36 24 100100 44 $ 84 54 1010100 124 T

37 25 100101 45 % 85 55 1010101125 U

38 26 100110 46 & 86 56 1010110 126 V

39 27 100111 47 ’ 87 57 1010111 127 W

40 28 101000 50 ( 88 58 1011000 130 X

41 29 101001 51 ) 89 59 1011001 131 Y

42 2A 101010 52 * 90 5A 1011010 132 Z

43 2B 101011 53 + 91 5B 1011011133 [

44 2C 101100 54 ’ 92 5C 1011100 134 \

45 2D 101101 55 - 93 5D 1011101135 ]

46 2E 101110 56 . 94 5E 1011110 136  ~

47 2F 101111 57 ) 95 5F 1011111 137  _

Figura 2.5: Tabla con una lista de caracteres utiles en ASCII (Psychpsyo, 2022).

Definicion 2.2 (Transformacion de nimero entero a binario) Dado un ni-
mero entero no negativo n, su representacion binaria by, by_1,...,b1 se puede ex-
presar como:

b; = L;J mod 2, parai€{0,1,2,... k}

Donde:

w b, € {0,1} es el i-ésimo bit de la representacion binaria, de derecha a
izquierda.

» k es el mayor entero tal que 28 < n.

» |x| denota la parte entera de x.
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Aunque la expresion requiera de una funcion y el uso de médulos, de forma
simple, representar a un nimero entero en su forma binaria esencialmente consiste
en representarlo como una cadena de ceros y unos. Por ejemplo, el nimero 21
decimal en binario se representa como 10101.

bo=|%] mod 2= |2]| mod2=21mod2=1 bo = 1
= [5r] mod2=[F| mod2=10mod2=0, _
= 12| mod2=|2] mod2=5mod2=1 by = 1

bs=|%] mod2=[2]| mod2=2mod2=0 by = 0

bi=[5i] mod 2= [ mod2=1mod2=1 1|,

Cuadro 2.1: Proceso conversion del namero 21 a binario.

Para hacer una transformacion inversa, es decir, de un nimero binario se debe
utilizar la definicion 2.3.

Definicion 2.3 (Transformacién de niimero binario a entero) Dado un ni-
mero binario by, by_1, ..., b1, donde b; es un bit (0 ¢ 1) considerando que el bit mdas
significativo estd en la posicion n — 1 y el bit menos significativo estd en la po-
sicion 0. De esta forma, la transformacion que tendria a un nimero entero n se
calcula con la siguiente ecuacion.

k—1
n = E :bk—l—z’ X 2k—1—z
1=0

De forma visual, se pueden usar diagramas como los que se presentaron en
la seccion de méaquinas de Turing, para ubicar los bits que se mencionan en la
formula.

Figura 2.6: Representacion en binario del nimero 21.

Empezando de la izquierda a la derecha en la representacion grafica del na-
mero 21 presentado en la figura 2.6, se tienen que sumar las potencias de dos
que representan cada uno en la representacion binaria, tal como se muestra en la
ecuacion 2.5.

X422 2t =1+4+16=21 (2.5)

Contar con un método bien definido para transformar cadenas de texto en
nimeros enteros permite modelar las maquinas de Turing como funciones cuyo
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dominio y codominio son subconjuntos de los enteros. Esto facilita su analisis y
uso en la construccion de algoritmos. Por esta razon, el lenguaje binario constituye
la base fundamental de la computacién moderna.

2.3. Conjunto computable

Un conjunto computable es cualquier subconjunto de los ntimeros enteros,
para el cual existe una funcién caracteristica computable, es decir, un algoritmo
que dado un nimero natural, siempre decide en tiempo finito si este pertenece o
no al conjunto, lo que formalmente se enuncia en el teorema 2.1.

Teorema 2.1 (Conjunto computable) Sea A C N, es computable si y solo
si existe una mdquina de Turing M cuya funcion asociada x4 : N — {0, 1}
satisface:

1, sin€A

Xa(n) = {O, sing A (2:6)

2.4. Computabilidad del sistema formal £*

En el teorema 1.4 se mostrdé que el sistema formal £* es completo. En esta
seccion, se mostrara que también es computable, pero para llegar a esta prueba
son necesarios los lemas 2.1.1, 2.1.2 y 2.1.3, ya que enuncian que los conjuntos
de formulas bien formadas, axiomas y enunciados derivados por la tinica regla de
inferencia (Modus Ponens) son computables.

Gracias a las definiciones de maquinas de Turing y codificacién que se dieron
anteriormente, las demostraciones de los lemas enunciados a continuacion se ha-
ran a través de algoritmos en el lenguaje C++, ya que esencialmente se basan en
encontrar un algoritmo que muestre la pertenencia de las féormulas bien formadas,
axiomas, enunciados derivados por la tnica regla de inferencia (Modus Ponens)
y demostraciones correctas en el sistema formal.

Es importante destacar que dentro de las demostraciones estara el codigo
de los algoritmos principales, sin considerar todos los procesos que alimentan a
estos; para poder ver y entender el flujo completo es necesario ver el apéndice del
presente trabajo.

Lema 2.1.1 FEl conjunto de formulas bien formadas del lenguaje L* es compu-
table.

Demostracion:

Para probar que el conjunto de las formulas bien formadas es computable se
necesita mostrar que existe algun algoritmo que recibe como entrada cualquier
cadena de simbolos y como salida determina si este pertenece al lenguaje L.
Este algoritmo ya se habia mostrado en el capitulo 2 y se muestra en el codigo
2.1 a continuacion.
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Codigo 2.1: Funciéon que evaltua si una expresion es una FBF.

void 1sWFF (vector<string> ezp)
{
stack<bool> pila;
for (string token : exzp) {
if (isLetter(token)) {
pila.push(true);
} else if (isOperator(token)) {
if(token == "no") {
if(pila.empty()) {
cout << "La exzprestom no es una formula |\
bien formada" << endl;
return;
}
pila.pop ();
pila.push (true);
} else {
if (pila.size() < 2) {
cout << "La expresion no es una formula |\
bien formada" << endl;
return;

pila.pop ();
pila.pop ();
pila.push (true);

}
}
if(pila.size()==1) {
cout << "La ezpresion es una formula |\
bien formada" << endl;
return;
} else {
cout << "La exprestion mno es es una formula |\
bien formada" << endl;
return;

Como ya se mencionaba en el capitulo 2, antes de ejecutar el algoritmo en el
codigo 2.1, es necesario un preprocesamiento de la cadena de texto para facilitar
el trabajo de la computadora que lo ejecuta, sin perder la estructura original.
Después del preprocesamiento se requiere de una estructura de datos conocida
como pila para procesarla ya que su naturaleza de ser una estructura Last in,
First Out (LIFO) facilita en lenguaje de mdquina el procesamiento.

Cabe destacar que, atin cuando se estd trabajando directamente con la estruc-
tura de datos string, por detrds la manipulacion de los datos es a nivel de bits
y por eso la importancia de la transformacion de texto a cadenas de bits que se
explica en el capitulo 4. También, por esta razon, se decidio usar un lenguaje de
programacion de bajo nivel, como lo es C++, que es mds cercano al lenguaje de
mdquina que otros, pero sin sacrificar la facilidad que representa tener y usar al
menos las estructuras de datos mds elementales.

4

Lema 2.1.2 EIl conjunto de formulas que son instancias de los axiomas (A —
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1), (A—2) y (A—3), del lenguaje L*, es computable.

Demostracion:

Dado un enunciado, mostrar que este sigue la estructura de alguno de los
esquemas de los axiomas consiste en fraccionar, en subformulas con un grado
menos de complejidad, ya que en estas se puede detectar si el enunciado efecti-
vamente sigue alguno de los esquemas o no. Si se toma el arioma (A-1) como
ejemplo, se sigue que cualquier enunciado tiene la estructura del esquema si es de
la forma P = (Q = P), que al partirlo en sus subformulas nos permite destacar
que el primero de ellos siempre tiene que ser igual al ultimo. Para hacer este
tipo de verificacion a nivel de codigo, el proceso es similar a lo que se ha hecho
anteriormente en este trabajo.

La wverificacion comienza por preprocesar la cadena de texto que gquarda al
enunciado y transformarla en una estructura de datos del tipo vector, lo que
facilita su manipulacion. Luego, a través de la funcion 2.2 se separa estratégica-
mente la expresion, ignorando todos los caracteres que estan entre los paréntesis
para detectar cudl es el operador logico implicacion mads externo del enunciado y
entonces hace una division de la cadena de texto.

Codigo 2.2: Funcién que separa un enunciado en dos por su implicaciéon mas
externa.

void split_outer_then(const wvector<string>8 token_ezp,
vector<string>& sub_ezp_1,
vector<string > sub_ezp_2) {
stack<char> parenthesis_stack;
wnt split_index = -1;
for (size_t © = 0; © < token_ezp.size(); i++) {
if (token_exp[i] == "(") {
parenthestis_stack.push(’(’);
} else if (token_ezp[i] == ")") {
if (!parenthesis_stack.empty()) {
parenthesis_stack.pop ();
}
} else if (token_exzp[i] == "then" & |\
parenthestis_stack.empty()) {
split_index = 7;
break;
}
}
if (split_indez == -1) {
sub_exp_1.push_back ("None") ;
sub_exp_2.push_back ("None") ;
return;
}
sub_exp_1.assign(token_ezxzp.begin (), |\
token_exzp.begin() + split_indez);
sub_ezxzp_2.assign(token_exp.begin() + split_indez + 1, |\
token_ezp.end());

no_external_parentheses (sub_exzp_1);
no_external_parentheses (sub_exp_2);
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El proceso en el codigo 2.2 requiere de un sub-proceso auziliar que manipule
los paréntesis en la expresion, con la intencion de quitar los paréntesis externos de
los enunciados. Con esto se logra des-agrupar los enunciados resultantes después
de hacer la separacion por la implicacion mds externa, para eso se construyo la
funcion 2.5.

Codigo 2.3: Funcion que remueve los paréntesis externos de un enunciado.

1 votd no_external_parentheses (vector<string>8 token_ezxzp) {

2 if (token_ezp.size() >= 2 88 token_exp. front () == "(" && |\
3 token_ezp.back () == ")") {

4 int balance = 0;

5 bool ts_wrapped = true;

6 for (int 4 = 0; 7 < token_ezp.size(); i++) {

7 if (token_ezp[t] == "(") balance++;

8 if (token_exzp[i] == ")") balance--;

9 if (balance == 0 88 i < token_ezxzp.size() - 1) {
10 ts_wrapped = false;

11 break;

2 }

13 }

14 if (is_wrapped) {

15 token_ezp.erase (token_ezp.begin());

16 token_exzp.pop_back ();

17 }

18 }

19 }

g

Lema 2.1.3 El conjunto de ternas donde la tercera se sigue por Modus Ponens
de las otras dos, es computable.

Demostracion:

Con las pruebas de los dos axiomas anteriores se puede sequir hasta el momen-
to que para el lenguaje L* existen algoritmos los cuales nos dicen si un enunciado
pertenece o no al lenguaje y también si es que este sigue el esquema de alguno de
los aziomas (A-1), (A-2) y (A-3). Resta mostrar que dada una terna de enuncia-
dos existe un algoritmo que puede determinar si el tercer enunciado de la terna
se sique de los otros dos por Modus Ponens.

Como se puede notar en los lemas anteriores, se necesita de sub-algoritmos
para generar el final que realice lo que se requiere. En el caso del codigo 2./,
se requiere del mismo preprocesamiento de las cadenas de texto para facilitar al
lenguaje de programacion su entendimiento. En general, la idea del algoritmo es
separar el primer enunciado que recibe como entrada en dos, que representardn
el antecedente y consecuente, el sequndo enunciado que recibe como entrada seria
la afirmacion, con el cual se comparard el antecedente, la forma de hacer esto
es primero tratar cada uno de los enunciados para que no existan caracteres que
contaminen los enunciados y de esta forma se obtenga un falso negativo.

Codigo 2.4: Funcion que ejecuta Modus Ponens.

1 string modusPonens (string statement, string assertion)
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{
vector<string> statement_v = string_to_token(statement);
vector<string> assertion_v = string_to_token (assertion);
vector<string> antecedent_wv;
vector<string> consequent_v;
split_outer_then (statement_v, antecedent_v, consequent_v);
vector<string> postfixz_antecedent_v = infixz_to_postfiz(
antecedent_v);
vector<string> postfiz_consequent_v = infiz_to_postfiz(
consequent_v);
vector<string> postfiz_assertion_v = infiz_to_postfiz(
assertion_v);
if (postfiz_antecedent_v.size() != postfiz_assertion_v.size()
) {
return "";
}
vector<string>::iterator itl = postfiz_antecedent_v.begin();
vector<string>::iterator it2 = postfiz_assertion_v.begin();
for(;itl1 != postfixz_antecedent_v.end() &Y
1t2 != postfiz_assertion_v.end();
it1++, 1t2++) {
if (#¥<t1 !I= *4t2) {
return "";
}
}
return postfiz_to_infiz(postfiz_consequent_v);

g

Teorema 2.2 FEl conjunto de demostraciones correctas en el sistema L* es compu-
table.

Demostracion:

Como se explicaba en el capitulo 2, una demostracion formal es una secuencia
finita de enunciados que son formulas bien formadas del lenguaje L*, son aziomas
0 en este caso se siqguen de la unica regla de inferencia Modus Ponens.

Desde el lema 2.1.1 hasta el 2.1.3 se han presentado algoritmos que permiten
mostrar que tanto el conjunto de formulas bien formadas, como el conjunto de
formulas que son instancias de los axiomas (A — 1),(A —2) y (A — 3) y tam-
bién que el conjunto de ternas donde la tercera se sigue por Modus Ponens de
las otras dos son computables. De esta forma, para mostrar que el conjunto de
sucesiones finitas de formulas que son demostraciones formales es computable,
habria que construir el algoritmo que, dada una sucesion de formulas de entrada,
sistemdticamente verifica, para cada término de la sucesion, que este sea o bien
una instancia de alguno de los axiomas Al, A2 o A3, o bien que se siga de dos
términos previos por medio de la regla de Modus Ponens.

Ya en el Capitulo 2, se explicé una forma algoritmica de verificar si un enun-
ciado es o no una formula bien formada, lo que ya codificado en el lenguaje de
programacion definido para este trabajo se codificé en los siguientes codigos y de
forma global en apéndice.

El codigo 2.5, se presentan los pasos que se deben sequir para identificar si un
enunciado sigue la estructura del Azioma 1 (A-1) del lenguaje L*.
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Codigo 2.5: Codigo que verifica si un enuciado sigue la estructura de A-1

1 string og_exp_str = "Athen (Bthend)";

// str(exp) -> wvector(ezp)
vector<string> og_exp_vec = string_to_token(og_exzp_str);

cout << "Original Exzpression:" << endl;
printVector (og_ezp_vec);
cout << endl;

/*
1st Split
[ezp1] 4
[ezp2] Bthend
*/

vector<string> expl, expl;
split_outer_then (og_exzp_vec, ezxpl, exzpl2);

cout << "1Ist Split:" << endl;
printVector (ezpl);

cout << endl;

printVector (exzpl2);

cout << endl;

/%
2nd Split
[exzp2_1] B
[ezp2_2] 4
*/

vector<string> exp2_1, exp2_2;
split_outer_then (exp2, ezp2_1, exzp2_2);

cout << "2nd Split:" << endl;
printVector (exp2_1);

cout << endl;

printVector (exp2_2);

cout << endl;

vector<string> expl_postfixz = infixz_to_postfiz(expl);
vector<string> exzpl2_2_postfixz = infiz_to_postfiz(exp2_2);

if(expl_postfiz == exzp2_2_postfiz) {
cout << "Sigue el esquema del Azioma 1" << endl;
} else {
cout << "No sigue el esquema del Axzioma 1" << endl;

}

En el codigo 2.6 se presentan los pasos que se deben sequir para identificar si
un enunciado sigue la estructura del Axioma 2 (A-2) del lenguaje L*.

Codigo 2.6: Codigo que verifica si un enuciado sigue la estructura de A-2
1 string og_ezp_str = "(Athen(BthenC))then ((AthenB)then (AthenC))";

3 // string (exp) -> wvector(exzp)
4 vector<string> og_exp_vec = string_to_token(og_exp_str);

6 cout << "Original Exzpresstion:" << endl;
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printlVector (og_exzp_vec);
cout << endl;

/*

1st Splat:

[expl] Athen (BthenC)

[exp2] (AthenB)then (AthenC)
*/

vector<string> expl, expZl;
split_outer_then (og_ezp_vec, ezxzpl, ezp2);

cout << "Ist Split:" << endl;
printVector (expl);

cout << endl;

printVector (ezp2);

cout << endl;

/*
2nd Split:
[ezp1_1] A
[expl_2] BthenC
*/

vector<string> expl_1, expl_2;
split_outer_then(expl, expl_1, ezpl_2);

cout << "2nd Split:" << endl;
printVector (expl_1);

cout << endl;

printVector (expl_2);

cout << endl;

/*
3rd Split:
[ezp1_2_1] B
[expl_2_2] C
*/

vector<string> expl_2_1, expl_2_2;
split_outer_then(expl_2, expl_2_1, exzpl_2_2);

cout << "3rd Split:" << endl;
printVector (expl_2_1);

cout << endl;

printVector (expl_2_2);

cout << endl;

/ *
{th Split:
[exp2_1] AthenB
[exp2_2] AthenC
*/

vector<string> exp2_1, exp2_2;
split_outer_then (exp2, exzp2_1, exzp2_2);

cout << "4th Split:" << endl;
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printVector (exp2_1);
cout << endl;
printVector (exp2_2);
cout << endl;

/) *
5th Splat:
[ezp2_1_1] 4
[exp2_1_2] B
*/

vector<string> exp2_1_1, exp2_1_2;
split_outer_then (exp2_1, exzp2_1_1, exp2_1_2);

cout << "5th Split:" << endl;
printVector(exp2_1_1);

cout << endl;
printVector(exp2_1_2);

cout << endl;

/¥
6th Split:
[ezp2_2_1] 4
[ezp2_2_2] C
*/

vector<string> exzp2_2_1, exp2_2_2;
split_outer_then (exp2_2, exzp2_2_1, exp2_2_2);

cout << "6th Split:" << endl;
printVector (exp2_2_1);

cout << endl;

printlVector (exp2_2_2);

cout << endl;

// Validation step

vector<string> expl_1_postfixz = infiz_to_postfiz(expli_1);
vector<string> exp2_1_1_postfiz = infiz_to_postfiz(ezp2_1_1);
vector<string> exp2_2_1_postfiz = infiz_to_postfiz(exzp2_2_1);
vector<string> expl_2_1_postfiz = infiz_to_postfiz(exzpl_2_1);
vector<string> expl2_1_2_postfizr = infiz_to_postfiz(exzp2_1_2);
vector<string> exzpl_2_2_postfir = infiz_to_postfiz(exzpl_2_2);
vector<string> exp2_2_2_postfiz = infiz_to_postfiz(ezp2_2_2);

// Partial conditions
bool condl, cond2, cond3;

if ((expl_1_postfiz == expl2_1_1_postfiz) 88 (exp2_1_1_postfizc
== ezp2_2_1_postfiz)) {
condl = true;
} else {
cond2 = false;
}
if(ezpl_2_1_postfiz == exp2_1_2_postfiz) {
cond2 = true;
} else {

cond2 = false;

}
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if(expl_2_2_postfix == exp2_2_2_postfiz) {
cond3 = true;
} else {

cond3 = false;

}

// Final condition
if(condl &8 cond2 & cond3) {
cout << "Sigue el esquema del Azioma 2\n";
} else {
cout << "No sigue el esquema del Azioma 2\n";

}

En el codigo 2.7 se presentan los pasos que se deben sequir para identificar si
un enunciado sigue la estructura del Axioma 8 (A-8) del lenguaje L*.

Codigo 2.7: Codigo que verifica si un enuciado sigue la estructura de A-3

string og_exp_str = "(noAthennoB)then (Bthend)";

// string (exp) -> wvector(exp)
vector<string> og_exp_vec = string_to_token(og_exzp_str);

cout << "Original Exzpresstion:" << endl;
printVector (og_exzp_vec);
cout << endl;

/ *
1st Splat:
[expl] (no A)then(no B)
[exzp2] B then A4

*/

vector<string> exzpl, ezp2;
split_outer_then (og_exzp_vec, ezxzpl, ezp2);

cout << "Ist Split:" << endl;
printVector (ezpl);

cout << endl;

printVector (exzp2);

cout << endl;

/*
2nd Split:
[expl1_1] no 4
[expl_2] no B
*/

vector<string> expl_1, expl_2;
split_outer_then (expl, ezpl_1, exzpl_2);

cout << "2nd Split:" << endl;
printVector (expl_1);

cout << endl;

printVector (expl_2);

cout << endl;
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/ *
3rd Split:
[exzp2_1] B
[ezp2_2] 4
*/

vector<string> exp2_1, exp2_2;
split_outer_then (exp2, exzp2_1, exzp2_2);

cout << "3rd Split:" << endl;
printVector (exp2_1);

cout << endl;

printlVector (exp2_2);

cout << endl;

if((expl_1[1] == exp2_2[0]) 68 (expl_2[1] == ezp2_1[0])) {
cout << "Sigue el esquema del Azioma 3" << endl;

} else {
cout << "No sigue el esquema del Axzioma 3" << endl;

}

2.5. Conjunto Computablemente Enumerable

El Teorema 2.2 estableci6 que el conjunto de las demostraciones correctas
en L* es un conjunto computable. Es tentador concluir que, en consecuencia, el
conjunto de los enunciados que poseen al menos una de esas demostraciones (teo-
remas) también es computable. Sin embargo, esta inferencia es incorrecta. Para
comprender por qué, es fundamental introducir el concepto de computablemente
enumerable y contrastarlo con el de conjunto computable.

Definicion 2.4 (Conjunto Computablemente Enumerable) Un conjunto es
computablemente enumerable si existe una maquina de Turing que al recibir cual-
quier enunciado se detiene unicamente sieste pertecen al conjunto. En caso con-
trario, la mdquina puede no detenerse jamds.

También una caracterizacion de conjunto computablemente enumerable que
le da claridad a la definicion 2.4, es que existe una Maquina de Turing la cual
lista sus elementos, uno por uno, permitiendo que la ejecuciéon continué de forma
indefinida. Es crucial notar la diferencia con un conjunto computable, donde la
méquina siempre se detiene, dando una respuesta “si” o0 “no” en un tiempo finito.

Utilizando el hecho de que el conjunto de demostraciones correctas es compu-
table, se puede construir una méaquina de Turing que sistematicamente enumere
todas las secuencias finitas de simbolos. Para cada una, verifica en un tiempo
finito si es 0 no una demostraciéon valida. Cada vez que encuentra una, la maqui-
na imprime el enunciado que esta siendo demostrado. De este modo, se listaran
todos y so6lo los teoremas de £*. Este proceso no asegura que si un enunciado es
un teorema, eventualmente lo encontraremos. Sin embargo, si un enunciado no es
un teorema, el algoritmo de enumeracién nunca daré esta certeza; simplemente
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seguird buscando sin terminar. No existe un procedimiento algoritmico general
que, para cualquier enunciado pueda decidir en un tiempo finito si es un teorema
0 no.

En resumen, mientras que verificar una demostraciéon concreta es un proceso
computable, la tarea de decidir la existencia de una demostraciéon no lo es. Por
lo que el lenguaje L£* pertenece a la clase de los conjuntos computablemente
enumerables y no a la de los computables.



APENDICE A

Codigos Completos

El presente apéndice contiene las versiones completas del codigo expuesto
en este trabajo, incluyendo aquellas secciones indispensables para la ejecucion
integral y que fueron omitidas en el cuerpo principal para mantener el foco en
las explicaciones.

A.1. Evaluacion de Formulas Bien Formadas

El codigo que se presenta a continuacion es una implementacion disenada para
recibir y procesar una cadena de texto que representa una expresion. Su funcion
es evaluar si dicha expresion cumple con las reglas que definen una férmula bien
formada (FBF).

Codigo A.1: Codigo completo que verifica si un enunciado es FBF.

#include <iostream>
#include <string>
#include <vector>
#include <sstream>
#include <regex>
#include <stack>
#include <algorithm>

using namespace std;

bool isOperator(string op)

{
if (op=="no") {
return true;
} else if (op=="and") {
return true;
} else if (op=="or") {
return true;
} else if (op=="then") {
return true;
} else {
return false;
}
}

bool isLetter(string palabra)
{

o8
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if (palabra.size()==1 && isalpha(palabral[0])) {

}

return true;

return false;

int logicPrecedence(string op) {

if (op=="mno") {

} else if (op=="and") {
return 2;
} else if (op=="or") {
return 1;
} else if (op=="then") {
return O0;
} else {
return -1; //No existe el operador
}
}
vector<string> tokenizador (string exp)
{
// Expresion regular para identificar letras y operadores
regex pattern("([A-Z]|noland|or|then |\\CI\\))");
vector<string> tokens;
sregex_iterator it (exp.begin(), exp.end(), pattern);
sregex_iterator end;
while (it != end) {
tokens.push_back (it->str());
++it;
}
return tokens;
}

vector<string> infixtopostfix(vector<string> tokens)

{

return 3;

vector<string> postfix;
stack<string> pila;

for(int i = 0;
if (isLetter (tokens[i])) {
postfix.push_back(tokens[i]);

i < tokens.size(); i++) {

} else if (tokemns[i] == "(") {
pila.push(tokens[i]);
} else if (tokems[i] == ")") {

while (!pila.empty() && pila.top()
postfix.push_back(pila.top());

pila.pop )

}

if (!pila.empty()) {
pila.pop();

} else {

cout << "Error: Parentesis no \

balanceados." << endl;
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86 return postfix;

87 }

88 } else if(isOperator (tokens[i])) {

89 while (!pila.empty() && isOperator (pila.top())) {

90 if (logicPrecedence(pila.top()) >= \
o1 logicPrecedence (tokens [i])) {

0o postfix.push_back(pila.top());

93 pila.pop);

o4 } else {

95 break;

96 }

97 }

05 pila.push(tokens[i]);

100 T

102 while (!'pila.empty()) {
103 postfix.push_back(pila.top());
104 pila.pop();

107 return postfix;

108 }

110 void isWFF(vector<string> exp) {

111 stack<bool> pila;

112 for (string token : exp) {

113 if (isLetter (token)) {

114 pila.push(true);

115 } else if (isOperator (token)) {
116 if (token=="no") {

117 if (pila.empty()) {

118 cout << "La expresion no es una formula \
119 bien formada" << endl;

120 return;

121 }

122 pila.pop);

123 pila.push(true);

124 } else {

125 if (pila.size()<2) {

126 cout << "La expresion no es una formula \
127 bien formada" << endl;

128 return;

129 }

130 pila.pop ()

131 pila.pop();

132 pila.push(true);

134 }

135 }

136 if (pila.size () ==1) {

137 cout << "La expresion es una formula bien formada" <<
endl;

138 return;

139 } else {

140 cout << "La expresion no es es una formula bien
formada" << endl;

141 return;
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string input;

getline(cin, input);
vector<string> tokens=tokenizador (input) ;
vector<string> postfix=infixtopostfix (tokens) ;

for(int i=0;
cout << postfix[i] << "

<< "La expresion a evaluar es:

<< "En notacion polaca es:
i<postfix.size();

<< endl;

isWFF (postfix);

return O0;

}
}
int main ()
{
cout
cout
}
cout
+

A.2.

n.
>

B

i++) {

<< input << endl;

Evaluacion de Tablas de Verdad

61

El c6digo a continuaciéon es una implementacion disenada para evaluar las
tablas de verdad de expresiones.

Codigo A.2: Codigo completo para evaluar tablas de verdad.

#include
#include
#include
#include
#include
#include
#include

<iostream>
<string>
<vector>
<sstream>
<regex>
<stack>
<algorithm>

using namespace std;

bool isOperator(string op) {

return (op ==

3

no" || op =
[l op == "then" ||

bool isLetter(string palabra) {

return (palabra.size()

3

int logicPrecedence(string op) {

if (op == "mno") {

return 3;

} else if (op == "and") {

n and n

op ==

lliffll) ;

P

or

\

== 1 && isalpha(palabral[0]));
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return 2;

} else if (op == "or") {
return 1;

} else if ((op == "then") || (op == "iff")) {
return O;

} else |

return -1;

}

by

vector<string> tokenizador (string exp) {
regex pattern("([A-Z]|noland|or|then|iff [\\CI\\))");
vector<string> tokens;

sregex_iterator it (exp.begin(), exp.end(), pattern);
sregex_iterator end;

while (it != end) {
tokens.push_back (it->str());
++it;

}

return tokens;

}
vector<string> infixtopostfix(vector<string> tokens) {

vector<string> postfix;
stack<string> pila;

for (int i = 0; i < tokems.size(); i++) {
if (isLetter (tokens[i])) {
postfix.push_back(tokens[il]);

} else if (tokens[i] == "(") {
pila.push(tokens[i]) ;

} else if (tokens[i] == ")") {
while (!pila.empty() && pila.top() != "(") {

postfix.push_back(pila.top());
pila.pop();

}

if (!pila.empty()) {
pila.pop O ;

} else {
cout << "Error: Parentesis no balanceados."
<< endl;

return postfix;
}
} else if (isOperator (tokens([il])) {
while (!pila.empty() && isOperator (pila.top())) {
if (logicPrecedence(pila.top()) >=
logicPrecedence (tokens[i])) {
postfix.push_back(pila.top());
pila.pop();
} else {
break;

3
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}
pila.push(tokens[i]);

3

while (!'pila.empty()) {
postfix.push_back(pila.top());
pila.pop();

return postfix;

}

63

bool val(vector<string> exp, vector<bool> intrs) {

stack<bool> pila;

for (string token : exp) {
if (isLetter (token)) {
int index = token[0] - ’A’;
pila.push(intrs[index]) ;
} else if (isOperator (token)) {
if (token == "no") {
if (pila.empty )) {

cout << "Error: No hay suficientes

operandos" << endl;

exit;
}
bool operando = pila.top();
pila.pop();
pila.push (!operando);
} else {

if (pila.size() < 2) {

cout << "Error: No hay suficientes

operandos" << endl;

exit;

3

bool operando2 = pila.top();

pila.pop();

bool operandol = pila.top();

pila.pop )
if (token == "and") {

pila.push(operandol && operando2);
} else if (token == "or") {

pila.push(operandol

operando?2) ;

} else if (token == "then") {

pila.push (!operandol

| operando?2);

} else if (token == "iff") {
pila.push ((!operandol

(!operando?2

}

return pila.top();

|| operando2) && \
operandol));
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142 void TruthTable(vector<string> exp, int numVar) {

144 vector<vector<bool> > truthTable;
145 vector<bool> intrs (numVar, false);

147 do {
148 vector<bool> row = intrs;
149 truthTable.push_back(row) ;

151 bool result = val(exp, intrs);

153 for (bool i : intrs) {

154 if (i == false) {

155 cout << "F ";

156 } else {

157 cout << "V ";

158 }

159 T

160

161 if (result == false) {

162 cout << "| F " << endl;
163 } else {

164 cout << "| V " << endl;
165 }

166

167 for (int i = 0; i < numVar; i++) {
168 if (intrs[i]) {

169 intrs [i] = false;
170 } else {

171 intrs [i] = true;
172 break;

173 }

174 }

175 } while (count(intrs.begin(), intrs.end(), false) <
numVar) ;

176 }

177

178 int cont_var(vector<string> exp) {
179

180 int sum = 0;

181 vector<string>::iterator it;
182

183 for(it = exp.begin(); it != exp.end(); it++) {
184 if (isLetter (xit)) {

185 sum++;

186 }

187 }

188

189 return sum;

190

191 }

193 int main() {
194 string input;

196 cout << "Ingrese la expresion logica: ";
197 getline (cin, input);
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vector<string> tokens = tokenizador (input) ;

int n

vector<string> postfix=infixtopostfix (tokens);

cout << "Tabla de verdad para la expresion \""

<<
cout

umVar = cont_var (tokens) ;

n\n:u << end]_;
<< M ____ LIRS endl;

TruthTable (postfix, numVar) ;

return O0;

A.3. Eva

luaciéon de Modus Ponens

<< input
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El codigo a continuacién es una implementacion disenada para ejecutar la
regla de inferencia Modus Ponens entre dos expresiones dentro del lenguaje £*.

Codigo A.3: Codigo completo para ejecutar la regla de inferencia Modus Ponens.

#include
#include
#include
#include
#include
#include
#include

using nam

<iostream>
<string>
<vector>
<sstream>
<regex>
<stack>
<algorithm>

espace std;

vector<string> string_to_token(string exp)

{

regex

pattern ("([A-Z]|nolthen I\\CI\\))");

vector<string> tokens;

sregex_iterator it (exp.begin(),

sregex_iterator end;

while
t

(it !'= end) A
okens.push_back (it->str ());

++it;

return tokens;

}

bool isOperator(string op)

{

if (op == "no" || op == "then") {

r

eturn true;

} else {

r

3

eturn false;

exp.end (), pattern);



A.3. EVALUACION DE MODUS PONENS

int logicPrecedence(string op)

{

}

if (op == "mno") {
return 1;

} else if (op == "then") {
return O;

} else {

return -1;

3

bool isAtomic(string exp)

{

3

vector<string> infix_to_postfix(vector<string> infix_str)

{

if (exp.size()==1 && isalpha(exp[0])
return true;

}

return false;

vector<string>::iterator str;
vector<string> postfix_str;
stack<string> pila;

for(str = infix_str.begin(); str !=
++) {
if (isAtomic (*str)) {
postfix_str.push_back (*str);

} else if (*str == "(") {
pila.push(*str);
} else if (*str == ")") {
while (!pila.empty() && pila.top() != "(") {

) 1

infix_str.end() ;

postfix_str.push_back(pila.top());

pila.pop )

66

str

cout << "Error: Parentesis no balanceados."

}
if (!pila.empty()) {
pila.pop();
} else {
<< endl;
return postfix_str;
}

} else if (isOperator (xstr)) {

while (!pila.empty() && isOperator (pila.top())) {
if (logicPrecedence(pila.top()) >=
logicPrecedence (*str)) {
postfix_str.push_back(pila.top());

pila.pop();
} else {
break;
}
}
pila.push(*str);
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while (!'pila.empty()) {

postfix_str.push_back(pila.top());

pila.pop();

67

}
return postfix_str;
}
string postfix_to_infix(vector<string> postfix_str)
{
vector<string>::iterator str;
stack<string> infix_str;
for (str = postfix_str.begin(); str != postfix_str.end();
str++) {
if (isOperator (xstr)) {
if (xstr == "no") {
if (infix_str.size() < 1) {
cout << "Error: Formato postfix invalido
." << endl;
return "";
}
string op = infix_str.top();
infix_str.pop();
string expr = "(no " + op + ")";
infix_str.push(expr);
} else {
if (infix_str.size() < 2) {
cout << "Error: Formato postfix invalido
." << endl;
return "";
}
string op2 = infix_str.top();
infix_str.pop();
string opl = infix_str.top();
infix_str.pop();
string expr = "(" + opl + " " + xstr + " " +
op2 + ")";
infix_str.push(expr);
}
} else {
infix_str.push (*str);
}
}
return infix_str.top();
3

void no_external_parentheses (vector<string>& token_exp)

{
vector<string>::iterator str;
for (str = token_exp.begin(); str

!= token_exp.end();) {

:next (str)

token_exp

if (*str == "(" && str == token_exp.begin()) {
token_exp.erase(str);

} else if (xstr == ")" && std:
.end )) {
token_exp.erase(str);

} else {

++str;
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14 }

144 }

145 }

146

147 void split_outer_then(vector<string>& token_exp,

148 vector<string>& sub_exp_1,

149 vector<string>& sub_exp_2)

150 {

151 vector<string>::iterator str;

152 vector<string>::iterator split_index = token_exp.end();

153 stack<string> parenthesis_stack;

154

155 for (str = token_exp.begin(); str != token_exp.end(); ++
str) {

156 if (xstr == "(") {

157 parenthesis_stack.push(*str);

158 } else if (*str == ")") {

159 if (!parenthesis_stack.empty()) {

160 parenthesis_stack.pop();

161 }

162 } else if (xstr == "then") {

163 if (parenthesis_stack.empty()) {

164 split_index = str;

165 break;

166 }

167 }

168 }

169

170 if (split_index == token_exp.end()) {

171 sub_exp_1.push_back ("None") ;

172 sub_exp_2.push_back ("None") ;

173 return;

174 }

175

176 vector<string>::iterator stri;

177

178 for(strl = token_exp.begin(); strl != split_index; stril
++) {

179 sub_exp_1.push_back (*xstrl);

180 }

181

182 no_external_parentheses (sub_exp_1);

183

184 vector<string>::iterator str2;

185

186 for(str2 = split_index + 1; str2 != token_exp.end(); str2
++) {

187 sub_exp_2.push_back (*xstr2);

188 }

189

190 no_external _parentheses (sub_exp_2);

191 }

193 string modusPonens (string statement, string assertion)

194 {

195 vector<string> statement_v = string_to_token(statement);
196 vector<string> assertion_v = string_to_token(assertion) ;
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int

vector<string> antecedent_v;
vector<string> consequent_v;

69

split_outer_then(statement_v, antecedent_v, consequent_v)

B

vector<string> postfix_antecedent_v = infix_to_postfix(
antecedent_v) ;

vector<string> postfix_consequent_v = infix_to_postfix(
consequent_v) ;

vector<string> postfix_assertion_v = infix_to_postfix(

assertion_v) ;

if (postfix_antecedent_v.size() != postfix_assertion_v.
size()) {
return "";

X

vector<string>::iterator itl = postfix_antecedent_v.begin
O

vector<string>::iterator it2 = postfix_assertion_v.begin
O

for(;itl != postfix_antecedent_v.end() && it2 !=

postfix_assertion_v.end();
itl++, it2++) {
if (xitl !'= *xit2) A
return "";
}
}

return postfix_to_infix(postfix_consequent_v);

main () {
string statement, assertion;

cout << "Statement: " << endl;
getline(cin, statement);

cout << "Assertion: " << endl;
getline(cin, assertion);

string consequent = modusPonens (statement, assertion);
if (consequent == "") {

cout << "False\nConsequent:\n";
} else {

cout << "True \nConsequent: "<< consequent << endl;
}

return O;
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A.4. Codigo completo del Axioma 1

El codigo a continuacion es una implementacion disenada para evaluar cuando
una expresion en el lenguaje formal sigue el esquema del Axioma 1 que estructura
al lenguaje L£*.

Codigo A.4: Codigo completo para evaular si una expresion cumple el Axioma 1.

#include <iostream>
#include <vector>
#include <string>
#include <stack>
#include <regex>

using namespace std;

vector<string> string_to_token(string exp) {
regex pattern ("([A-Z]|nolthen |[\\CI\\))");
vector<string> tokens;
sregex_iterator it (exp.begin(), exp.end(), pattern);
sregex_iterator end;

while (it !'= end) {
tokens.push_back (it->str());
Tral® g
}
return tokens;
}
bool isOperator (string op)
{
if (op == "no" || op == "then") {
return true;
} else {
return false;
}
}
int logicPrecedence(string op)
{
if (op == "mno") {
return 1;
} else if (op == "then") {
return O;
} else {
return -1;
}
}

bool isAtomic(string exp)
{
if (exp.size()==1 && isalpha(exp[0])) {
return true;

}

return false;
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vector<string> infix_to_postfix(vector<string> infix_str)

{
vector<string>::iterator str;
vector<string> postfix_str;
stack<string> pila;
for(str = infix_str.begin(); str != infix_str.end(); str
++) {
if (isAtomic (*str)) {
postfix_str.push_back (*str);
} else if (*str == "(") {
pila.push(*str);
} else if (*str == ")") {
while (!pila.empty() && pila.top() !'= "(") {
postfix_str.push_back(pila.top());
pila.pop();
}
if (!pila.empty()) {
pila.pop();
} else {
cout << "Error: Parentesis no balanceados."
<< endl;
return postfix_str;
}
} else if (isOperator (*str)) {
while (!pila.empty() && isOperator (pila.top())) {
if (logicPrecedence(pila.top()) >=
logicPrecedence (*str)) {
postfix_str.push_back(pila.top());
pila.pop();
} else {
break;
}
}
pila.push(*str);
}
}
while (!'pila.empty()) {
postfix_str.push_back(pila.top());
pila.pop () ;
}
return postfix_str;
}
void no_external_parentheses (vector<string>& token_exp) {
if (token_exp.size() >= 2 && token_exp.front() == "(" &&
\
token_exp.back() == ")") {
int balance = 0;
bool is_wrapped = true;
for (int i = 0; i < token_exp.size(); i++) {
if (token_exp[i] == " (") balance++;
if (token_exp[i] == ")") balance--;
if (balance == 0 && i < token_exp.size() - 1) {

is_wrapped = false;
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break;
}

if (is_wrapped) A
token_exp.erase(token_exp.begin());
token_exp.pop_back();

3

void split_outer_then(const vector<string>& token_exp,
vector<string>& sub_exp_1,
vector<string>& sub_exp_2) A
stack<char> parenthesis_stack;
int split_index = -1;

for (size_t i = 0; i < token_exp.size(); i++) {

if (token_expl[i] == "(") A
parenthesis_stack.push(’(’);

} else if (token_expl[i] == ")") {
if (!parenthesis_stack.empty()) {

parenthesis_stack.pop();

}

} else if (token_exp[i] == "then" && \

parenthesis_stack.empty()) {

split_index = 1ij;
break;

3

if (split_index == -1) {
sub_exp_1.push_back ("None") ;
sub_exp_2.push_back ("None") ;
return;
}
sub_exp_1.assign(token_exp.begin(), \
token_exp.begin() + split_index);
sub_exp_2.assign(token_exp.begin() + split_index + 1,
token_exp.end ());

no_external_parentheses (sub_exp_1);
no_external_parentheses (sub_exp_2);

}

void printVector (vector<string> exp_vec)
{

int vec_size = exp_vec.size();

cout << "{";

for (int i=0; i<vec_size; i++) {

if (i < vec_size - 1) {
cout << exp_vecl[i] << ", ";
} else {

cout << exp_vec[i] << "}";

}

return;

\
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}
int main() {
string og_exp_str = "Athen(BthenA)";
// str(exp) -> vector (exp)
vector<string> og_exp_vec = string_to_token(og_exp_str);
cout << "Original Expression:" << endl;
printVector (og_exp_vec);
cout << endl;
/ *
1st Split
[expl] A
[exp2] BthenA
*/
vector<string> expl, exp2;
split_outer_then(og_exp_vec, expl, exp2);
cout << "1st Split:" << endl;
printVector (expl) ;
cout << endl;
printVector (exp2) ;
cout << endl;
/ *
2nd Split
[exp2_1] B
[exp2_2] A
*/
vector<string> exp2_1, exp2_2;
split_outer_then(exp2, exp2_1, exp2_2);
cout << "2nd Split:" << endl;
printVector (exp2_1);
cout << endl;
printVector (exp2_2);
cout << endl;
vector<string> expl_postfix = infix_to_postfix(expl);
vector<string> exp2_2_postfix = infix_to_postfix(exp2_2);
if (expl_postfix == exp2_2_postfix) {

cout << "Sigue el esquema del Axioma 1" << endl;

} else {
cout << "No sigue el esquema del Axioma 1"

}

return O0;
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A.5. C(Codigo completo del Axioma 2

El codigo a continuacion es una implementacion disenada para evaluar cuando
una expresion en el lenguaje formal sigue el esquema del Axioma 2 que estructura
al lenguaje L£*.

Codigo A.5: Codigo completo para evaular si una expresion cumple el Axioma 2.

#include <iostream>
#include <vector>
#include <string>
#include <stack>
#include <regex>

using namespace std;

vector<string> string_to_token(string exp) {
regex pattern("([A-Z]|nolthen |\\CI\\))");
vector<string> tokens;
sregex_iterator it(exp.begin(), exp.end(), pattern);
sregex_iterator end;

while (it != end) {
tokens.push_back (it->str());
++it;
}
return tokens;
}
bool isOperator(string op)
{
if (op == "no" || op == "then") {
return true;
} else {
return false;
}
}
int logicPrecedence(string op)
{
if (op == "mno") {
return 1;
} else if (op == "then") {
return O;
} else {
return -1;
}
}

bool isAtomic(string exp)

{
if (exp.size()==1 && isalpha(exp[0])) {
return true;

}

return false;
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52 vector<string> infix_to_postfix(vector<string> infix_str)

53 {

54 vector<string>::iterator str;

55 vector<string> postfix_str;

56 stack<string> pila;

58 for(str = infix_str.begin(); str != infix_str.end(); str
++) {

59 if (isAtomic (*str)) {

60 postfix_str.push_back (*str);

61 } else if (*str == "(") {

62 pila.push(*str);

63 } else if (*str == ")") {

64 while (!pila.empty() && pila.top() !'= "(") {

65 postfix_str.push_back(pila.top());

66 pila.pop ()

67 }

68 if (!pila.empty()) {

69 pila.pop )

70 } else {

71 cout << "Error: Parentesis no balanceados."

<< endl;

72 return postfix_str;

73 +

74 } else if (isOperator (*str)) {

75 while (!pila.empty() && isOperator(pila.top())) {

76 if (logicPrecedence(pila.top()) >=

logicPrecedence (*str)) {

77 postfix_str.push_back(pila.top());

78 pila.pop();

79 } else {

80 break;

81 }

82 +

83 pila.push(*str);

84 }

85 }

86

87 while (!'pila.empty()) {

88 postfix_str.push_back(pila.top());

89 pila.pop ()

90 }

91

92 return postfix_str;

93 }

94

95 void no_external_parentheses (vector<string>& token_exp) {

96 if (token_exp.size() >= 2 && token_exp.front() == "(" &&
\

97 token_exp.back() == ")") {

98 int balance = 0;

99 bool is_wrapped = true;

100

101 for (int i = 0; i < token_exp.size(); i++) {

102 if (token_exp[i] == " (") balance++;

103 if (token_exp[i] == ")") balance--;

104 if (balance == 0 && i < token_exp.size() - 1) {
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is_wrapped = false;
break;

3

if (is_wrapped) {
token_exp.erase (token_exp.begin());
token_exp.pop_back();

}

void split_outer_then(const vector<string>& token_exp,
vector<string>& sub_exp_1,
vector<string>& sub_exp_2) A
stack<char> parenthesis_stack;
int split_index = -1;

for (size_t i = 0; i < token_exp.size(); i++) {

if (token_exp[i] == "(") {
parenthesis_stack.push(’>(’);

} else if (token_exp[i] == ")") {
if (!parenthesis_stack.empty()) {

parenthesis_stack.pop();

}

} else if (token_exp[i] == "then" && \

parenthesis_stack.empty ()) {

split_index = 1ij;
break;

3

if (split_index == -1) {
sub_exp_1.push_back ("None") ;
sub_exp_2.push_back ("None") ;
return;
}
sub_exp_1.assign(token_exp.begin(), \
token_exp.begin() + split_index);
sub_exp_2.assign(token_exp.begin() + split_index + 1,
token_exp.end ());

no_external_parentheses (sub_exp_1);
no_external_parentheses (sub_exp_2);

}

void printVector (vector<string> exp_vec)
{

int vec_size = exp_vec.size();

cout << "{";

for (int i=0; i<vec_size; i++) A{

if (i < vec_size - 1) {
cout << exp_vec[i] << ", ";
} else {

cout << exp_vec[i] << "}";

}

\
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return;

}

int main() {
string og_exp_str = "(Athen(BthenC))then ((AthenB) then (

AthenC))";

// string(exp) -> vector (exp)
vector<string> og_exp_vec = string_to_token(og_exp_str);

cout << "Original Expression:" << endl;
printVector (og_exp_vec) ;
cout << endl;

/ *

1st Split:

[expl] Athen(BthenC)

[exp2] (AthenB)then(AthenC)
*/

vector<string> expl, exp2;
split_outer_then(og_exp_vec, expl, exp2);

cout << "1st Split:" << endl;
printVector (expl);

cout << endl;

printVector (exp2) ;

cout << endl;

/ *
2nd Split:
[expl1_1] A
[exp1_2] BthenC
*/

vector<string> expl_1, expl_2;
split_outer_then(expl, expl_1, expl_2);

cout << "2nd Split:" << endl;
printVector (expl_1);

cout << endl;

printVector (expl_2);

cout << endl;

/ *
3rd Split:
[exp1_2_1]1 B
[expl1_2_2] C
*/

vector<string> expl_2_1, expl_2_2;
split_outer_then(expl_2, expl_2_1, expl_2_2);

cout << "3rd Split:" << endl;
printVector (expl_2_1);

cout << endl;

printVector (expl_2_2);

cout << endl;
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221 /*

222 4th Split:

223 [exp2_1] AthenB

224 [exp2_2] AthenC

225 */

226 vector<string> exp2_1, exp2_2;

228 split_outer_then (exp2, exp2_1, exp2_2);

230 cout << "4th Split:" << endl;
231 printVector (exp2_1);

232 cout << endl;

233 printVector (exp2_2);

234 cout << endl;

236 / *

237 5th Split:

238 [exp2_1_1] A

239 [exp2_1_2] B

240 */

241 vector<string> exp2_1_1, exp2_1_2;

243 split_outer_then(exp2_1, exp2_1_1, exp2_1_2);

245 cout << "bth Split:" << endl;
246 printVector (exp2_1_1);
247 cout << endl;

248 printVector (exp2_1_2);
249 cout << endl;

251 /*

252 6th Split:
253 [exp2_2_1] A
254 [exp2_2_2] C
255 */

256 vector<string> exp2_2_1, exp2_2_2;
258 split_outer_then(exp2_2, exp2_2_1, exp2_2_2);

260 cout << "6th Split:" << endl;
261 printVector (exp2_2_1);

262 cout << endl;

263 printVector (exp2_2_2);

264 cout << endl;

266 // Validation step

267 vector<string> expl_1_postfix = infix_to_postfix(expl_1);

268 vector<string> exp2_1_1_postfix = infix_to_postfix(
exp2_1_1);

269 vector<string> exp2_2_1_postfix = infix_to_postfix(
exp2_2_1);

270 vector<string> expl_2_1_postfix = infix_to_postfix(
expl_2_1);

271 vector<string> exp2_1_2_postfix = infix_to_postfix(
exp2_1_2);

272 vector<string> expl_2_2_postfix = infix_to_postfix(

expl_2_2);



A.6. CODIGO COMPLETO DEL AXIOMA 3 79

vector<string> exp2_2_2_postfix = infix_to_postfix(
exp2_2_2);

A.6.

// Partial conditions

bool condl, cond2, cond3;

if ((expl_1_postfix == exp2_1_1_postfix) && (
exp2_1_1_postfix == exp2_2_1_postfix)) {
condl = true;

} else {
cond2 = false;

}

if (expl_2_1_postfix == exp2_1_2_postfix)
cond2 = true;

} else {
cond2 = false;

}

if (expl_2_2_postfix == exp2_2_2_postfix)
cond3 = true;

} else {
cond3 = false;

}

// Final condition

if (condl && cond2 && cond3) {

cout <
} else {

<

"Sigue el esquema del Axioma

2\11" g

cout << "No sigue el esquema del Axioma 2\n";

3

return O;

Codigo completo del Axioma 3

El c6digo a continuacion es una implementacion disenada para evaluar cuando

al lenguaje L£*.

una expresion en el lenguaje formal sigue el esquema del Axioma 3 que estructura

Codigo A.6: Codigo completo para evaular si una expresion cumple el Axioma 3.

#include
#include
#include
#include
#include

<iostream>
<vector>
<string>
<stack>
<regex>

using namespace std;

vector<string> string_to_token(string exp) {
regex pattern("([A-Z]Inolthen |[\\CI\\))");
vector<string> tokens;
sregex_iterator it(exp.begin(), exp.end(), pattern);
sregex_iterator end;
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while (it !'= end) {
tokens.push_back (it->str());
++it;
}
return tokens;
}
bool isOperator(string op)
{
if (op == "no" || op == "then") {
return true;
} else {
return false;
}
}
int logicPrecedence(string op)
{
if (op == "mno") {
return 1;
} else if (op == "then") {
return O;
} else {
return -1;
}
}
bool isAtomic(string exp)
{
if (exp.size()==1 && isalpha(exp[0])) {
return true;
}
return false;
}

vector<string> infix_to_postfix(vector<string> infix_str)
{

vector<string>::iterator str;

vector<string> postfix_str;

stack<string> pila;

for(str = infix_str.begin(); str != infix_str.end(); str
++) {
if (isAtomic (xstr)) {
postfix_str.push_back (*str);

} else if (*str == "(") {
pila.push(*str);
} else if (*str == ")") {
while (!pila.empty() && pila.top() != "(") {

postfix_str.push_back(pila.top());
pila.pop )

}

if (!pila.empty()) {
pila.pop();

} else {

cout << "Error: Parentesis no balanceados."
<< endl;
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71 return postfix_str;

72 }

73 } else if (isOperator (xstr)) {

74 while (!pila.empty() && isOperator (pila.top())) {

75 if (logicPrecedence(pila.top()) >=
logicPrecedence (*str)) {

76 postfix_str.push_back(pila.top());

. pila.pop();

78 } else {

79 break;

80 T

81 }

82 pila.push(*str);

83 }

84 }

86 while (!'pila.empty()) {

87 postfix_str.push_back(pila.top());

88 pila.pop();

89 }

90

91 return postfix_str;

92 }

93

94 void no_external_parentheses (vector<string>& token_exp) {

95 if (token_exp.size() >= 2 && token_exp.front() == "(" &&
\

96 token_exp.back() == ")") {

97 int balance = 0;

98 bool is_wrapped = true;

99

100 for (int i = 0; i < token_exp.size(); i++) {

101 if (token_exp[i] == "(") balance++;

102 if (token_exp[i] == ")") balance--;

103 if (balance == 0 && i < token_exp.size() - 1) {

104 is_wrapped = false;

105 break;

106 }

107 }

109 if (is_wrapped) {
110 token_exp.erase (token_exp.begin());
111 token_exp.pop_back () ;

114 }

116 void split_outer_then(const vector<string>& token_exp,
117 vector<string>& sub_exp_1,

118 vector<string>& sub_exp_2) {

119 stack<char> parenthesis_stack;

120 int split_index = -1;

121

122 for (size_t i = 0; i < token_exp.size(); i++) {
123 if (token_exp[i] == "(") {

124 parenthesis_stack.push(’(?);

125 } else if (token_expl[i] == ")") {

126 if (!parenthesis_stack.empty()) {
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}

parenthesis_stack.pop();
}
} else if (token_exp[i] == "then" && \
parenthesis_stack.empty()) {
split_index = 1i;
break;

}

if (split_index == -1) {
sub_exp_1.push_back ("None") ;
sub_exp_2.push_back ("None") ;
return;
}
sub_exp_1.assign(token_exp.begin(), \
token_exp.begin() + split_index);
sub_exp_2.assign(token_exp.begin() + split_index + 1,
token_exp.end());

no_external_parentheses (sub_exp_1);
no_external_parentheses (sub_exp_2);

void printVector (vector<string> exp_vec)

{

int

int vec_size = exp_vec.size();
cout << "{";
for (int i=0; i<vec_size; i++) {
if (i < vec_size - 1) {
cout << exp_vec[i] << ", ";
} else {
cout << exp_vec[i] << "}";

}
return;
main () {

string og_exp_str = "(noAthennoB)then(BthenA)";

// string(exp) -> vector (exp)

\

82

vector<string> og_exp_vec = string_to_token(og_exp_str);

cout << "Original Expression:" << endl;
printVector (og_exp_vec) ;
cout << endl;

/ *
1st Split:
[expl] (no A)then(no B)
[exp2] B then A

*/

vector<string> expl, exp2;

split_outer_then(og_exp_vec, expl, exp2);

cout << "1st Split:" << endl;
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printVector (expl);
cout << endl;
printVector (exp2);
cout << endl;

/ *
2nd Split:
[exp1_1] no A
[expl1_2] no B
*/

vector<string> expl_1, expl_2;
split_outer_then(expl, expl_1, expl_2);

cout << "2nd Split:" << endl;
printVector (expl_1);

cout << endl;

printVector (expl_2);

cout << endl;

/ %
3rd Split:
[exp2_1] B
[exp2_2] A
*/

vector<string> exp2_1, exp2_2;
split_outer_then(exp2, exp2_1, exp2_2);

cout << "3rd Split:" << endl;
printVector (exp2_1);

cout << endl;

printVector (exp2_2);

cout << endl;

if (Cexpl_1[1] == exp2_2[0]) && (expl_2[1] =
} else {
cout << "No sigue el esquema del Axioma 3"

}

return O;

exp2_1[0]1)) {
cout << "Sigue el esquema del Axioma 3" << endl;

83
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