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Resumen

El espacio SN —que consiste de todos los ultrafiltros sobre N— es la compactacion
Stone-Cech del més familiar de todos los semigrupos discretos. La primera parte de este
trabajo se centra en presentar dicho espacio de una forma natural, explorando sus pro-
piedades topoldgicas y algebraicas elementales, culminando con la prueba del Lema de
Ellis-Numakura. El segundo capitulo esta dedicado a describir una demostracién, debida
a Di Nasso y Tachtsis, de la existencia de idempotentes, en la que se evita el Lema de
Zorn. En la segunda mitad del texto presentamos tres herramientas fundamentales en el
estudio de ultrafiltros, a saber: el orden Rudin-Keisler, los ultrafiltros selectivos y la suma
Frolik-Blass. Una vez presentadas dichas herramientas, la ultima parte esta dedicada a
presentar una prueba original de que no existen ultrafiltros idempotentes construidos a
partir de un Q-punto, por medio de sumas Frolik-Blass.



Abstract

The space SN, consisting of all ultrafilters over N, is the Stone-Cech compactifica-
tion of the most familiar of all discrete semigroups. The first part of this work focuses
on presenting this space in a natural way, exploring its elementary topological and alge-
braic properties, culminating with the proof of the Ellis-Numakura’s Lemma. The second
chapter is dedicated to describing a proof, due to Di Nasso and Tachtsis, of the existence
of idempotents, avoiding the use of Zorn’s Lemma. In the second half of the text, we
present three fundamental tools in the study of ultrafilters, namely: the Rudin-Keisler
order, selective ultrafilters and the Frolik-Blass sum. Once these tools are introduced, the
last part is dedicated to presenting an original proof that shows there are no idempotent
ultrafilters constructed from a )-point, via Frolik-Blass sums.



A mis padres y hermana
Adelina, Jesus y Alina



Cuan dificil es alcanzar la ignorancia
Proverbio chino



Agradecimientos

Estoy muy agradecido con el Dr. David Fernandez por supervisar esta tesis y por haber
sido instrumental en su desarrollo, asi como por su paciencia y su tiempo. Su ensenanza
me impulsé a mejorar en matematicas.

Las palabras nunca seran suficientes para agradecer a mis padres por todo su apoyo;
sin ellos, este trabajo no habria sido posible.



10




Indice general

Agradecimientos
Introduccién

1. Hechos Preliminares
1.1. Ultrafiltros . . . . . . . . .
1.2. Elespacio SN . . . . . . .
1.3. La compactacién de Stone-Cech . . . . . . . . . ... ... ... .. ...
1.4. El semigrupo topoldgico derecho (BN, +) . . . . . . ... ... ... ...

2. Ultrafiltros idempotentes sin el Lema de Zorn
2.1. Filtros aditivos . . . . . . . ..
2.2. Evitando el Lemade Zorn . . . . . .. ...

3. El orden Rudin-Keisler
3.1. El producto tensorial . . . . . . .. ...
3.2. Ultrafiltros selectivos . . . . . . . . . .

4. Ningin idempotente a partir de un ()-punto
4.1. ¢" nunca es idempotente . . . . . . ...
4.2. La suma Frolik-Blass de ultrafiltros . . . . . . . ... ... ... ... ...
4.3. g-bondad . . . . ...

A. Teorema de Hindman
B. Cardinalidad

Bibliografia

11

13

17
17
21
23
25

29
31
33

37
40
41

43
43
46
48

51

53

55



12

Indice general




Introduccion

Un ultrafiltro es una asignacién de valores de verdad a la familia' de subconjuntos de
un conjunto, es una familia maximal entre las familias con la propiedad de la interseccion
finita de un conjunto y es un método de convergencia al infinito. De la primera propiedad
surge la conexion con la légica y la teoria de modelos; de las segunda y tercera surge su
conexion con la teoria de conjuntos y la topologia. Todas estas descripciones de un ultra-
filtro estan conectadas con el concepto de compacidad. Su génesis se remonta a principios
del siglo XX, con contribuciones fundacionales de luminarias como A. Tarski, J. Lo$ y M.
Stone. En los ultimos cuarenta anos, los ultrafiltros han sido estudiados extensivamente
y se han convertido en herramientas fundamentales en diversas disciplinas matematicas;
desde la teoria de Ramsey y combinatoria aditiva hasta el algebra conmutativa pasando
por la teoria de modelos y la topologia.

En 1971, F. Galvin fue el primero en darse cuenta que la existencia de ultrafiltros
«casi invariantes bajo traslaciones» (lo que ahora conocemos como ultrafiltros idempoten-
tes) implicaria la demostracién de una conjetura de R. Graham y B. Rothschild: «Para
cualquier coloracion finita de los naturales existe un conjunto infinito X tal que todas las
sumas finitas de elementos distintos de X tienen el mismo color» (esta conjetura se conver-
tirfa en una piedra angular de la teorfa de Ramsey). En 1972, N. Hindman demostr6 que
si se asume la hipétesis del continuo, entonces la conjetura de Graham-Rothschild implica
la existencia de ultrafiltros casi invariantes bajo traslaciones y, en 1974, demostrd, utili-
zando un complicado argumento combinatorio, la conjetura de Graham-Rotschild (ahora
conocida como el Teorema de Hindman). Sin embargo, la existencia de ultrafiltros casi
invariantes bajo traslaciones en ZFE no se descubri6 hasta 1975. En una ocasién Galvin se
encontré con S. Glazer y le pregunto si sabia algo sobre la existencia de tales ultrafiltros.
Glazer respondié de inmediato de forma afirmativa. Galvin no lo podia creer; pensé que
tal vez Glazer habia malentendido la pregunta, pues la respuesta no podia ser tan facil.
La respuesta, en efecto, si, era facil y surge de tres hechos: el primero es que cualquier
semigrupo topoldgico derecho compacto tiene idempotentes (esto se conoce como el Lema

1 Utilizamos la frase «familia de conjuntos» como sinénimo de «conjunto de conjuntoss.
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de Ellis-Numakura); el segundo es que la compactacién Stone-Cech de los naturales SN
tiene una operacion inherente que extiende la suma de N, la cual hace a (SN, +) un semi-
grupo topologico derecho; y el tercero es que el espacio SN se puede ver como el conjunto
de ultrafiltros sobre N. Los primeros dos hechos eran relativamente conocidos pero del
tercer hecho, muy poca gente sabia, Glazer era uno de esos pocos.

Asi, los ultrafiltros resuenan profundamente en la compactacién Stone-Cech de un
semigrupo discreto, pues se interpretan como los puntos de dicho espacio y, en particular,
los ultrafiltros idempotentes tienen un papel crucial en la teoria de Ramsey. La existencia
de ultrafiltros no principales se sigue del axioma de eleccién (este hecho es conocido como
el Teorema del Ultrafiltro: Todo filtro se puede extender a un ultrafiltro) y la existencia
de elementos idempotentes en semigrupos topolégicos compactos, es decir, el Lema de
Ellis-Numakura, se sigue del Lema de Zorn. Por lo tanto, podemos ver que existe una
intrincada relacién entre la existencia de ultrafiltros idempotentes y el axioma de eleccion.
Esto no es casual, el axioma de eleccién suele implicar la existencia de aquellos objetos
matematicamente «extremos». Y en estos casos surge la pregunta natural, ;qué tanta
eleccion se necesita para demostrar su existencia? O, dicho de otra forma, entre toda la
fauna de formas débiles de eleccién, en dénde se clasifica tal existencia.

En 2017, M. Di Nasso y E. Tachtsis [4] mostraron que se puede suponer una forma més
débil que el axioma de eleccion para probar dicha existencia. Definiendo una clase de filtros
que llamaron aditivos, sin usar el Lema de Zorn y en cambio suponiendo el Teorema del
Ultrafiltro para R, denotado TU(R), probaron la existencia de ultrafiltros idempotentes.
El método consiste en dos hechos clave. Primero mostraron, utilizando el Teorema del
Ultrafiltro para N, denotado TU(N), que si todo filtro aditivo puede ser extendido a un
ultrafiltro por medio de una funcién de eleccién, entonces todo filtro aditivo puede ser
extendido a un ultrafiltro idempotente. Y, por dltimo, usando TU(R) construyeron una
funcién de eleccion que extiende todo filtro a un ultrafiltro. Di Nasso y Tachtsis cierran su
articulo con varias preguntas, entre ellas: ;la existencia de un ultrafiltro no principal sobre
N implica la existencia de un ultrafiltro idempotente sobre N7 Responder dicha pregunta
fue la motivacion de este trabajo.

En la primera seccién del Capitulo 1 exponemos los hechos fundamentales de ultra-
filtros, usamos la definicién estandar de ultrafiltro como filtro maximal. A partir de las
siguientes secciones nos enfocamos principalmente en ultrafiltros sobre los naturales, intro-
ducimos el espacio SN, analizamos sus propiedades topoldgicas elementales y después sus
propiedades algebraicas. El capitulo cierra con la demostracion del Lema Ellis-Numakura.
El Capitulo 2, se puede considerar una digresién, no volvemos a utilizar los hechos ahi
presentados y su finalidad es introducir la motivacién de este trabajo. Esta dedicado a
formular los resultados de Di Nasso y Tachtsis en espanol; desde la definicién de filtro
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aditivo, sus propiedades, hasta los complicados teoremas de extensién. El Capitulo 3 esta
dedicado al orden Rudin-Keisler, el cual es una herramienta fundamental que muestra que
no todos los ultrafiltros fueron creados iguales. Mostramos sus propiedades elementales y
cerramos el capitulo con la introduccion de ultrafiltros selectivos, los cuales son minimales
en SN\ N con respecto al orden Rudin-Keisler. Hacemos notar que dichos ultrafiltros son
independientes de ZF. Es decir, existen modelos de ZF sin ultrafiltros selectivos y existen
modelos con ultrafiltros selectivos. (Vea [2,12,13].)

En 1976, A. Mathias [12] construy6é un modelo de ZF donde el axioma de eleccién
falla pero existen ultrafiltros no principales, este modelo es un modelo de Solovay? al que
se le adjunta un ultrafiltro selectivo. Existe una vieja conjetura debida a A. Blass, en
la que se cree que los unicos ultrafiltros que existen en dicho modelo son las iméagenes
Rudin-Keisler de sumas Frolik-Blass del ultrafiltro selectivo. La manera en que decidimos
abordar el problema propuesto fue tomar el modelo de Mathias como caja negra. Todas
las demostraciones del Capitulo 4 estan disenadas para correr en dicho modelo. Si la
conjetura de Blass es cierta, y no hay ultrafiltros idempotentes a partir de un selectivo,
entonces la existencia de un ultrafiltro no principal sobre N no implica la existencia de un
ultrafiltro idempotente sobre N.

Teniendo en mente el modelo de Mathias, empezamos con un ultrafiltro selectivo ¢,
sin embargo conforme fuimos avanzando, nos dimos cuenta que no era necesario todo
el poder de la «selectividad», sino una hipdtesis mas débil (con particiones finitas), es
decir, hasta el momento solo necesitamos que el ultrafiltro ¢ sea un @-punto. La primera
seccion del Capitulo 4 estda dedicada a demostrar que las sumas ¢" de ¢ consigo mismo
nunca son idempotentes. En las siguientes secciones introducimos la suma Frolik-Blass,
mostramos que sumando (en el sentido Frolik-Blass) recursivamente el ultrafiltro ¢, se
producen ultrafiltros sobre N x N identificando esos ultrafiltros con sus imégenes Rudin-
Keisler bajo la suma entrada por entrada, los ultrafiltros resultantes sobre N tienen una
propiedad combinatoria bastante amable (a la que llamamos ¢g-bondad) que los vuelve no
idempotentes. Sin embargo, si se toman las imagenes Rudin-Keisler de estos ultrafiltros
bajo funciones arbitrarias (en vez de la suma entrada por entrada), entonces la g-bondad
no necesariamente se conserva.

El siguiente paso para resolver el problema propuesto seria analizar dichas imagenes
Rudin-Keisler bajo funciones arbitrarias y tratar de encontrar alguna propiedad similar
(ya sea combinatoria o topoldgica) que este relacionada con la idempotencia. Dicho camino
generalizaria las ideas aqui presentadas y, aunque similar, necesitaria de otro tipo de

2Uno de los modelos més conocidos donde el axioma de eleccién falla es el modelo de Solovay [18].
En el modelo se cumple ZF, falla AE y todo conjunto de reales es Lebesgue medible. De esta forma R.
Solovay mostré que para probar la existencia de conjuntos no medibles es esencial el axioma de eleccién.
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herramientas ademas de las utilizadas. Con el fin de que este trabajo sea auténomo y
presente la primera etapa de como se abordé el problema, hemos decidido terminarlo con
el teorema 4.3.14.

El Apéndice A esta dedicado al Teorema de Hindman, lo demostramos usando la
prueba de Galvin y Glazer. En el Apéndice B mostramos que el conjunto [R]<¢ x [[R]<¥]<%
estd en biyeccion con R, un hecho crucial en la demostracién de Di Nasso y Tachtsis, que
no es obvio sin el axioma de eleccion.



Capitulo 1

Hechos Preliminares

1.1. Ultrafiltros

Definicién 1.1.1. Un filtro % sobre X es una familia no vacia de subconjuntos de X tal
que:

(1) Ae #,ACB= Be Z.
(1) A, Be ¥ = ANBe Z.
() @ ¢ 7.
Observacién 1.1.2. Dada nuestra definicion, no existen filtros sobre &.

Ejemplo 1.1.3. Dado cualquier conjunto no vacio X, el singulete { X'} es un filtro sobre
X.

Ejemplo 1.1.4. El conjunto de todas las vecindades de un punto en un espacio topologico
X constituye un filtro sobre X.

Ejemplo 1.1.5. Si X es un conjunto infinito, los complementos de los subconjuntos
finitos de X (llamados cofinitos) forman un filtro sobre X. En particular, si X = N el
filtro correspondiente es conocido como el filtro de Fréchet.

Definicién 1.1.6. Sea % un subconjunto de un filtro .# sobre X tal que £ # @. Decimos
que # es una base de filtro de & si 'y solo si

VAc % :3Bc #A:BCA

17



18 1.1. Ultrafiltros

Ejemplo 1.1.7. En un espacio topoldgico todo sistema fundamental de vecindades de un
punto! es una base del filtro de todas las vecindades de dicho punto.

Ejemplo 1.1.8. Vn € N, sea S(n) := {p € N | p > n}. S(n) se llama la seccién de N
segun n. El conjunto de todas estas secciones es una base del filtro de Fréchet.

Teorema 1.1.9. Sea # C P(X) tal que B # &. Para que F = {AC X |IB € £ :
B C A} sea un filtro es necesario y suficiente que:

(i) A,Be #=3C € B tal que C C AN B.
(i) & ¢ AB.
Ndtese que si B cumple (i) y (ii), entonces es una base de filtro de F .

Demostracion. La necesidad es clara.

Mostremos la suficiencia. Supongamos que se cumplen (i) y (ii). Notemos que por
definicién # es cerrado bajo superconjuntos. Sean A, B € .%. Existen A', B’ € £ tales
que A’ C Ay B’ C B, luego por (i), existe C" € & tal que C" C A’ N B C AN B. Por lo
tanto AN B € %. Debido a (ii), se cumple & ¢ .%. O

Definicién 1.1.10. Un filtro sobre X se dice wltrafiltro si es maximal con respecto a la
inclusion.

Ejemplo 1.1.11. Dado z € X, la familia {A C X | 2 € A} es un ultrafiltro sobre X.
En efecto, es claro que {A C X |z € A} es un filtro y si .# C P(X) es un filtro tal que
{AC X |z € A} C .Z; entonces para todo A € F, se tiene que, {z} = {z} N A € Z.

Este ejemplo da lugar a la siguiente definicién.

Definicién 1.1.12. Un ultrafiltro u sobre X se dice que es principal si existe x € X tal
que u, ={A C X |z € A} = u. De otro modo u se llamara no principal.

Observacién 1.1.13. Notemos que si u es un filtro sobre X tal que {x} € u, entonces
u = u,. En efecto, si A € u, entonces {z} = {z} N A € u, es decir, u={AC X |z € A}

Es consistente con ZF que todos los ultrafiltros son principales y también es consistente
con ZF que no todos los ultrafiltros son principales. Para garantizar la existencia de
ultrafiltros no principales es necesaria alguna instancia del axioma de eleccién AE2.

Probemos pues, que en ZFE existen ultrafiltros no principales.

!Sea X un espacio topolégico. Sea x € X. Se llama sistema fundamental de vecindades de z a una
coleccién N, de vecindades de x tal que toda vecindad de = contiene un conjunto de N.

2 Algunos principios més débiles que AE también garantizan la existencia de ultrafiltros no principales.
(Vea [10, Parte V].)
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Teorema 1.1.14 (Teorema del Ultrafiltro (ZFE)). Dado X, todo filtro sobre X se puede
extender a un ultrafiltro.

Demostracion. Sea .% un filtro sobre X. Sea
P={9CPX)|.Z CYy%¥ es un filtro sobre X}.

Este conjunto esta parcialmente ordenado bajo la inclusién. Veamos que cumple las hipote-
sis del Lema de Zorn. Sea C una cadena en P. Demostremos que | JC es un filtro sobre
X.

1. Si Ae|JCy AC B, existe 4 € C tal que A € ¢, luego B € ¢. Por lo tanto
BelJC.

2. Si A, B e |JC, existe 4 € C tal que A, B € 4 (porque C es una cadena), entonces
ANBe¥. Asi AnB e |JC.

3. o¢JC

Entonces [ JC es una cota superior para C en P, luego aplicando el Lema de Zorn existe
un filtro maximal u que contiene a .%. m

Denotaremos por TU(X) la restriccién del teorema del ultrafiltro TU al conjunto X,
es decir, que todo filtro sobre X se extiende a un ultrafiltro.?

Teorema 1.1.15. Un filtro u sobre X es un ultrafiltro si y solo si para todo A C X se
cumple A € u o bien X \ A € u.

Demostracion. Supongamos que para cada A C X, se tiene A € u o X \ A € u. Suponga-
mos que u no es maximal, es decir, existe un filtro .# tal que u C %, luego existe A € #
tal que A ¢ u. Por hipétesis X \ A € u. Entonces A y X \ A son elementos de .#. Pero
esto es absurdo, porque AN (X \ A) = @. Luego u es un ultrafiltro.

Reciprocamente, supongamos que u es un ultrafiltro. Sea A C X. Supongamos que
A ¢ u, entonces se tiene que para todo B € u, B ¢ A. Luego para todo B € u,
BN (X \ A) # @ y por hipdtesis si B, B € u; entonces BN B’ € u, es decir, la coleccién
{BN (X \ A) | B € u} es una base del filtro # ={C C X |C D BN(X\A)y B € u}
y ademés u C .F (pues VB € u, BN (X \ A) C B). Siendo u un ultrafiltro se sigue que
u=%.Pero X\ A€ .Z. Luego X \ A € u. O

3El principio TU es equivalente al Teorema del Ideal Primo Booleano IPB: «Toda &lgebra Booleana no
trivial tiene un ideal primo». (Vea [10] donde IPB corresponde a la forma 14 y TU a la forma 14A.)
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Teorema 1.1.16. Sea u un filtro sobre X. Para que u sea un ultrafiltro sobre X es
necesario y suficiente que st AU B € u entonces A € u 0 B € u.

Demostracion. Mostremos la suficiencia. Sea A C X arbitrario, como AU(X\A) = X € u,
por hipétesis se tiene A € u 0 X \ A € u. Por el teorema anterior, se concluye que u es
un ultrafiltro sobre X.

Reciprocamente, supongamos que u es un ultrafiltro sobre X. Supongamos que AUB €
uy que A ¢ u. Mostremos que B € u. Como AU B € u entonces X \ (AU B) =
(X\A)N(X\ B) ¢ u. Por el teorema anterior, X \ A € u. Luego X \ B ¢ u. Por lo tanto
B € u. O

De los dos teoremas anteriores emergen dos interpretaciones distintas (pero en el fon-
do la misma) de un ultrafiltro. La primera en términos de la teoria de la medida, consi-
derandolo como una medida finitamente aditiva sobre P(X), donde dado un subconjunto
AC X sumedidaes 1si A€ uyO0siA¢u; de esta forma, el ultrafiltro mide qué
tan «grande» o «pequeno» es un conjunto (ndtese que para los ultrafiltros no principales,
los conjuntos finitos siempre son «pequenos»). La segunda interpretacién viene desde la
perspectiva de la légica: un ultrafiltro es una asignacion de valores de verdad sobre los
subconjuntos de X, donde A C X es «verdadero» si A € u y es «falso» si A & u.

Teorema 1.1.17. Un filtro u sobre X es no principal si y solo si extiende al filtro de
cofinitos.

Demostracion. Supongamos que u es no principal. Sea z € X arbitrario. Entonces {x} € u
o bien X \ {z} € w. Por hipétesis {x} ¢ u. Luego X \ {2} € u para todo x € X. Sea
A C X cofinito, entonces
A= )X\ {=})
z¢ A

Todo filtro es cerrado bajo intersecciones finitas, por lo tanto A € w.

Reciprocamente supongamos que u es principal, luego existe z € X tal que {z} € w.
Pero entonces X \ {z} es un elemento del filtro de cofinitos que no estd en u, asi que u
no extiende el filtro de cofinitos. O

Definicién 1.1.18. Una familia de conjuntos &7 tiene la propiedad de la interseccion
finita (PIF) si y solo si siempre que % es un subconjunto finito no vacio de <7, (| % # @.

Observacion 1.1.19. Es claro que si una familia tiene la PIF, entonces el vacio no es
elemento de la familia.

Lema 1.1.20 (ZF + TU). Sea una familia o/ C P(X) con la PIF. Entonces eziste un
ultrafiltro u sobre X tal que </ C u.
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Demostracion. Sea € = {(1 B | B C o/ y A es finito}. Mostremos que € es una base
de filtro. En efecto, @ ¢ € y si %, B> C o son finitos, entonces (A N[ Bs =
(%N SBy) €F.

Asi, la familia F = {A C N | 3C € ¥ : A D C} es un filtro. Por TU, existe u un
ultrafiltro que extiende a .%. Por lo tanto &7 C u. m

Observacién 1.1.21. Del lema anterior, se sigue que un ultrafiltro es un conjunto ma-
ximal entre las familias con la PIF. Mds aun, se tiene una caracterizacién de jerarquia
entre las familias con la PIF. Todo ultrafiltro es un filtro, todo filtro es una base de filtro
y toda base de filtro es una familia con la PIF.

En adelante nos enfocaremos en filtros y ultrafiltros sobre los niimeros naturales, a
menos que se indique lo contrario.

1.2. El espacio SN
Definicién 1.2.1.
AN = {u C P(N) | u es un ultrafiltro sobre N}.
Definicién 1.2.2. Dado A C N, definimos
A={uepN|Aecu}.
Equipamos a AN con la topologia generada por la familia {4 | A C N}.

Lema 1.2.3. Sean A, BCN

1. ANB=ANB.
2. AUB=AUB.
3. N\ A=pN\A4
4. A= @ siysolo si A= @.
5. A= BN siy solo si A=N.

6. A= DB siy solo si A= B.
Demostracion. Estos hechos no son dificiles de demostrar, mostremos 1 y 3.

l.ue ANBe AnBeus AcuNBeusue ANu € B.
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3. ueN\AeN\AcuesAduesudg Aeuc N\ A

]

De 1 se sigue que los conjuntos de la forma A son cerrados bajo intersecciones finitas,
asf la coleccion {A | A C N} es una base de la topologia. De 3 se tiene que estos conjuntos
son a la vez cerrados y por lo tanto también forman una base para los conjuntos cerrados®.

Por comodidad utilizaremos la siguiente definicién de compacidad.’

Definicién 1.2.4. Un espacio topolégico X se dice compacto si y solo si cualquier familia
de cerrados con la PIF tiene interseccion no vacia.

Nota: Algunos autores agregan la condicion de que el espacio sea de Hausdorff y le llaman
cuasicompacto a lo que aqui llamamos compacto, nosotros nos referiremos a aquellos
espacios como compactos de Hausdorff.

Teorema 1.2.5 (ZF + TU(N)). El espacio SN es compacto de Hausdorff.

Demostracion. Para mostrar que SN es compacto consideraremos una familia &7 de ce-
rrados bésicos, es decir, conjuntos de la forma A, con la PIF y mostraremos que </ tiene
interseccién no vacia. Sea Z = {A C N | A € &/}. Si € C P es una subfamilia finita,
entonces existe p € (e A y asi (V€ € p y por lo tanto (% # @. Es decir, Z tiene la
PIF, por el lema 1.1.20 existe u € AN tal que & C u. Luego u € [ <.

Mostremos ahora que SN es de Hausdorff. Sean u,v € SN distintos. Si A € u \
v, entonces N\ A € v. Asi A y N\ A son abiertos disjuntos que contienen a u y v
respectivamente. O

Sea e : N — SN el mapeo dado por n +— u,, donde u,, = {A C N | n € A}, es
claro que e es inyectivo, denotaremos a la imagen de N en SN, es decir, el conjunto de
ultrafiltros principales, como e[N].

Sea Y C SN, denotaremos la cerradura topolégica de Y como clY'.

Teorema 1.2.6.

1. ¢[N] es denso en BN y sus elementos son los puntos aislados de SN.

4Sea X un espacio toplégico, si Z es una base para la topologia de X, entonces se dice que el conjunto
de los complementos de Z es una base para los cerrados de la toplogia de X.

®Vea [14, Teorema 26.9] para la demostracién de la equivalencia con la definicién usual de cubiertas
abiertas.
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2. Para todo A C N, A = cle[A]

Demostracion.

1. Sea A un abierto bédsico no vacio de BN, luego A # @. Si n € A, entonces A € w,.
Luego u, € ¢[N]JNA. Por lo tanto e[N] interseca a cualquier abierto no vacio de AN,
de modo que es denso en SN.

Sea n € N, notemos que {n} = {u,}, entonces {u,} es abierto y por lo tanto u,
es punto aislado. Reciprocamente si u es aislado, entonces {u} es abierto, luego
{u} Ne|N] # @ y por lo tanto u € ¢[N].

2. Para todo a € A, u, € Ay se tiene e[A] C A, luego cl e[A] C A. Para la inclusién
reversa, sea p € A y B una vecindad bésica de p, entonces A € py B € p, y asi
ANB # @. Seaa € AN B. Como u, € e[A] N B, ¢[A]N B # & y por lo tanto
p € cle[A].

1.3. La compactacién de Stone-Cech

En esta seccion asumiremos que los espacios topoldgicos son de Hausdorff.
Recordemos que por encaje de un espacio topolégico X hacia un espacio topologico Z
nos referimos a una funcién ¢ : X — Z tal que ¢ es un homeomorfismo entre X y ¢[X].

Definicién 1.3.1. Sea X un espacio topoldgico. Una compactacion de X es una pareja
(p, C) tal que C' es un espacio compacto, ¢ un encaje de X hacia C'y ¢[X] es denso en

C.

Definicién 1.3.2. Sea X un espacio topolégico completamente regular®. Una compacta-
cién Stone-Cech de X es una pareja (¢, Z) tal que

1. Z es un espacio compacto.
2. ¢ es un encaje de X hacia Z.

3. ¢[X] es denso en Z.

6Un espacio topoldgico X es completamente regular si para todo cerrado C C X y para todo z € X \C,
existe una funcién continua f : X — [0,1] tal que f(z) = 0y f[C] = {1}, en particular todo espacio
completamente regular es regular. (Vea [11, p. 117].)
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4. Dado cualquier espacio compacto Y y cualquier funcién continua f : X — Y,
existe una unica funcién continua g : Z — Y tal que go ¢ = f. Es decir, el
diagrama

X

_e
X

N4 N

conmuta.

Lema 1.3.3. Sea X un espacio completamente reqular y sean (¢, Z) y (¢, W) dos com-
pactaciones Stone-Cech de X. Entonces eziste un unico homeomorfismo f : Z —s W tal

que fop=1.

Demostracion. Por hipdtesis, existen funciones continuas f : 2 — W,g : W — Z
unicas tales que los diagramas son conmutativos,

Xiij X<I/f

es decir, fop =1y goyp = ¢, entonces por la propiedad universal fog : W — W hace que

X Y w
el diagrama \ lfog conmute, pero también idyy,, asi que por unicidad, fog = idy .
()
w
Simétricamente, g o f = idy. Y asi, g = f'y f: Z — W es el homeomorfismo
buscado. O]

Habitualmente se le llama la compactacién Stone-Cech del espacio X y no una com-
pactacién Stone-Cech, la razén se sigue del lema anterior (las compactaciones son homeo-
morfas).

Notemos que de los teoremas 1.2.5 y 1.2.6 se sigue que (e, SN) cumple los incisos 1,
2 y 3 de la definicién 1.3.2. Para la prueba de que en efecto (e, fN) es la compactacion
Stone-Cech de N vea [9, Teorema 3.27].

En general, dado un espacio topoldgico X, la existencia de la compactacion Stone-
Cech BX es equivalente al Teorema del Ultrafiltro TU. (Vea [10].) En particular, para que
SN exista basta con la restriccién del Teorema del Ultrafiltro al conjunto N, TU(N).
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1.4. El semigrupo topolégico derecho (SN, +)

Por lo expuesto en la seccién anterior podemos identificar, sin pérdida de generalidad,
al encaje e¢(N) como N. Mostremos ahora que la nocién de suma en N se puede extender
a ON.

Definimos A —n={x € N|x+n € A}.

Notemos que si A C Ny n,m € N, entonces (A —n) —m = A — (m+n) y también
(N\A)—n=N\(A—-n).

Definicién 1.4.1. Para todo v € SN. Sea
A, ={neN|A-necv}
Lema 1.4.2. Para todo A, BCN yv € N
1. A,nB, = (AN B),
2. A,UB,=(AUB),

)

: N\AUZ(N\A)v

. Si A C B, entonces A, C B,

E

5. Para cualquier n € N, A, —n = (A —n),
Demostracion. Los incisos del 1 al 4 no son dificiles, mostremos el inciso 5.
meA,—nsSm+neA,
em+ne{leN|A-Ilev}
S A—(n+m)eEw
eme{leN|(A—n)—-1lecv}
s me (A—n),

Definicién 1.4.3. Sean u,v € SN.
ut+tv={ACN|A, €u}

Es facil ver que en efecto esta operaciéon en SN extiende la suma de N. Dados n,m € N,
A€ Uy + Uy sit Ay, €Eu,siine A, siA—necu,simeA—nsim+ne Asii
Ae Un+m-



26 1.4. El semigrupo topolégico derecho (BN, +)

Definicién 1.4.4. Sea X un espacio topoldgico y * : X x X — X una operacion
asociativa sobre X. Dado x € X, definimos la traslacion derecha p, de x sobre X como la
funcion p, : X — X tal que p,(y) = y*z. Decimos que (X, x) es un semigrupo topoldgico
derecho si para todo x € X, p, es continua.

Teorema 1.4.5. El espacio (BN, +) es un semigrupo topoldgico derecho.

Demostracion. Primero probemos que SN es cerrado bajo 4. Sean u,v € SN. Es claro
que & ¢ u+v. Sean A, B C Ntal que A C B.Si A € u+wv, entonces A, € u, luego B, € u.
Asi B € u+ v. Ahora sean A, B € u+ v, luego A,, B, € u, es decir, (AN B), € u. Por lo
tanto AN B € u+ v. Se sigue que u + v es un filtro. Mostremos que es un ultrafiltro. Sea
A C N. Notemos que N = A, U (N\ A), donde los dos dltimos conjuntos son disjuntos.
Como u es un ultrafiltro se sigue que o bien A, € w o bien (N\ A), € u. Luego A € u+wv
o N\ A € u+wv. Por lo tanto u + v € N.
Mostraremos ahora que la operacion es asociativa. Sean u, v, w € SN.

Acu+(v+w) s Ay €U
s{n|A-ncv+w}eu
s{n|(A-—n), €v}€u
s{n|A,—nevleu
< (Ap)y Eu
S A, €Eutw
S Ac(utv)+w

Asi, se tiene que (ON, 4) es un semigrupo. Por tltimo mostremos que para todo u € 5N la
traslacién derecha p, de u sobre SN es continua. Sea u € SN fijo. Sea A C N. Probaremos
que el conjunto

oAl = {v € BN | p,(v) € A} = {v € BN | v +u € A}

es abierto en BN. v € p [A] siiv+u € Asii A € v+u,sii A, € vsii v € A,. Asi,
A, = p;1[A]. Por lo tanto, p;![A] es abierto en SN. O

Nota: Senalamos que algunos autores definen como u+wv, lo que aqui es v+u, algunos otros
aunque estén de acuerdo con la definicién de u + v, le llaman al espacio (SN, +)
semigrupo topoldgico «izquierdo» porque la operacién + es una funcién continua
para el sumando izquierdo. Y finalmente hay quienes difieren tanto en la suma
como en la continuidad. Nosotros seguimos la convencién de [5].
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Lema 1.4.6. Sean u,v € BN. Los conjuntos de la forma |J, ., * + B, tales que A € u y
B, € v para todo x € A, forman una base para u + v.

Demostracion. Es claro que dicha familia es no vacfa, pues N\ {1} = [J, .y + N. Sea
Uzea® + Bs, tal que A € uw y B, € v para todo x € A, arbitrario. Sea a € A. Para
cualquier b € B, se tiene que a +b € a + B,, luego B, € (U,c4* + B;) — a, entonces
(Ugeq z+Bz)—a € v. Por lo tanto A C (| J,c4 4+ Bz)o y asi se tiene que (U, 2+ Ba)v €
u. Entonces, |J,c4 ¢ + By € u +v.

Sea A € u + v, entonces A, € u y para cualquier x € A, se tiene que A — x € v.
Sea a € Uy, * + (A — 2), entonces existe z € A, tal que a € v + (A — 1), luego existe
y € A—z tal que a =z +y, es decir, a € A. Por lo tanto, | J,c4, + (A —x) C A, ]

Teorema 1.4.7 (Ellis-Numakura (ZFE)). El espacio (BN, +) contiene algin elemento
idempotente, es decir, existe u € BN tal que u = u + u.

Demostracion. Para S, T C SN, definimos S+7T" = {u+v |u € S, v € T}y SH+u = S+{u}
con u € SN. Sea

P={SCpBN|Sescerado, S# @, S+ S5 C S}

Este conjunto estd parcialmente ordenado bajo la inclusién. Sea % una cadena en P y
sea &/ C ¢ finito no vacio, entonces (|.&/ = min o7, es decir, € tiene la PIF y, por
compacidad, (% # @, por lo tanto [ % es una cota inferior de € en P. Entonces, por el
Lema de Zorn, existe un conjunto minimal no vacio T' € P. Sea u € T'. Mostraremos que
u es idempotente.

Es claro que T+ u es no vacioy T+ u C T'. Ademas

(T+u)+(TH+uw) CTH+T +u) ST +T)+uCT+u

También es compacto, pues es la imagen del compacto 7" bajo el mapeo continuo t — t+u.
Por la minimalidad de T, se tiene que 1"+ u = T, en particular v € T+ u.
Consideremos el conjunto

T'={veT|v+u=u}

Acabamos de mostrar que este conjunto es no vacio. Ademaés, 7" es cerrado porque es
la interseccién de los conjuntos cerrados {v € BN | v +u = u} y T, donde aquel es la
preimagen del conjunto cerrado {u} = () AEuZ bajo el mapeo continuo t +— t+u. Es claro
que T” es un subsemigrupo de SN. Asi, una vez mas por minimalidad, 77 = T, es decir,
w € T’. Por lo tanto, v + u = u. n
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Observacién 1.4.8. Note que de la definicién de idempotencia se sigue que para que
un ultrafiltro u € BN sea idempotente es necesario y suficiente que: si A € u, entonces
{n € N| A—n € u} € u. Interpretando al ultrafiltro « como una medida p, lo que
esto significa es que la medida es casi invariante bajo traslaciones, es decir, si u(A) = 1,
entonces (1(A —n) = 1 en casi todas partes.

Alrededor de 1971, F. Galvin fue el primero en darse cuenta que, asumiendo la exis-
tencia de ultrafiltros sobre N que fueran «casi invariantes bajo traslaciones», uno podria
obtener una pequena demostracion de una conjetura de R. Graham y B. Rothschild: «Para
cualquier coloracion finita de los naturales existe un conjunto infinito X tal que todas las
sumas finitas de elementos distintos de X tienen el mismo color» (esta conjetura se con-
vertiria en una piedra angular de la teorfa de Ramsey). En 1972, N. Hindman demostré
que si se asume la hipétesis del continuo, entonces la conjetura de Graham-Rothschild
implica la existencia de ultrafiltros casi invariantes bajo traslaciones y, en 1974, Hindman
demostré, utilizando un complicado argumento combinatorio, la conjetura de Graham-
Rotschild (ahora conocida como el Teorema de Hindman). Sin embargo, la existencia en
ZFE de aquellos particulares ultrafiltros quedd en misterio por algin tiempo.

En 1975, Galvin se encontré con S. Glazer y le pregunté si dichos ultrafiltros podrian
existir, Glazer respondi6é de inmediato y sin dudarlo de forma afirmativa, Galvin no lo
podia creer, penso que tal vez Glazer habia malentendido la pregunta, pues la respuesta
no podia ser tan facil. Resulta que, de hecho, jsi, era facil! En aquella época era sabido que
cualquier semigrupo topolégico derecho compacto tiene idempotentes (esto es el Lema de
Ellis-Numakura), también era sabido que SN tiene una operacién natural que extiende la
suma de N la cual hace a (SN, 4) un semigrupo topolégico derecho, pero Glazer conocia
un hecho mas. Muy poca gente sabia que el espacio SN se puede ver como el conjunto de
ultrafiltros sobre N, Glazer era uno de esos pocos. Conociendo estos hechos, en efecto, la
respuesta era inmediata.

En las iltimas décadas, los ultrafiltros han sido estudiados extensivamente y se han
convertido en una herramienta sumamente utilizada en varias ramas de la matematica,
desde teoria de Ramsey y combinatoria aditiva hasta el adlgebra conmutativa pasando por
la teoria de modelos y topologia. Para ver algunas de sus aplicaciones en teoria de Ramsey
vea [5]. La historia de los ultrafiltros idempotentes, Hindman la refiere en [8].

En el Apéndice A enunciamos y mostramos el Teorema de Hindman usando la prueba
de Galvin y Glazer.



Capitulo 2

Ultrafiltros idempotentes sin el
Lema de Zorn

En el capitulo anterior vimos que la demostracién del Lema de Ellis-Numakura hace
uso del Lema de Zorn. Nunca es poco deseable encontrar demostraciones alternativas
de resultados conocidos en donde aparezca el axioma de eleccién AE, estas nos pueden
dar una nueva perspectiva que nos conduzca a nuevas aplicaciones y pueden aportar una
mayor profundidad al conocimiento del tema en cuestién. Asi, surge la pregunta natural:
.Qué tanta eleccion se necesita para probar la existencia de ultrafiltros idempotentes?

En 2017, M. Di Nasso y E. Tachtsis [4] mostraron que se puede suponer una forma
mas débil que AE. Definiendo una clase de filtros que llamaron aditivos, sin usar el Lema
de Zorn y en cambio suponiendo el Teorema del Ultrafiltro para R, denotado TU(R),
probaron la existencia de ultrafiltros idempotentes.

El método consiste en dos hechos claves. Primero mostraron, utilizando el Teorema
del Ultrafiltro para N, denotado TU(N), que si todo filtro aditivo puede ser extendido a
un ultrafiltro por medio de una funcién de eleccién, entonces todo filtro aditivo puede ser
extendido a un ultrafiltro idempotente. Y, por ultimo, usando TU(R) construyeron una
funcion de eleccion que extiende todo filtro a un ultrafiltro.

En este capitulo expondremos dichos resultados.

Definicién 2.0.1. La pseudosuma de dos filtros .# y ¢ esté definida por
F+Y={ACN|{n|A—-ne¥}eF}
Notemos que si .% y ¢ son ultrafiltros entonces + es la suma usual en SN.
Definicién 2.0.2. Para filtros .%, ¢ y v ultrafiltro, sea

F0,9)={BCN|B2FNA, para algin F' € ¥ y algin A € 4}

29
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Notemos que la familia .% (v, ¥) es cerrada bajo intersecciones finitas y superconjuntos.
En efecto:

Si B,C € Z(v,9) entonces existen Fg, Fo € F y A, Ac € 4 tales que B D
FB N (AB)’U y C 2 FC N (AC)w luego BNnC 2 (FB N Fc) N (AB N Ac%.

SiBe . Z(v,9)yC D Bentonces existen F € # y A€ 9 talesque C O B D FNA,.

También es facil ver que (VF € F)(F € #(v,9)) y (VA € 9)(A, € F(v,¥9)). Esto
se siguede (VF € Z)(F=FNN=FnN,)y (VA€ ¥)(A,=NnNA,).

Proposicién 2.0.3. Sean F#, 9 filtros y v un ultrafiltro. Si F (v, {4) satisface la PIF,
entonces la familia F (v,9) es el minimo filtro que contiene tanto a .F como a {A, | A €

G},

Demostracion. De la PIF se tiene que @ ¢ .% (v,%). Por lo tanto .% (v, .#) es un filtro.
Sea J un filtro tal que # C # y {A, | A€ ¥} C . Sea B € F(v,9), entonces

existen F' € % y A€ ¥ talesque BDO FNA,; como F € 7, A, € Ay F es un filtro,

entonces B € . Luego F (v,¥) C . O

a

Proposiciéon 2.0.4. Sea .Z un filtro y v un ultrafiltro. Entonces para todo filtro G O
F + v, la familia F (v,9) es un filtro tal que ¢ C .7 (v,9) + v.

Demostracion. Si @ € F(v,9), entonces existen F' € F y A € ¢ tales que FNA, = O,
luego F C N\ A, =(N\A4),= (N\A),e FSN\AcF+vl¥9=A¢%Y. Porlo
tanto .Z (v,%) es un filtro. Por dltimo,si A € ¥ = A, € F(v,9) < A€ F(v,9)+v. O

Corolario 2.0.5. Sean .# un filtro y v, w ultrafiltros tales que w O .% + v. Entonces
para todo ultrafiltro u se tiene que:

1. Siu 2 Z(v,w), entonces u + v = w.
2. Stu+v=wy.# Cu, entonces .Z (v,w) C u.
Demostracion.

1. Siu 2D Z(v,w), entonces u 2O F y w C F(v,w)+v C u+w. Por lo tanto w = u+wv,
por la maximalidad de los ultrafiltros.

2. Por definicién, u + v = w si y solo si A, € u para todo A € w. Por hipétesis F' € u
para todo F' € .Z, se sigue que % (v, w) C u.

]

Corolario 2.0.6 (ZF + TU(N)). Sea .# un filtro y sean u,v ultrafiltros. Entonces w D
F 4+ v siy solo si w=u+ v para algtin ultrafiltro u 2O %
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Demostracion. Siu 2D % = u+v D .% + v para todo v € fN. Reciprocamente, dado un
ultrafiltro w 2 .% + v, por TU(N) existe un ultrafiltro v 2 % (v,w) 2O .% y la igualdad
u 4+ v = w se satisface por el corolario anterior. ]

2.1. Filtros aditivos

Definicién 2.1.1. Un filtro % es aditivo si para todo ultrafiltro v O %, la pseudosuma
F +v D F, es decir, A, € . para todo A € .Z.

Obsérvese que en cualquier modelo de ZF, si un filtro no tiene un ultrafiltro que lo
extienda, entonces por vacuidad es un filtro aditivo.

Ejemplo 2.1.2. Un ejemplo trivial estda dado por .% = {N}.

Ejemplo 2.1.3. El filtro de Fréchet es aditivo. En efecto, sea v un ultrafiltro no principal,
es decir, extiende al filtro de Fréchet; A C N cofinito y n > méax(N \ A), entonces (N \
A)—=n=N\(A—n)=0. Asi, A, ={n e N| A —n € v} es cofinito.

Un filtro .% es llamado idempotente si . C .F + .Z.1. Es trivial ver que todo filtro
idempotente es aditivo, sin embargo el reciproco no es cierto. Un contraejemplo esta dado
en [4, pp. 406-407].

Veamos ahora un ejemplo mas interesante de un filtro idempotente, y por lo tanto
aditivo, considerando «conjuntos aditivamente grandes». Para todo X C N, el conjunto
de todas las sumas finitas de elementos distintos de X se denota por

FS(X) = {Zx | F C X es finito y no Vacio}.

zeF

Observacion 2.1.4. Note que FS(X) incluye términos como z1 4+ x3+ 217 pero no x3+xs.

Se dice que un conjunto A C N es aditivamente grande, a veces también llamado un
IP-conjunto, si contiene un conjunto FS(X) para algin X infinito. El siguiente ejemplo
muestra que cualquier conjunto aditivamente grande determina un filtro aditivo.

Ejemplo 2.1.5. Dado un conjunto infinito X = {z; < z9 < ...} denotamos por

FSx ={ACN|ADFS(X\ F) para algin F' C X finito}.

LT, Papazyan [15] fue el primero en introducir la nocién de un «filtro casi invariante bajo traslaciones»,
es decir, lo que aqui llamamos filtro idempotente, y mostré que un filtro maximal en esa clase (usando el
Lema de Zorn) es necesariamente un ultrafiltro y por lo tanto un ultrafiltro idempotente.
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Es claro que FS(X) € FSx, @ ¢ FSx y FSx es cerrada bajo superconjuntos.
Veamos que también es cerrada bajo intersecciones finitas. Esto se sigue de lo siguiente.
Si A, B € FSx, entonces existen Fs, Fg C X finitos tales que A O FS(X \ Fa) vy
B D FS(X \ Fg) luego se tiene que

ANBDFS(X\ F4)NFS(X \ Fg) D FS(X \ (F4 U Fg))

por lo tanto la familia FSx es un filtro. Ahora mostremos que FSx C FSx + FSx.

Dado cualquier k € N, sea z € FS(z, | n > k) = 3z, € X tales que x = S.'_,
conk <ny <..<mn.Siy€FS(x,|n>n)= Iz, €X tales que y = Z;l Ty, CON
n < my < ...<my.

Entonces x +y = Zi’:l Tn, + D0 T, € FS(w,
k) —x = FS(z, | n > n) C FS(x, | n > k) —x
Asi se tiene que FS(z, | n > k) C {z | FS(z, | n
{z|FS(z,, | n>k)—2e€ FSx} € FSx.

| n > k) —z € FSx.

> k) =y e FS(z, | n>
(n
—x € FSx}. Por lo tanto,

| n
= FS
> k)

Proposicién 2.1.6 (ZF + TU(N)). Un filtro F es aditivo si y solo si # C u+ v para
cada par de ultrafiltros u, v O F

Demostracion. Probemos primero la necesidad. Si .# C v, por aditividad, cada A € .F
cumple que A, € .%. Supongamos que % C u, v. Sea A € %, entonces A, € u, por lo
tanto, A € u vy, asi, ¥ Cu-+ .
Reciprocamente, supongamos que existe v 2 .# tal que F € .F 4+ vy sea A € F con
A ¢ F + v, es decir, A, ¢ .Z. Es claro que la familia {FF N (N\ A,) | F' € #} satisface
la PIF, luego por el lema 1.1.20 existe un ultrafiltro u O {FN(N\ A4,) | F' € .#} ademés
F y A, ¢ u. Entonces A ¢ u+ vy por lo tanto .Z € u + v. O

Proposicién 2.1.7 (ZF + TU(N)). Sea Z un filtro aditivo. Entonces para cada ultrafiltro
v 2., el filtro % + v es aditivo.

Demostracion. Sea w O % + v ultrafiltro. Entonces por el corolario 2.0.6, existe un
ultrafiltro u O % tal que w = v+ v. Por la aditividad de .%, tenemos que # C .% +u C
vtu=FCF4+v+u=>F+vC F+vtutv=(F+v)+w. O

Proposicién 2.1.8 (ZF + TU(N)). Sea . un filtro aditivo. Entonces para todo v € SN
tal que v 2 F + v, F(v,v) es un filtro aditivo.

Demostracion. Por la proposicion 2.0.4, .# (v, v) es un filtro. Sean uy, uy 2 % (v, v) ultra-
filtros. Mostremos que F(v,v) C uy + uz. Como uy,us 2 F(v,v) 2 F, por la aditividad
de .7 se tiene que .# C u;+us. Por el corolario 2.0.5, tenemos que u;+v = us+v = v y asi
v = uy +us +v. Luego para todo A € v, A, € u; + us y terminamos la demostracion. [
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2.2. Evitando el Lema de Zorn

Proposicién 2.2.1 (ZF + TU(N)). Si existe una funcion de eleccion ® que le asocia a
cada filtro aditivo F un ultrafiltro ®(F) O F, entonces existe una funcion de eleccion W
que le asocia a cada filtro aditivo un ultrafiltro V(F) 2 .F tal que V(.F) O .F + VU(.F).

Demostracion. Dado un filtro aditivo .% . Definamos por recursién transfinita una sucesiéon
de filtros.

1. Fy=Z.
2. For1 = Fusi O(F,) 2 Fu+P(F0) y For1 = Fo + P(F,) en otro caso.
3. Si A es ordinal limite, ) = |, Za.

Mostremos inductivamente que los filtros de esta sucesién son aditivos y que .#, C F3 si
a < (. El paso sucesor se sigue de lo siguiente. Si .7, es aditivo, por la proposicién 2.1.7,
Fo + ®(F,) es aditivo. Si A es un ordinal limite, sean u,v O %, ultrafiltros, entonces
u,v O F, para todo a < A, luego por la hipétesis inductiva .%, C u+ v para todo o < .
Por lo tanto %), C u + v. Asi %, es aditivo.

Veamos ahora que la sucesién (%, | « € ORD) es eventualmente estacionaria. Supon-
gamos que (%, | « € ORD) es estrictamente creciente. Consideremos la clase-funcién F’
sobre P(P(N)) definida como sigue: si X = .#, para algin a € ORD, entonces F'(X) = «,
donde « es el minimo ordinal tal que X = .%, y F(X) = * en otro caso. Por el esquema
de axioma de reemplazo F[P(P(N))] = F[(%, | « € ORD)] = ORD es un conjunto, lo
cual es absurdo.

Entonces definamos V(%) = ®(.%#,) donde « es el minimo ordinal tal que %, = %,.
Este ultrafiltro W (.%) satisface las propiedades deseadas. En efecto, ®(%#,) 2O %, 2 Fy =
. Més atn si ©(%,) 2 F + (F,), entonces por la definicién de F,41, se tiene que,
For1 = Fo+ O(F,) pero como O(F,) D Fo y O(Fy) 2 Fatr se sigue que Fyi1 # Fo.
Contradiccién. N

Teorema 2.2.2 (ZF + TU(N)). Si existe una funcion de eleccion ® que le asocia a cada
filtro aditivo .F un ultrafiltro ®(F) O .F, entonces existe una funcion de eleccion © que
le asocia a cada filtro aditivo un ultrafiltro idempotente ©(.F) O .F.

Demostracion. Fijemos una funcién ¥ dada por la proposicién anterior. Dado un filtro
aditivo ., por recursion transfinita definamos la siguiente sucesién.

1. Fo=7.
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2. En el paso sucesor, consideremos el ultrafiltro v, = V(.%,) y sea F,.1 = %, si
Vg 2 Fa(Va,Va) 0 For1 = Fo(Va, Va) en otro caso.

3. Si A es ordinal limite, ) = |, Za.

Inductivamente se muestra que todos los .%#, son filtros aditivos y que #, C %3 si
a < . La razon es la siguiente. En el paso sucesor .7, (v,,v,) 2 Z, es aditivo por la
proposicién 2.1.8, pues v, = ¥(F,) 2 Fy + V4.

Por el mismo argumento que en la demostracién anterior, no puede ser que %, 11 # Z,
para todos los ordinales. Asi se puede definir ©(.%) = V(#,) donde « es el minimo
ordinal tal que .Z, 1 = .%,. Verifiquemos que el ultrafiltro ©(.%) satisface las propiedades
deseadas. Primero, ©(.%) = ¥(.%,) 2O #. Ahora notemos que v, 2 F4(Vq4,vs), Si DO,
For1 = Fa(Va, Vo) y entonces Fo1 # Fo PUes vy 2 Fo PEro vy D Foi1. Asi O(F) =
U (F,) = v, y por el corolario 2.0.5, tenemos que v, + v, = V4. O

Proposicién 2.2.3 (ZF + TU(R)). Eziste una funcion ® que le asocia a cada filtro F
un ultrafiltro ®(F) O F.

Demostracion. Todo filtro es un elemento de P(P(N)) que esta en biyeccién con P(R).
Asi se tiene una enumeracién 1-1 de todos los filtros {%#y | Y € §} para alguna familia
apropiada § C P(R). Fijemos una biyeccién ¢ : P(N) x P(R) — P(R), sea I =
[R]<¥ x [[R]<“]=¥ y para todo (A,Y) € P(N) x P(R), sea

XAY)={(F,5 el |SCPF);Y(AY)NF e S}.
Notemos que para todo B C P(N) x P(R), la familia
(B) ={X(A,Y) [ (A,Y) e B}U{X(A,Y)"| (4,Y) ¢ B}

tiene la PIF. En efecto, dadas las parejas (A1,Y1), ..., (Ax, Yr) € B distintas a pares y
las parejas (B, Z1),...,(Bn, Zr) ¢ B también distintas a pares, para todo i, j elegimos
un elemento v, ; € Y(A;,Y;)AY(Bj, Z;) (donde A denota la diferencia simétrica). Sean

Fe{uyli=1.. kj=1,...,h} v S={(A,Y)NF|i=1,... k}.

Observemos que, por definicién, S C P(F) y ¢(A;,Y;) N F € S para todo i = 1,...k,
ademds como (4;,Y;), (Bj, Z;) son disjuntos a pares, se tiene que ¢(A;,Y;), ¥ (B;, Z;) son
distintos a pares, mas atn, como w;; ¢ ¥(A4;,Y;) N (B}, Z;) para todo i = 1,...,k; j =
1,...,h entonces Y(A;, ;) N F #¢(B;,Z;)N F paratodoi=1,...,k;j=1,..., h. Por
lo tanto (F,S) € N, X(A;,Yi) Ny X (B, Z))°.
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Para todo Y € §, consideremos la siguiente familia de subconjuntos de I:
G ={X(AY)| Aec H}U{AA,B,)Y)| A BCN}U{I'(A,Y) | ACN}
U{A(A,B,)Y)| AC BCN}
donde
» A(A,B)Y)=X(AY)UX(B,Y)UX(ANB,Y)
» T(AY)=X(AY)UX(N\AY)
» A(A,B)Y)=X(AY)UX(B,Y)

El objetivo es mostrar que toda unién finita Ule Yy, donde Y; € §, tiene la PIF y por
lo tanto también & = (Jy ., % tiene la PIF. Por TU(N), que es consecuencia de TU(R),
elegimos ultrafiltros v; O #y, parai = 1,..., k. Entonces

k
A = JUX(AY) [ A€ v} U{X(AY) | A¢ u})
i=1

tiene la PIF, porque s C (B) donde B = {(A,Y;) | i = 1,...,k; A € v;}. Ahora
sean G1,...,Gy € UL, %,. Para todo G sea H; € # tal que H; C G; como sigue.
Si G = X(A,Y;) para algin A € %y, entonces sea H; = G;; si G; = A(A, B,Y)),
entonces sea H; = X(A,Y;)°si A ¢ v;, sea H; = X(B,Y;)°si A€ v,y B ¢ v, y sea
H; =X(ANB,Y;)si A,B € v;;si G; =T'(A,Y;), entonces sea H; = X(A,Y;) si A € v,
ysea Hi = X(N\ AY,)si A¢wv;ysiGy =A(A B,Y;) (donde A C B), entonces sea
H;=X(B,)Y;))siAecv,oBeuv,ysea Hj = X(AY;)°si A¢ v; y B ¢ v,. Pero entonces
ﬂ?zl G es no vacia porque contiene ﬂ?zl H; y la familia J# tiene la PIF.

Como I = [R]<¥ x [[R]<¥]<“ estd en biyeccién con R (vea el Apéndice B), por TU(R)
existe un ultrafiltro 4 O ¢. Finalmente, para cada Y € §, la familia

es un ultrafiltro que extiende a #y. En efecto, si A € %y, entonces X(A,Y) € % C U
y asi A € uy. Ahora supongamos que A, B € uy, es decir X(A,Y), X(B,Y) € Y. Como
A(A,B)Y) € % C 4, se tiene que X(ANB,Y) =AABY)NX(AY)NX(BY) €
yasi AN B € uy. Ahora sea A € uy y B O A. Como A(A,B,Y) € % C 4,
se tiene que X(A,Y)NA(A,B,Y) € U Ademds, X(B,Y) O X(A,Y)N X(B,Y) =
X(AY)NA(A,B,Y), por lo tanto X (B,Y) € {l y asi B € uy. Por dltimo sea A C N.
Si A ¢ uy, es decir si X(A,Y) ¢ U, entonces X (A,Y)° € 4. Pero I'(A,Y) € % C U, asi
X(N\AY)DT(AY)NX(A YY) € Uy porlo tanto N\ A € uy. Asi, la correspondencia
Fy — uy nos da la funcién de eleccién deseada. ]
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Entonces de la proposicion 2.2.3 y del teorema 2.2.2; se sigue que:

Teorema 2.2.4 (ZF + TU(R)). Todo filtro aditivo se puede extender a un ultrafiltro idem-
potente.

Observacion 2.2.5. Como todo filtro idempotente .# C % + % es aditivo, se sigue
como un corolario el resultado de Papazyan [15] que todo filtro idempotente maximal es
un ultrafiltro idempotente.

Observacion 2.2.6. El teorema 2.2.4 no se puede probar en ZF, esto se sigue del hecho
de que el filtro de Fréchet {A C N | N\ A es finito} es aditivo y si existiera un ultrafiltro
que lo extendiera, entonces habria algtin ultrafiltro no principal sobre N en ZF, pero es
bien sabido que existen modelos de ZF sin ultrafiltros no principales sobre N. (Vea [10].)

Consideremos los siguientes enunciados:
(i) Todo filtro aditivo se puede extender a un ultrafiltro idempotente.
(ii) Todo filtro idempotente se puede extender a un ultrafiltro idempotente.
(iii) Existe un ultrafiltro idempotente sobre N.
(iv) Existe un ultrafiltro no principal sobre N.

En este capitulo, se demostr6 que en ZF se tiene: TU(R) = (i) y, ademds, ndtese
que (i) = (ii) = (iii) = (iv). Una de las preguntas con las que Di Nasso y Tachtsis
cierran [4] es si las implicaciones pueden invertirse. En particular, el problema que nos
propusimos abordar (es decir, la motivacion de este trabajo) fue responder si (iv) = (iii).
En el Capitulo 4 exponemos los resultados a los que llegamos.



Capitulo 3

El orden Rudin-Keisler

En este capitulo introduciremos una herramienta fundamental que nos aportara clari-
dad sobre la estructura de SN, mostrandonos como es que un ultrafiltro es esencialmente
distinto de otro. El orden Rudin-Keisler' sobre AN nos permite estudiar la estructura
intrinseca de un ultrafiltro examinando su posicion relativa en el orden parcial. Exis-
ten teoremas profundos e intrincados que muestran la conectividad entre la topologia, la
estructura algebraica de SN y el orden Rudin-Keisler, nuestro objetivo no es presentar
dichos teoremas; nosotros estamos interesaremos por los ultrafiltros minimales en dicho
orden (conocidos como ultrafiltros selectivos), asi como la relacién entre (N x N) y SN,
y es lo que dara pauta al Capitulo 4.

Definicién 3.0.1. Sea f : N — N una funcién y u € SN. Definimos la imagen Rudin-
Keisler de u bajo f como

flu) ={ACN] fA] € u}.

Lema 3.0.2. Sea f : N — N una funcion y u € GN. La familia B = {f[A] CN| A € u}
es una base de filtro.

Demostracion. Es claro que @ ¢ %. Si A, B € u entonces ANB € u, asi f[ANB]| € By
fIAN B] C f[A] N f[B]. Por lo tanto % es una base de filtro. O

Teorema 3.0.3. Sea f: N — N una funcion y u € BN. Entonces f(u) es un ultrafiltro
sobre N y la familia B = {f[A] CN | A € u} es base de f(u).

Demostracion. Mostremos primero que f(u) es un ultrafiltro. Es obvio que @ ¢ f(u).
Si A,B € f(u), entonces f1[A], f7'[B] € u, luego f~'[A] N f7'[B] € u y también

'El orden Rudin-Keisler fue introducido y estudiado por M. Rudin [16,17] e independientemente por
H. Keisler en conferencias impartidas en UCLA en 1967.
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FTHANB] 2 fYAI N f7YB], ast f'[ANB] € u y por lo tanto AN B € f(u). Si
A€ f(u) y AC B, entonces f7![A] € uy f7'[A] C f71[B], luego B € f(u). Sea A C N,
supongamos que f~![A] ¢ u, entonces N\ f7[A] € uy N\ f71[A] C f}N\ A], es decir,
N\ A € f(u). Por lo tanto f(u) € SN. Finalmente si f~!'[A] € u para algin A C N,
entonces f[f~[A]] C A. Por lo tanto, 2 es base de f(u). O

Notemos que en particular, si A € u, entonces f[A] € f(u); y si B € f(u), entonces
/7B € w.

Lema 3.0.4. Sean f: N — N,g: N — N funciones y u € BN. Si existe A € u tal que
fTA=g] A entonces f(u) = g(u).

Demostracién. Si B € f(u), entonces f~1[B] € u, luego AN f~1[B] € u pero ANf~B] =
AN g '[B], entonces g7'[B] € u y asi se tiene que B € g(u). Luego f(u) C g(u) y, por
maximalidad, f(u) = g(u). O

Lema 3.0.5. Sea f : N — N una funcion sin puntos fijos. Entonces hay una particion
de N en tres conjuntos Ao, A1 y Ay con la propiedad de que A; N flA;] = @ para todo
i€ {0,1,2}.

Demostracion. Dado n € N, sea
0, = {fk(n) | k€ w}

donde f(n) =y f*(n) = F(f*(n)).

Recursivamente definimos una sucesiéon de conjuntos X,,, sea X; = O; y dado X,,,
sea k, = min(N\ U,., Xi) ¥y Xns1 = Oy,; si k, no existe, entonces X,1 = <. Asi
N=U, ey Xn-

Sea hy : X7 — {0,1,2} una funcién definida como sigue. Si |X;| = 1 méd 3, de-
finimos r; = | X|, hi(f" (1)) = 1y hi(f*(1)) = n méd 3, sin < r; — 1. En caso
contrario hacemos hi(f"(1)) = n méd 3. Supongamos que tenemos definidas funciones
hy @ U<, Xe — {0,1,2} tales que hy C hy C ... C h, y Vo € U<, Xk, hn(z) #
hn(f(a:))i Si X,41 = &, hacemos h,.1 = h,. Six € X, 1, seal, € w el minimo tal que
f(kng1) = 2. Sea hny1 - Upepyy Xk — {0, 1,2} la funcién definida como sigue:

Stz € Upen Xbs Pngr(z) = hn(2). Stz € Xppr \ Uy, X

» Si X1\ ngn X}, es infinito, hacemos h,,1(x) =1, méd 3.

= Si Xoi1 \ Upep Xk es finito y X1 VUp<, Xo # 9, sea t € w el mdximo tal
que f'(kn1) & Upep Xi v definimos Ay i (f (kni1)) = ho(f72 (kny1)) con i €
{,...1}.
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= En caso de que X, sea finito y X,y (VUp<, X&e = @. Si [Xpa| = 1 méd 3
definimos 7,1 = | X1 y M (f™+71(1)) = 1. Sin < r,11 — 1, entonces hy(f™(1))
n méd 3. En caso contrario hacemos Ay, 1(f (kni1)) =1, méd 3.

Sea h : N — N la funcién definida como h = J, o hn, esta funcién es tal que para
cualquier n € N, se tiene h(n) # h(f(n)). Definimos los conjuntos A; como A; = h™[{i}]
para cada i € {0,1,2}. Por lo tanto se tiene A; N f[A;] = @ para todo i € {0, 1, 2}. ]

Teorema 3.0.6. Sea f: N — N una funcion y u € BN. Entonces f(u) = u si y solo si
{neN| f(n) =n} €u.

Demostracion. Sea E = {n € N | f(n) = n}. Mostremos primero la necesidad, supon-
gamos que f(u) = u. Por contradiccién, supongamos que N\ E € u. Sea m € N\ E
arbitrario, y sea ¢ : N — N una funcién dada por g(n) = f(n) sin e N\ Ey g(n) =m
si n € E. Entonces g no tiene puntos fijos. Como f = g en N\ E por el lema 3.0.4 se
tiene que g(u) = f(u) = u. Por el lema 3.0.5 existe una particién de N; Ay, Ay, Az tal que
A; N g[A;] = @ para todo i € {0,1,2}, ademés A; € u para algin i € {0,1,2}, entonces
A; N glA;] # @, lo cual es absurdo.

Reciprocamente, supongamos que E € u. Sea id : N — N la funcion identidad. Como
f=1iden E, entonces f(u) =id(u) = u. O

El orden Rudin-Keisler <y sobre SN se define como sigue:

Definicién 3.0.7. Para cualesquier u,v € SN, u <gg v si y solo si existe una funciéon
f: N — N tal que f(v) = u. Decimos que u <gg v si u <pg vy v LgK u, y decimos
U=gr VSl Uu<Rrg VYV <Rgg U

Notemos que la relacion <gg es reflexiva, transitiva pero no es antisimétrica; por otro
lado =gk es una relacion de equivalencia y <z induce un orden parcial en el conjunto
de dichas clases de equivalencia.

Teorema 3.0.8. Los siguientes enunciados son equivalentes:
(a) u=gK v.

(b) u <pr v y siempre que f : N — N y f(v) = u, existe Q € v tal que f | Q es
myectiva.

(c) Existe una funcion f: N — Ny Q € v tal que f(v) =u y f | Q es inyectiva.

(d) Eziste una biyeccion g : N — N tal que g(v) = u.
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Demostracion. (a) implica (b). Sea f : N — N tal que f(v) = u. Como v <gg u,
elijamos ¢ : N — N tal que g(u) = v. Entonces g o f(v) = g(f(v)) = v, por el teorema
3.0.6, Q ={n e N|g(f(n)) =n} € v, ademds es claro que f [ @) es inyectiva.

Es trivial que (b) implica (c).

(c) implica (d). Tomemos una particién @ = Q1 U @2, donde Q1 y @2 sean infinitos.
Sea i € {1,2} tal que Q; € v, entonces [N\ Q;| = |N\ f[Q:]], sea g1 una biyeccién
entre ambos conjuntos, luego la funcién ¢ : N — N definida como g [ Q; = f | Q; ¥
g (N\ @) =g | (N\Q;), es una biyeccién y, por el lema 3.0.4, g(v) = u.

(d) implica (a). Como g(v) = u, u <gg v. Como g~ (u) = v, v <pg u. O

Lema 3.0.9. Sea u € ON. u es principal si y solo si para todo v € N, u <gg v.

Demostracion. Supongamos que para todo v € N, u <gzg v. Sea n € N arbitrario,
entonces existe una funcién f : N — N tal que f(u,,) = u, luego f[{n}] € u. Por lo tanto
u es principal.

Reciprocamente. Sea n € N tal que u = u,, y sea v € SN arbitrario. Consideremos la
funcién f: N — N dada por f(m) = n, asi para cualquier A € v, f[A] = {n}. Entonces
U <pK . ]

Lema 3.0.10. Sean u,v € BN tales que u es principal. Entonces u+v =gx v+ u =g V.

Demostracion. Sea n € N tal que u = u,,. Consideremos f : N — N la funcién dada por
m — n + m. Es claro que esta funcién es inyectiva. Ademas, si A € v, f[A] =n+ A =
Usetny 2+A = U,ea +{n}. Por lo tanto, por el teorema 3.0.8, u+v =gk v+u =px v. O

3.1. El producto tensorial
Definicién 3.1.1. Sean u,v € SN, el producto tensorial u® v de u y v se define como
u@v={ACNXxN|{seN|{teN|(st) e A} € v} € u}.

Del teorema 4.2.2 se sigue que u ® v es un ultrafiltro sobre N x N y del lema 4.2.3
que una base de dicho ultrafiltro son los conjuntos de la forma {(s,t) | s € Py t € Q,}
donde P € u 'y s € v para todo s € P. Note que si n,m € N, u, ® u,, = (), donde,
de acuerdo a nuestra notacion, e, es el ultrafiltro principal generado por (n,m).

Tomando cualquier biyecciéon f : N x N — N podemos considerar a « ® v como un
ultrafiltro sobre N al identificarlo con f(u ® v), ademds note que aunque f(u ® v) puede
variar dependiendo de la funcién f, de cualquier forma siempre cae en la misma clase de
equivalencia médulo =gk
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Lema 3.1.2. Sean m, 7 las proyecciones canonicas de N xN en N. Entonces para cuales-
quiera u,v € BN, m(u®@v) = u y m(u®v) = v. En particular si u,v son no principales,
entonces U <pg URQU YUV <prg UKV

Demostracion. Sea A € u, note que 7, '[A] = {(n,m) | n € A,m € N} € u® v.
Anglogamente si A € v, m, '[A] = {(n,m) [n €N, m € A} cu®v. Asiu <px u®uvy
U <Rrg U® .

Notemos que si u,v son no principales, entonces las proyecciones mp, 73 nunca son
inyectivas para ningtin elemento de u @ v, y asi u Zrx u®vU y v Zrx u@v por el teorema
3.0.8. ]

Observaciéon 3.1.3. Si u € SN es principal, entonces v =gx u ® v. Andlogamente, si
v € BN es principal, entonces © =gg u ® v.

3.2. Ultrafiltros selectivos

Esta seccion trata sobre los ultrafiltros minimales, respecto al orden Rudin-Keisler, en
BN\ N. La existencia de tales ultrafiltros es independiente de ZFE. (Vea [2,12,13].)

Definicién 3.2.1. u € N es un ultrafiltro selectivo si para toda particién {A,, | n € N}
de N, o bien existe m € N tal que A,, € u, o bien existe A € u tal que |[AN A, | <1 para
todo n € N.

Teorema 3.2.2. Sea u € ON. u es selectivo si y solo si para toda funcion f: N — N
existe A € u tal que f [ A es o bien constante o bien inyectiva.

Demostracion. Supongamos que u € (N es selectivo. Sea f : N — N una funcién
arbitraria, consideremos las preimagenes f~![{n}| para todo n € N, es claro que forman
un particién de N, por hipétesis; o bien existe k € N tal que f~}[{k}] € u, es decir, la
funcion restringida a dicho conjunto es constante con valor k; o bien existe A € u tal que
|AN f~Y{n}]| <1 para todo n € N, es decir, f | A es inyectiva.

Reciprocamente, sea {4, | n € N} una particién de N. Sea la funcién f : N — N
dada por f~'[{n}] = A, para todo n € N. Por hipdtesis, existe A € u tal que f | A es;
o bien constante, es decir, u 3 A C Ay para algun k € N; o bien es inyectiva, es decir,
|AN A,| <1 para todo n € N. O

Teorema 3.2.3. Sean u,v € BN no principales tales que u es selectivo. Si v <gg u,
entonces U =gpi V.
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Demostracion. Por definicién del orden Rudin-Keisler, existe una funciéon f : N — N tal
que f(u) = v, como u es selectivo por el teorema 3.2.2; existe A € u tal que f [ A es; o
bien constante, es decir, el ultrafiltro f(u) es principal lo cual contradice la hipétesis; o
bien inyectiva, entonces por el teorema 3.0.8 se tiene que u =gk v. O

El resultado anterior muestra que entre los ultrafiltros no principales, los ultrafiltros se-
lectivos son minimales respecto al orden Rudin-Keisler. Histéricamente los ultrafiltros se-
lectivos (también llamados ultrafiltros de Ramsey), emergieron del estudio de la topologia
de SN y por lo tanto han precedido y motivado la investigacién del orden Rudin-Keisler;
asi, estos ultrafiltros son interesantes independientemente del orden Rudin-Kesiler.



Capitulo 4

Ningun idempotente a partir de un
()-punto

En 1976, A. Mathias [12] construyé un modelo donde el axioma de eleccién falla pero
existen ultrafiltros no principales, este modelo es un modelo de Solovay! al que se le
adjunta un ultrafiltro selectivo. Existe una vieja conjetura debida a A. Blass, en la que se
cree que los tnicos ultrafiltros que existen en dicho modelo son las imdgenes Rudin-Keisler
de sumas Frolik-Blass del ultrafiltro selectivo.

Como vimos al final del Capitulo 2, la pregunta que nos propusimos contestar fue la
siguiente: ;jLa existencia de un ultrafiltro no principal sobre N implica la existencia de
un ultrafiltro idempotente sobre N? La manera en que decidimos abordar el problema
fue tomar el modelo de Mathias como caja negra. Todas las demostraciones siguientes
estan disenadas para correr en dicho modelo. Si la conjetura de Blass es cierta, y logramos
demostrar que no hay ultrafiltros idempotentes a partir de un selectivo, entonces habremos
respondido la pregunta de manera negativa.

4.1. ¢" nunca es idempotente

Dados A C Ny u € N se definid, en el Capitulo 1, el conjunto A, = {n e N| A—n €
u} y de la definicién de la suma de ultrafiltros se tiene que A € u+u < A, € u, notemos
que si u es idempotente, entonces A € u < A, € u. Ahora supongamos que tenemos un

Uno de los modelos méas conocidos donde el axioma de eleccién falla es el modelo de Solovay [18].
En el modelo se cumple ZF, falla AE y todo conjunto de reales es Lebesgue medible. De esta forma R.
Solovay mostré que para probar la existencia de conjuntos no medibles es esencial el axioma de eleccién.

43
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ultrafiltro selectivo ¢, no es muy dificil ver que ningin selectivo es idempotente?, pero ;jes
posible que ¢ 4 ¢, 0 en general sumar ¢ consigo mismo n veces, sea idempotente? En esta
seccién responderemos esta pregunta.

Definicién 4.1.1. Sean u € SN y A C N. Definimos recursivamente.
(i) Ayy=A
(ii) A, = Ay

(i) Auyyy = (Aug)u

Y denotaremos u™ = u +u + ...+ u. Asi, se sigue que A € u" & A,,_, € u.

n-veces

Proposicion 4.1.2. Sea u € BN no principal. Si A € u" y B € u entonces existen
T1,...,%, € B tales que 11 < x9 < ... <z, y Yy ., z; € A

Demostracion. Notemos que por hipétesis (A),, , N B € u, entonces elegimos algin z; €
(A)y, , N B, luego (A — 1)y, , = (A)y, , — 1 € u, asi, sea 19 € (A —x1)y, , N B
tal que ;1 < x5, continuando recursivamente, en el paso sucesor tomamos algin xy,, €
(A—(z1+4...+xk))u,_,_, N B tal que x4 > %, y continuamos hasta que z, € [A— (z1+
-+ 4x,_1)]N B. Todos los xj estan bien definidos porque al ser u no principal, todos sus
elementos son conjuntos infinitos. O]

Observacién 4.1.3. En el Capitulo 2, se definié para cualquier X C N el conjunto de
todas las sumas (finitas) distintas FS(X). Denotaremos como FS,,(X) al conjunto de todas
las sumas distintas de n elementos de X.

Proposicién 4.1.4. Sea u € BN no principal. Sea A € u, entonces FS,(A) € u" para
cualquier n € N.

Demostracion. Fije n € N. Supongamos por contradiccién que (N \ FS,(A)),, , € u.
Luego por la proposicién 4.1.2, existen z, . .., z,, € A distintos a pares tales que > " | x; €
N\ FS,(A), lo cual es absurdo. Por lo tanto, FS,(A) € u™. O

Asi, es inmediato el siguiente resultado.

2Si ¢ € BN es selectivo, y por lo tanto un Q-punto (obervacién 4.1.10), entonces existe A € ¢ un
conjunto con unicidad de sumas (observacién 4.3.3); por otra parte, si ademds suponemos que g es
idempotente se sigue, por el teorema A.0.3, que existe X C A infinito tal que FS(X) C A, lo cual
contradice la unicidad de sumas de A.
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Corolario 4.1.5. Sea u € SN no principal. Sea A € wu, entonces FS(A) € u™ para
cualquier n € N.

Proposicién 4.1.6. Sea X C N infinito tal que X ={z1 < ... <xp < ...} yZTpy1 > 22,
para todo n € N. Entonces x, > x1 + ...+ 2,1 para todo n € N.

Demostracion. Procedamos inductivamente. El caso base es trivial. El paso sucesor esta
dado por 1 > 22 > 21+ ...+ T + T O

Proposicion 4.1.7. Sea X C N infinito tal que X ={z1 < ... <zp < ...} yTpy1 > 22,
para todo n € N. Entonces todo © € FS(X) tiene una descomposicion unica en X, es
decir, si x € FS(X) es

r=a+...+a, con ai,...,a, €X

r=by+...+b, con by,....,b,€eX

es otra descomposicion de x, entonces n = m y ewiste 0 € S, tal que a; = by para
1< <n.

Demostracion. Supongamos que
a1+ ...+a,=x=by+ ...+ b,

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que n < m y que tanto los a; como los b;
estan ordenados ascendentemente. Por la proposicién 4.1.6 se tiene que 2a,, > x > b, y
2b,, > x > a,. Si a, > b,,, entonces 2b,, > a,, > b,,, lo cual es absurdo, pues por hipétesis
Tpi1 > 2x,. Simétricamente si a,, < b,,. Por lo tanto, a,, = b,,. Asi, cancelando a,, = b,,
de la igualdad obtenemos

ar+...+ap1=by+...+b,_1.
Usando el mismo argumento recursivamente se tiene que
0=bi+ ...+ bnn.
Por lo tanto m =n y a; = b;. O

Definicién 4.1.8. Sea X C N, decimos que X es un conjunto con unicidad de sumas si
todo elemento de FS(X) tiene una descomposicién unica en X.

Definicién 4.1.9. ¢ € SN es un Q-punto si y solo si para toda particién {4, | n € w}
de N en conjuntos finitos A, existe A € ¢ tal que |[AN A, | <1 para todo n € w.
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Observacién 4.1.10. De la definicién anterior se sigue que todo ultrafiltro selectivo es
un )-punto.

Definicién 4.1.11. Dado n € w, definimos I,, = [2",2"")NNe & = {[, | n € w}.

Noétese que # es una particion de N en conjuntos finitos [,,, ademas si u € SN, entonces

Ukew T2k+i € v para algin ¢ € {0, 1}, pues {(Uye,, L2k); (Ugew I2k+1)} también forma una
particion de N.

Teorema 4.1.12. Sea q € SN un Q-punto. Entonces la igualdad
q =(q
es cierta st y solo si n =m.

Demostracion. Supongamos por contradiccion que n < m. Sead € {0, 1} tal que |, ., for+i €
q y definamos X := (J,, I2r+i € q. Por hipétesis, existe A € ¢ tal que |[AN1,| <1 para
todon € w. Sea Y := AN X € ¢. Entonces, por la proposicién 4.1.4, FS,(Y) € ¢", luego
FS,(Y) € ¢". Por lo tanto, de la proposicién 4.1.2 se sigue que existen xy,...,x, € Y
distintos a pares tales que x1+...+x,, € FS,(Y). Lo cual contradice la proposicién 4.1.7,
notese que los elementos de Y = {y1, y2, ..., } cumplen que Y1 > 2y, es decir, Y € ¢
tiene unicidad de sumas. O

4.2. La suma Frolik-Blass de ultrafiltros

Ahora introduciremos una nueva forma de «sumar» ultrafiltros que llamaremos la suma
Frolik-Blass o la suma indexada, desarrollada independientemente por Frolik [6] y Blass
[3, Capitulo IV].

Definicién 4.2.1. Sean u € SN y una sucesién (v, | n € N) en SN, definimos la suma
Frolik-Blass de (v, | n € N) respecto a v como

U-Zvn::{AQNXN|{n€N|{mEN|(n,m)EA}Gvn}Gu}.

Hacemos notar que si la sucesiéon (v, | n € N) es constante, digamos igual a un
ultrafiltro v, entonces la suma de Frolik-Blass se convierte en el producto tensorial, es
decir, u-Y v =u®v.

Dado A C N?, denotaremos a la seccién vertical de A en n como (A), := {m € N |
(n,m) € A}. No es dificil ver que (A°),, = (A,)°y (AN B), = (A), N (B)y.

Teorema 4.2.2. Sean u € N y una sucesion (v, | n € N) en SN, entonces la suma
Frolik-Blass u->»_ vy, es un ultrafiltro sobre N x N.
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Demostracién. Es claro que @ ¢ u-> v,. Sean A, B C N? tales que A C B. Si A €
u->_ v, cuando n € {n | (4), € v,} tenemos (B), € vy, asi {n | (A), € v,} C {n |
(B)n € vn}, luego, B € u->» v,. Sean A, B € u-»_ vy,, entonces {n | (A4), € v,},{n |
(B)p € vp} €uyasi {n | (A)n, € v, )N {n | (B)n € vn} € u, luego {n | (A),N(B), € v,} €
u. Por lo tanto, AN B € u-»_ v,. Se sigue que u- Y _ v, es un filtro. Mostremos ahora
que es un ultrafiltro. Sea A C N2, Notemos que N = {n | (4), € v,}U{n | (A), ¢ v,}
donde los conjuntos de la derecha son disjuntos. Como u es un ultrafiltro, se tiene que
{n] (A, € v,} €wo{n| (A9, € v,} € u, es decir, o bien A € u-) v, o bien
AC € u-) vy, O

Lema 4.2.3. Sean u € BN y una sucesion (v, | n € N) en SN. Los conjuntos de la forma
{(s,t) eN* | s € Pyt € Qs}, tales que P € u y Qs € v, para todo s € P, forman una
base para u-Y_ vy,.

Demostracién. Es claro que dicha familia es no vacfa, pues N*> = {(s,t) | s € Ny t € N}
donde N € u y N € v,, para todo n € N.

Sea A:={(s,t) e N?|se PyteQ,}, talesque P € uy Q, € v, para todo s € P.
Sea s € P, entonces Qs € vs. Si t € Qs, entonces (s,t) € A; asi, t € (A)s := {m € N |
(s,m) € A}, es decir, Qs C (A)s, luego, (A)s € vs. Por lo tanto, P C {s | (A)s € v},
entonces {s | (A)s € vs} € u. Asi, A € u-)_ v,.

Sea A € u-) vy, entonces P := {s | (A)s € vs} € u. Sean s € Pyt € (A)s, luego
(A)s € vy y (s,t) € A. Por lo tanto, {(s,t) |s€ Pyte (A),} C A. O

Definicién 4.2.4. Sean u € SN y una sucesién (v, | n € N) en SN. Definimos u- @ v,
como la imagen Rudin-Keisler de la suma Frolik-Blass de (v,) respecto a u bajo la suma
entrada por entrada. Nétese que

P, ={ACN[{(n,m) eN*|n+me A} €u) v}
Por definicién, se tiene que u- P v, <gg u- Y Up.
Lema 4.2.5. Sean u,v € N, entonces u-@ v = u+ v.
Demostracion. Es claro que si|J,, ., n+ By, tal que A € uy B, € v paratodon € A, es un
bésico de u + v, entonces {(n,m) |n € Ay m e B,} C{(n,m)|n+meJ,can+ Bn},

es decir, {(n,m) [ n+m € U,can+Bn} € u®uv. Asi|J,c4n+ B, € u-@v. Por lo tanto,
u+v C u-@v; asi, por maximalidad, u-@ v = u + v. ]
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4.3. g-bondad

Dado un ultrafiltro u, utilizando la suma Frolik-Blass recursivamente y tomando las
imégenes Rudin-Keisler bajo la suma entrada por entrada de dichas sumas Frolik-Blass,
se pueden construir ultrafiltros sobre N, entre los cuales estan incluidos las sumas usuales
u". Si empezamos a partir de un QQ-punto ¢, el teorema 4.1.12 nos asegura que las sumas
¢" nunca son idempotentes; en esta secciéon probaremos algo més general: ninguno de los
ultrafiltros construidos recursivamente son idempotentes.

Definicién 4.3.1. Sean u € Ny X = {27 < x5 < ...} un conjunto con unicidad de
sumas. Decimos que A € ues X -bueno si A C FS(X) y para toda subsucesion (x;, | k € N)
de X existe un unico n € N tal que z;, +...+z;, € A.

Definicién 4.3.2. Sea ¢ € SN un @-punto. Decimos que u € SN es g-bueno si para todo
X € ¢, conjunto con unicidad de sumas, existe algin A € u que es X-bueno.

Observacién 4.3.3. De la demostracion del teorema 4.1.12 se sigue que todo ()-punto
tiene algtin conjunto con unicidad de sumas.

Definicién 4.3.4. Sean A C Ny a € A, definimos A past a :=={n € A|n > a}

Observacién 4.3.5. Note que si u € SN es no principal y A € u, entonces para todo
a € A, se cumple que (A past a) € u; pues en caso contrario el conjunto finito {n € A |
n < a} € u, lo cual es absurdo.

Para los siguientes ejemplos, consideremos ¢ € SN un @-punto y X € ¢ un conjunto
con unicidad de sumas.

Ejemplo 4.3.6. ¢ es g-bueno. X € ¢, X C FS(X) y para toda subsucesién (z;, | k € N)
de X, el natural que funciona es 1, pues x;, € X y por la unicidad de sumas de X no
puede pasar que exista algin otro n € N tal que z;;, + ...+ z;, € X.

Ejemplo 4.3.7. ¢* es g-bueno. De la proposicién 4.1.4, se tiene que FSy(X) € ¢?, ademds
es claro que F'S5(X) C FS(X) y para toda subsucesién (z;, | k € N) de X, 2 es el unico
natural tal que x;, +z;, € F'9(X); una vez més el argumento es la unicidad de sumas de

X.

Ejemplo 4.3.8. En general, ¢" es g-bueno. F'S,(X) € ¢", F'S,(X) C FS(X) y para toda
subsucesion (z;, | k € N) de X, n es el dnico tal que x;, + ...+ x;, € FS,(X).
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Ejemplo 4.3.9. Un ejemplo més interesante es cuando tomamos la sucesion (¢") en SN,
entonces ¢- @ ¢" es g-bueno. Sea A={x+ >  z;, |r € X, > x; € FS,(X past z)}. Sea
B ={(s,t) | s € X, t € FSs(X past s)}, B es un bésico de ¢->_¢", pues X € ¢, y de
la observacion 4.3.5 se sigue que (X past s) € ¢, entonces F'Sy(X past s) € ¢° para toda
s € X; ademds si (s,t) € B, se tiene que s +t € A, es decir, B C {(s,t) | s+t € A}.
Asi, A € ¢-@P ¢" y ademds A C FS(X). Si (x;, | k € N) es una subsucesién arbitraria de
X, entonces z;, € X y x4, +... + Ti,, 11 € F'S,, (X past x;,). Por lo tanto, z;, + 1 es el
Unico natural tal que x;, + ...+ iy, 11 € A, otra vez, por la unicidad de sumas de X.

Proposicion 4.3.10. Sean q¢ € SN un Q-punto y u € BN g-bueno, entonces u no es
idempotente.

Demostracion. Sea X € q un conjunto con unicidad de sumas, por hipotesis, existe algin
A € u que es X-bueno. Basta mostrar que

U a+ANFS(X pasta)| NA=0

acA
donde (J,c 4 a + ANFS(X past a) es un basico de u 4 u, pues A € v y FS(X past a) € u
por la observacion 4.3.5 y el corolario 4.1.5.

Sean a € Ay b e ANFS(X past a). Luego, existen xq, ..., xj, zx, ..., 2, € X tales
quea=x1+...+z; yb=2x,+...4+ 2 con z, < x, si m < n. Si consideramos la
subsucesion xy, ..., %, Tk, ..., Tpy Ti41, Tit2, Tits, - - -, (donde los elementos a partir de
x141 pueden ser arbitrarios o de cualquier valor constante) entonces j es el tinico natural
que cumple la condicién de X-bondad para A. Por lo tanto, a + b ¢ A. n

Proposicién 4.3.11. Sean q € N un Q-punto, u € fN g-bueno y una sucesion (v,) en
BN de ultrafiltros g-buenos, entonces

u- E Un =RK U—@Un

Demostracion. Sea X € ¢ un conjunto con unicidad de sumas, por hipdtesis, existen
A€ uy A, € v, para toda n € N, todos ellos X-buenos. Sea B = {(a,b) | a € A, b €
A, NFS(X past a)}, note que este conjunto es un bésico de u- Y v,. Mostremos que el
mapeo (n,m) — n + m es inyectivo en B.

Sean (z,y), (z,w) € B tales que z4+y = z+w. Como z, z € A;y € A,NFS(X past ),
w € A, NFS(X past z); se tiene que v = a;, +...+a;,, ¥y = ajp,, + ... +ai,,, 2 =
biy +...+bi,, w =10, +..+b,,,;esdeci, z+y, z+w € FS(X), luego por la
unicidad de sumas, los sumandos son iguales y s = &', t = ¢/, ademas, por la X-bondad,
r = zyy = w. Por lo tanto, de la definiciéon 4.2.4 y el teorema 3.0.8, se sigue que

u- > v, =g U- P vp. L
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Definicién 4.3.12. Dado ¢ € SN un @Q-punto, definimos por recursién transfinita las
siguientes familias.

(i) Fo={d}-
(ii) En el paso sucesor. .Z, 11 = {u- P v, | u,v, € F,}.
(ili) En el paso limite. #, = U, Ze-

Proposicion 4.3.13. Sean q € BN un Q-punto y u € BN. Si u € F,, para algin
a € ORD, entonces u es q-bueno.

Demostracion. El caso base es claro, pues q es g-bueno. El paso limite es trivial. Mostremos
el paso sucesor. Supongamos que la condicién se cumple para a. Sea X € g un conjunto
con unicidad de sumas. Sean u € %, y (v,) una sucesién en .%,. Por hipdtesis inductiva,
existen A € u y A, € v,, para toda n € N, todos X-buenos.

Sea B ={> ,m;+> ;x| > x €A Y ;x5 € Ay, o, past Yz} Asi B C FS(X) y
B € u- @ v, por ser un bésico de u- @ v,. Sea (x;, | k € N) una subsucesién de X, por
la g-bondad de u, existe un tnico / € N tal que z;, +...+x;, € A. Seaa :=z;, +...+z;,.
Ademds, tomando ahora la subsucesién x;,,,, Z;,,,, ..., por la X-bondad de A,, existe un
tnico n € N tal que x;,, + ...+ x;,, ., € A Asi, [ +n es el tnico natural tal que
Ti + ...+ x5 + 25, + ...+, €B. Porlotanto, u- P v, € Foqq es g-bueno. O

De las proposiciones 4.3.10 y 4.3.13 se sigue que:

Teorema 4.3.14. Sean q € SN un Q-punto yu € N. Siu € F,, para algin o« € ORD,
entonces u no es idempotente.

Acabamos de ver que empezar con ¢ € SN un Q-punto, y «sumar» (en el sentido Frolik-
Blass) recursivamente el ultrafiltro ¢, se producen ultrafiltros sobre N x N identificando
esos ultrafiltros con sus imagenes Rudin-Keisler bajo la suma entrada por entrada, los
ultrafiltros resultantes sobre N tienen una propiedad combinatoria bastante amable (la
g-bondad) que los vuelve no idempotentes. Sin embargo, si se toman las imagenes Rudin-
Keisler de estos ultrafiltros bajo funciones arbitrarias (en vez de la suma entrada por
entrada), entonces la g-bondad no necesariamente se conserva.

El siguiente paso para resolver el problema propuesto seria analizar dichas imagenes
Rudin-Keisler bajo funciones arbitrarias y tratar de encontrar alguna propiedad similar
(ya sea combinatoria o topoldgica) que este relacionada con la idempotencia. Dicho camino
generalizaria las ideas aqui presentadas y, aunque similar, necesitaria de otro tipo de
herramientas ademas de las utilizadas. Con el fin de que este trabajo sea auténomo y
presente la primera etapa de como se abordé el problema, hemos decidido terminarlo con
el teorema 4.3.14.



Apéndice A
Teorema de Hindman

Proposiciéon A.0.1. Sea u € BN idempotente. St A € u, entonces para cualquier n € N
existen distintos elementos x1,...,x, € A tales que FS(xq,...,x,) C A.

Demostracion. Haremos la demostracion por induccién. Para el caso base, sea A € u
arbitrario y z; € A, luego FS(z1) C A. Supongamos que el resultado es cierto para n y
sea A € u. Como u = u+u, se tiene que A* = ANA, € u. Seax; € A*, entonces r1 € Ay
A—x1 € u. Asi, B= AN(A—2x1) € u. Por hipdtesis de induccion, existen s, ..., 2,11 € B
tales que FS(za,...,2,.1) C B. Sea z € FS(xy,...,2,41) tal que z ¢ FS(xo,. .., Tn11),
entonces existe y € FS(xq, ..., x,.1) tal que z1 +y = 2z, como y € A— x4, entonces z € A.
Por lo tanto, FS(z1,...,z,11) C A. O

Proposicion A.0.2. Sea u € SN idempotente. Si A € u, entonces para cualquier n > k
existen distintos elementos x1,...,x, € A tales que FS(xy,...,z,) C A y los valores de
T1,...,T no dependen de n.

Demostracion. La demostracién se hace por induccion sobre k. Notemos que el caso base
es la proposicién anterior y el argumento inductivo es idéntico a la demostraciéon previa.

]

Teorema A.0.3. Sea u € SN idempotente. Si A € u, entonces existe X C A infinito tal
que FS(X) C A.

Demostracion. Fijando recursivamente los valores x;, € A encontrados en la proposi-
cién anterior, obtenemos una sucesiéon infinita xq,...,x,,..., de elementos de A tal
que para cualquier n € N se cumple que FS(zq,...,z,) C A, de aqui se sigue que, si
X =A{x1,...,2n ..., }, entonces FS(X) C A; en efecto, si € FS(X), entonces existe
algin n € N suficientemente grande tal que z € FS(zy,...,x,), y asi z € A. n

o1
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Teorema A.0.4 (Hindman). Sea cualquier coloracion ¢ : N — {0,1}, entonces existe
un conjunto infinito X = {x1,x9,...,2,...} C N tal que el conjunto FS(X) es mono-
cromdtico, es decir, existe i € {0,1} tal que FS(X) C ¢ 1[{i}].

Demostracion. Sean ¢ : N — {0, 1} una coloracién arbitraria y v € SN un ultrafiltro
idempotente. Notemos que N = ¢ }[{0}|Uc™[{1}], entonces A := ¢~ ![{i}| € u para algtin
i = 0,1. Por el teorema anterior, existe X C A infinito tal que FS(X) C A, es decir,
FS(X) es monocromatico. O

La demostracién original de Hindman, en la que usa argumentos puramente combi-
natorios, se encuentra en [7]. Una demostracién mds corta pero también combinatoria es
debido a Baumgartner y estd en [1]. Para una introduccién a la teoria de Ramsey vea
[19].



Apéndice B

Cardinalidad

Los siguientes son teoremas en ZF.

Decimos que X 2 Y si existe una funcién f : X — Y inyectiva y X ~ Y si existe
una biyeccion f: X — Y.

Son clésicos los primeros dos teoremas.

Teorema B.0.1 (Cantor-Bernstein). Si X Y y Y 2 X, entonces X = Y.
Teorema B.0.2. R ~ 2¢.

Teorema B.0.3. (AB)¢ ~ ABXC,

Demostracion. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que A, B y C son disjuntos
y no vacfos. Sea f € (AP)C, entonces Ve € C: f(c) € AP, es decir, f(c) : B — A
es una funcién. Definamos la funcién f* : B x ¢ — A como f*(b,c) = f(c)(b). Sea
@ : (AP)C — AB*C ]a funcién dada por o(f) = f*.

Mostremos que ¢ es inyectiva. Sean f,g € (AP)¢ tales que f* = g*, luego V(b,c)
B x C: f*(b,c) = g*(b,c) = ¥Y(b,c) € B x C: f(c)(b) = g(c)(b) = Ve € C: f(c) = g(c).
Por lo tanto, f = g.

Ahora veamos que ¢ es sobre. Sea ¢ € AP*C luego V(b,c) € Bx C: ¢(b,c) € A. Dado
c € C, definimos h. € AP tal que Vb € B: h.(b) = 9(b,c), entonces existe f € (AP)Y tal
que f(c) = h,. Por lo tanto, ¢ = f*.

Asi, se tiene que ¢ es una biyeccién. Y por lo tanto se sigue (AZ)¢ ~ ABXC, O

Teorema B.0.4. Vn € N R" =~ R.

Demostracion. Basta mostrar el caso n = 2. Es facil ver que f : 2¥ x 2¢¥ — 2% dada por
({an), (by)) — (a1, by, as, be, ...) es una biyeccion. O

Teorema B.0.5. Vn € N, [R]" ~ R.

23
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Demostracion. Fijen € N. La funcién f : R — [R]" dada por = +— {z,z+1,...,z4+n—1}
es inyectiva. En efecto, sean z,y € R tales que f(z) = f(y), entonces minf(z) = minf(y).
Por lo tanto, x = y. Asi R < [R]™ 2 R”, luego por Cantor-Bernstein [R]” ~ R. O

Teorema B.0.6. R¥ ~ R.
Demostracion. RY ~ (29)% ~ 297%¥ ~ 2¥ ~ R. O
Teorema B.0.7. R ~ [R]<v.

Demostracion. R 3 [R]*¥ = [, [R]" I RY = R. O

Asi, podemos concluir que el conjunto [R]<¥ x [[R]<“]<“ estd en biyeccién con R.
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