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Resumen

Presentamos someramente los principios combinatorios ¢ y &, demostramos que ZFE+ ¢ <= & + HC y,
finalmente, utilizando la técnica del forzamiento probamos que & 7# ¢, i.e., que Consis(ZFE) = Consis(ZFE +

& +-0).

1. Los principios de adivinanza

Sea A > w un cardinal regular, y S C A un subconjunto estacionario. Entonces, por ¢)(S) entendemos el
enunciado siguiente:

“Existe una sucesién (Aq|a € S) tal que (Vo € S)(Aa € a) y tal que para cada A C A, el conjunto {o €
S|A Na = A,} es estacionario en \.”

Cuando estamos hablando del caso particular { (), usualmente lo escribimos simplemente como ¢y, mientras
que en el caso de Oy, solemos denotarlo inicamente como .

. Qué nos dice exactamente el principio O(S)? Bueno, sabemos que hay por lo menos A* subconjuntos de A.
OA(S) sostiene que hay A\ conjuntos dados de antemano S, C « tales que, para cualquier X C A que se me ocurra
especificar, los S, predicen (para una cantidad estacionaria de as) el “pedacito inicial” X Na de nuestro conjunto X.
Como todo conjunto estacionario es no acotado, podemos ver que de hecho los S, nos proporcionan aproximaciones

arbitrariamente “buenas” (i.e. arbitrariamente cercanas a \) del conjunto X . Esto es, hay un conjunto estacionario
E C S tal que

X=J&Xna)=J Sa
aEl acE
Por otra parte, un principio de adivinanza que, segiin demostraremos més adelante, es mds débil que 0 (.5),
para A > w cardinal regular y S C X estacionario, es el siguiente, conocido como & (5):

“Existe una sucesion (Aq|a € SNHm(N)) tal que (Va € SNlm(A))(Aq € aAsup(As) = ) y tal que para cada
X C X no acotado, hay un o € S N1im()\) tal que A, C X.”

Al igual que en el caso de O, a &)(A) lo denotamos simplemente por &, v a &y, lo denotaremos simplemente
como .

2. ¢ < &+ HC
Proposicién 1 Para cada S C Ny estacionario, ZFE F Oy, (S) = &y, (S) + HC.

DEMOSTRACION: Supongamos que se cumple Oy, (S5), y sea (4, ‘a € S) una sucesién que lo atestigua. Para ver
que se cumple HC, probemos que 2% < R;. Si A C R, entonces en particular A C R;. Dado que {a € S}Aﬁa =A.}
es un subconjunto estacionario en N1, en particular podemos encontrar un w < a < wy tal que ANa = A,; elijamos
un a4 de estas caracteristicas. De esta forma, tenemos una funcién

fiplw) — wi
A — agy.
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Esta funcién es inyectiva: si ay4 = ap, entonces dado que A, B C w < vy = ap, esto nos dice que A = ANay =
Ao, = An, = BNag = B. Por lo tanto 2% = |p(w)| < X;. Esto prueba HC.

Ahora para probar &, (S), sea (B |o € SN 1im(w1)) la sucesién que viene dada por:

B, = {Aa; sup(4,) = «

a; en otro caso.

Para ver que esa sucesién atestigua &y, (S), tomemos X C Ry no acotado. Veamos que el conjunto C' := {a <
w1’ sup(X Na) = a} es un cerrado y no acotado en N;. Para demostrar esto, utilizaremos un truco bastante
estandar, que a lo largo de estas notas se utilizard una cantidad enorme de veces, y que por lo tanto cada vez iremos
detallando menos y menos'. Para ver que C es cerrado, sea (an|n < w) una sucesién creciente en C, y observemos
que o := sup,,.,, &, € C. Claramente o < wq (por la regularidad de R;). Por otra parte, es claro que sup(XNa) < a.
Y, dado n < w, como tenemos que o > a,, entonces X Na 2 X Nay,, luego sup(X Na) > sup(X Nay,) = . Como
(Vn < w)(sup(X Na) > a,), concluimos que sup(X Na) > «. Esto nos dice que o € C, y por lo tanto C es cerrado.
Para ver que es no acotado, sea ahora 8 < wi. Si ag := 8+ 1 € C hemos terminado, en caso contrario elegimos
un g < a1 € X (el cual existe por ser X no acotado). Inductivamente, si ya conocemos «a,, y «, € C, hemos
terminado, en caso contrario escogemos un «a,, < a,+1 € X. Si alcanzamos a construir toda la sucesién {a, ’n < w),

entonces tomamos « := sup «, > (3. Claramente o < w;. Ademads, para cada n < w, tenemos que a,, € a N X,
n<w

luego (Vn < w)(sup(X Na) > ay,), lo cual implica que sup(X N«) > «, pero ademés es obvio que sup(X Nea) < «,
de modo y manera que sup(X Na) =a y a € C. Luego C es un cena (cerrado y no acotado) en 8.

Como por hipétesis el conjunto {a € S |X Na = Ay} es estacionario, esto implica que intersecta a C, es decir,
hay un o € S tal que X N = A, y a = sup(X N«a) = sup(4,). Esto significa que a € lim(wq) (ya que si
a = #+ 1 entonces todo subconjunto de « tiene un supremo que es a lo mds [, estrictamente menor que «) y
ademds sup(A,) = «, lo cual implica que B, = A, vy B, =X Na C X. O

Proposicion 2 Para cada cardinal reqular A > w y cada subconjunto estacionario S C A, el principio combinatorio
&, (S) es equivalente a que la & (S)-sucesion (Aq|o € SNlim(wy)) adivine a cada subconjunto no acotado de X una
cantidad estacionaria de veces, es decir, a que para cada X C X no acotado, el conjunto {a € S ﬂh’m(wl)‘Aa C X}
es estacionario en A.

DEMOSTRACION:
< Es evidente.

= Sea (Aq|a € SN1im()\)) nuestra & (S)-sucesion, X C A no acotado y C' C A un cena. Debemos probar que
(3a € CNSNlim(A))(Aq € X). Definiremos (3,|y < A) € *X por induccién: si ya conocemos (B |y < ),
para § < A, entonces sea as := min(C \ (supB, + 1)), y G5 := min(X \ (as + 1)), que existe debido a que

s

<
X es no acotado. Por otra parte, de la construccién es evidente que v < § = [, < [(s. Asi, si hacemos
X' = {ﬁvh < A}, entonces X’ serd no acotado por tener cardinalidad A. Por esta razén, hay un ordinal

a € SNlim(\) tal que A, € X'. Observemos para cada v < § < A hay un punto ¢ € C tal que 3, < e < f35
(por la forma como construimos a los 3, de hecho, podemos tomar ¢ = «;). Asi, dado que A, C X’ concluimos
que entre dos puntos cualesquiera de A, siempre hay uno de C. Como ademds sup(4,) = «, concluimos que
a es un punto limite de C, al ser C cerrado esto nos indica que « € C. Asi, sblo resta notar que A, € X' C X.

O

Teorema 3 Para cualquier subconjunto estacionario S C Ny, HC 4 &y, (5) = Ox, (5).

DEMOSTRACION: Calculemos la cardinalidad del conjunto [w;]<®¢. Nétese que este conjunto es igual a {B C
w1’|B| < Ng} ={B C w1|B es acotado en wi }: cada uno de los subconjuntos acotados de w; es subconjunto de
algin ordinal o < wi, y reciprocamente todos los subconjuntos de algiin o < w; son subconjuntos acotados de
wy. Asi, el conjunto de subconjuntos numerables de w; es la unién de los conjuntos de subconjuntos de todos los
ordinales a@ < wy, cada uno de los cuales tiene cardinalidad 2%°. De esta forma, |[w;]SN0| = Nj2%0 = 280 Agf)

ITambién se pueden realizar estas demostraciones (de una manera muchisimo més rapida) utilizando la herramienta de los submodelos
elementales, pero no lo haremos asi aqui para no presuponer conocimiento de este tépico por parte del lector.



utilizando HC podemos encontrar una funcién suprayectiva g : w; —[w1]S" x w;. Ahora definimos la funcién

B(_y :wy — [w1]=%° de la manera siguiente:

B — B; g(a) = (B, 8) Asup(B) < «
> @; otro caso.

De esta forma, (B, ‘a < w1) es una lista en la que cada subconjunto acotado de w; aparece w; veces (esto es debido
a que, dado B C w; acotado, si 3 = sup(B), entonces hay a lo més 8 (i.e. una cantidad numerable) de as tales que
si g(a) = (B,7) entonces sup(B) = 3 > «a) y en la que (Voo < wq)(sup(By) < ).

Sea (Aq|o € S Nlim(wi)) una ey, (S)-sucesion. Definiremos la sucesién (D, | € S) de la manera siguiente.
Para o € S\ lim(w; ), podemos elegir un D,, arbitrario; mientras que, para cada «a € S N lim (w1 ),

Do ={B<a|(@yecA)(BeBy)}= J B,
YEAL

(la dltima igualdad es debido a que si § € B, para algin v € A,, entonces 3 < sup(By) < v € A, C «), afirmamos
que esta ultima es una Oy, (5)-sucesién. En efecto, sea X C wy. Sin pérdida de generalidad, podemos restringirnos
a estudiar la sucesién (Do|a € SN lim(w;)) (debido a que el conjunto {a € S|Dy = X N a} es estacionario sii
{a € SNlim(w)| Do = X Na} lo es, debido a que lim(w;) es un cena en wy). Hay dos casos:

1 Si X es acotado, sea X' := {a < w1|Ba = X}. Por construccién, sabemos que |X'| = Ny, luego X’ es no
acotado en wy, lo cual implica que {a € SN h'rn(wl)|Aa C X'} es estacionario. Pero pongamos atencién:
(Va € SNlim(w))(Aq € X' = X Na = D,). En efecto, si A, C X' esto significa que (V3 € 4,)(Bs = X).
Luego

a2Da= | Bg= |J X=X
BEAa BEAq

(nétese que A, # @ debido a que sup(4,) = a > 0) y de esta forma X Na = X = D,. Luego {a € S’Aa -
X'} Cla € S|Da = X}, al ser el conjunto del lado izquierdo estacionario en Ry, se sigue que el del lado
derecho lo es, que es lo que debiamos demostrar.

2 Si X es no acotado, entonces definamos j : w; — w; de manera inductiva: si ya conocemos j | «, entonces
observemos que el conjunto X N sup{j (ﬁ)‘ B < a} es acotado, luego hay una cantidad no acotada de 7s tales
que B, = XN sup{j(ﬁ)‘ﬁ < a}, elegimos j(a) > sup{j(ﬁ)’ﬁ < a} con esta propiedad. Claramente, j es
estrictamente creciente, por lo tanto (Va < wi)(a < j(a)). Esto implicard que C := {a < w1| (V8 < a)(j(8) <
@)} es un cena: si (ay|n < w) € “C'y a = sup ay,, entonces si B < a = (In < w)(B < an), luego al

n<w
ser a, € C = j(f) < a, < a y por lo tanto o € C. Ahora si v < wy, hacemos g := v + 1. Para cada
n < w, si a, € C hemos terminado, en caso contrario sea i := sup{j(ﬁ)‘ﬂ < apt+1>apysial
final la sucesion logra quedar de longitud w, entonces hacemos a := sup «,, y tenemos que o € C": pues si
n<w

B<a= (3n<w)(B <o), luego j(B) < sup{j(8)|8 < an} < ani1 < a.

Ahora, sea X’ = ran(j); el hecho de que j sea estrictamente creciente implica que X’ es no acotado, de modo
y manera que {0 € SN h’m(wl)|A5 C X'} es un conjunto estacionario, y por tanto su interseccién con un
cena vuelve a ser estacionario, i.e. {§ € SN lim(w;) N C|As C X'} es también estacionario. Pero nuevamente
pongamos atencién: (V6 € S Nlim(w;) NC)(As € X' = X N§ = Ds). En efecto, sea § € SN 1lim(wy) N C tal
que As C X', demostremos que X Nd = Ds. Dado que As C X’ = ran(j), entonces para cada a € Ay hay un
Yo tal que a = j(7a) (en particular § 2 As 3 @ = j(Va) = Ya), €s decir, B, = X N sup{j(ﬂ)|6 < Yo} Luego

Ds=|J Ba= |J (Xnsup{i(8)|8 < 7a}) = XN ( U sup{i(8)|8 < m)

a€As aEAs a€EAs

Notemos que |J sup{j(ﬂ)!,@ < Yo}t = 0: como 0 € C, entonces para cada 3 < v, < J se tiene que j(8) < 9,
a€As
luego sup{j(8)|8 < 7a} < 0 y por consiguiente |J sup{j(8)|3 < 7a} < 4. Por otra parte, dado que
a€As
sup(4s) = J, para cada § < § hay un « € As tal que j(f+ 1) < a < 4, y como j es creciente, debe tenerse

que 41 < 74 (debido a que j(3 +1) < a = j(7a)). Luego 8 < B+ 1 < j(6+ 1) < sup{j(e)|e < 7a} <



U sup{j(ﬂ)|ﬁ < 7Ya}, ¥y como esto es para cada § < ¢, tenemos que § < |J sup{j(5)|6 < Yo} Asi,
a€As a€As

concluimos que

Ds =XnN ( U sup{i(8)]8 < %&) =XnNao.

aEAs

De esta forma, {§ € SHC‘A(; CX'}1Cc{oe S’Xﬂd = Dy}, v al ser el conjunto de la izquierda un estacionario
entonces necesariamente el conjunto del lado derecho también sera estacionario, con lo cual el teorema queda
demostrado.

3. La consistencia de ZFE + & + —¢

A partir de ahora nos dedicaremos a construir, por medio de la técnica del forzamiento, un modelo de ZFE que
satisfaga &, pero que al mismo tiempo satisfaga —HC, lo cual implicard (proposicién 1) que también satisface —=¢.

Comenzemos con un modelo base Vg F 2% = Ry A 2% = Ry A O, (5), en donde S = {o < No|cf(a) = w}.
Podriamos comenzar con un modelo arbitrario y forzar tres veces con cuidado para obtener tal modelo V{, pero el
camino més rdpido es tomar Vo = L E HGC 4 (V& > w)(VS C k)(k es regular A S es estacionario = (.9)).

Observacién 4 Notemos que una Oy, (S)-sucesién puede “adivinar” subestructuras elementales de cualquier es-
tructura sobre No: Sea £ un lenguaje con simbolos de relacién Ry, Ra,...,R,,...2 tales que, para cada i, R; es
una relacién m;-aria. Podemos “codificar” una estructura para el lenguaje £, cuyo universo sea N, dentro de No;
partiendo N, en tantos subconjuntos disjuntos como simbolos de relacién tiene £: My, My, ..., M,,... € [Ro]®2 y
construyendo la misma cantidad de biyecciones fi, fa,..., fn,... con f; : X5 »» M;. De esta manera, cada sub-
conjunto M de Ry codifica una estructura para £ (la estructura My = (N, f ' [My N M], fy ' {Ma N M],...)) y
reciprocamente, cada estructura 9 = (Ny, RT", R, ...) codifica un subconjunto de Xy (a saber, el subconjunto
Mgy = | £;[R™]), de modo tal que, fijando un lenguaje £, tenemos una correspondencia biunivoca entre subcon-

(2
juntos de Ny y estructuras para £ con universo Ns.
Ahora bien, dada una estructura MM = (No, R R, ...), para cada a < wy tenemos la estructura M | a =
(a, R RIM™ ). en donde para cada i, R?m“ := R”' N a™:. Observemos que el conjunto

O = {a < Ro| (VD) (i[RZ] C 0}

es un cena en Ny. El hecho de que C es cerrado estd bastante tribilin (se demuestra igual que se ha demostrado
cerradura en todos los casos anteriores), y el hecho de que C' es no acotado no lo es menos utilizando el truco de
siempre: dado 8 < Ny entonces hacemos §+ 1 =: qp € C' y para cada n < w si o, € C ya terminamos, en caso
contrario definimos «;,+1 := sup <U fi [R?ma”}) +1 > ay, y si completamos una w-sucesién entonces esté sencillito

7
demostrar que « := sup,, ., an € C.

Por otra parte, el teorema de Lowenheim-Skolem [Herndndez-Herndndez 2005, teorema 1.4, p. 136] y el teorema
de la cadena elemental [Herndndez-Herndndez 2005, teorema 1.5, pp. 136-137] nos permiten demostrar que también
el conjunto

C’ ::{a<N2|Sm Fa < M}
es cerrado y no acotado en Ry [Hernandez-Herndndez 2005, corolario 1.7, p. 137].

Asi, si <Aa|a € S) es una Oy, (5)-sucesién, entonces para cada estructura 9t con universo No para el lenguaje £

el conjunto " := {a € S|Msg Nav = Ay} es estacionario, luego también lo es el conjunto

S'nencC' = 8" ={ac S|9ﬁ oo < M, Moo contiene la codificacién de 9 [ oy ésta es Ay},

en este caso decimos que, para o € S™, A, adivina la subestructura elemental 9 | c.

2Consideramos lenguajes que contienen tnicamente relaciones, debido a que toda funcién n-aria puede verse como una relacién
n + l-aria, mientras que toda constante puede verse como una relacién unaria con un tnico elemento (i.e. un singulete). De esta forma,
no perdemos generalidad considerando lenguajes que cuentan inicamente con relaciones en su signatura.



Construccién 5 Construyamos, en nuestro modelo base Vj, una e, (S)-sucesién que resulte particularmente
resistente a los dos forzamientos a los que posteriormente someteremos a nuestro modelo. Comencemos por codificar
un lenguaje £ cuya signatura contiene dos simbolos de relacién binaria <* y R(—, —), y sea (M, = (@, <*4, Ra) ’a €
S) una Oy, (S)-sucesién para ese tipo de estructuras (lo cual en verdad quiere decir: escogemos codificacién para
estructuras del lenguaje £, y una Oy, (S)-sucesion (M, |« € S), entonces, por la observacién 4, la sucesion (M, |o €
S) adivina subestructuras elementales de cada estructura 9t para £ en una cantidad estacionaria de as).

Fijémonos ahora en el conjunto S’ := {d € S|¢(Ms)}, en donde ©(M) es la afirmacion de que la estructura M
satisface las siguientes tres condiciones:

(1) <* es un orden parcial,
(i) Si B <* v entonces R(S,x) = R(vy,x), y
(12i) (Vo) (VB)(3E > B)(F) (e <" v A R(7,6)]

El conjunto S’ es un estacionario, ya que podemos tomar una estructura 9t con estas caracteristicas® y sabemos
que S’ contiene al conjunto de ds que adivinan como estructura elemental a 1.

Para cada § € S’ definimos Ds C 6 con t.0.(Ds) = w, de la siguiente manera: Escojamos una sucesién creciente
(B3|n < w) que sea cofinal en §, por induccién sobre n < w definiremos un par de sucesiones (v]|n < w), (£3|n < w)
de modo que se satisfaga

(v < w)[(7n <5 Ts1) A (€0 > Bo) A Rs(vn, €0)].

Comenzamos por escoger 73, &) < d tales que Rs(7],£3) v 85 < &3, mismos que existen debido a que 95 cumple con
la parte (iii) de la proposicién ¢ arriba descrita. Y el paso inductivo es escoger ’qurlv ggH tales que 75 <*s 72“7

fL 1 < 52 1y Rg(’yfl +1a§i +1)s que existen por la misma razén apenas mencionada. Finalmente definimos Dy :=
{&|n < w} y afirmamos que (Ds|d € S’) es una de,-sucesion.

Proposicién 6 La sucesion <D5’5 € S’) de la construccion 5 es una dey, -sucesion.

DEMOSTRACION: Sea X C Ny un conjunto no acotado. Definiremos una estructura para el lenguaje £, dada
por M := (Ny, <, {(y,2) € Ry x Ny|z € X}). Tenemos que " := {§ € S|Ms < M} es un estacionario en Ry, pero
ademds claramente se cumple ¢(9) (la parte (¢iz) se sigue de que X es no acotado). Esto significa que siempre que
Ms < M, tendremos que se cumple p(Mis). Es decir, el conjunto S” es subconjunto de S’. Tomemos un § € S C 5.
Dado que,para cada n < w, el elemento &2 fue escogido de modo que Rs(72,£2) (es decir, que &2 € X), esto significa
que Ds C X. ]

El siguiente paso es anadir N3 subconjuntos a N;. Para ello, forzaremos con el preorden

Po:={f C N3 x 2’f es funcién A | f| < Rg} = Fn(Rs, 2, Xy),
ordenados mediante f < g <= f D g. Habremos de ver que Py no destruye nuestra d-sucesion.

Lema 7 Sea k > w un cardinal reqular. Entonces, todo preorden P que tenga la k-c.c. preserva subconjuntos
estacionarios de k.

DEMOSTRACION: Sea S C £ un estacionario en el modelo base M, y sea C un P-nombre de cena de k. Sea G
un P-genérico en el modelo base, y p € G tal que p IF “C es cena en k”. Para cada a < k, sea Z, una anticadena
maximal de extensiones de p tal que para cada ¢ € Z,, hay un §(q) tal que ¢ IF “8(q) = ml’n(Co’ \ @)” (para cada
a < K existe un ¢ de estas caracteristicas, luego aplicamos el lema de Zorn). Sea ahora B, el conjunto de posibles
valores de min(C'\ @) en M[G], es decir,

B, = {7 < &|(3¢ € Zo)(g IF “y = min(C'\ a)")}.

Entonces, |B,| < |Za| < K, luego B, es acotado en k.

Ahora bien, por el mismo argumento de siempre (en esta ocasién lo dejamos enteramente a cargo del lector),
tenemos que el conjunto C* := {§ < k|(Var < 6)(Ba C 6)} es un cena en k. Dado que este conjunto fue definido en
el modelo base, esto significa que él ya era un cena en el modelo base, lo cual implica que C* N S # &. Tomemos,

3Por ejemplo, M = (N, <,>): < es un orden parcial, si 3 < v entonces 3 > x = v > =, y finalmente para cualesquiera o y
podemos tomar £ := méx{a,8} +1yy:=&+1demodoquey>E&>a, &> Byvy>E



pues, 6 € C*N .S, y observemos que para cada « < § tenemos que Z, NG # & (pues si D := {q € [P|(q Lp)Vv(Ere
Z.)(g < 1)}, entonces D es denso; luego D N G # @, pero como p € G entonces no puede haber ¢ € G con ¢ L p;
de modo que hay un ¢ € G tal que para algun r € 7, tenemos que ¢ < r, pero esto implica que r € Gnl,), de
modo que hay un ¢ € GNZ,, es decir, g € Gy q IF “B(¢) = min(C \ «)”, lo cual implica que 3(q) € B, C 4, es
decir $(q) € 6. Hemos demostrado que para cada a < §, [min(C' \ «) € §)]M[%], lo cual quiere decir que para cada
a < d existe un vy > « con v € C'y v < d, luego hay una sucesién en Ce que converge a d y dado que C' es un cena
en M|G], entonces (5 € C)MIG]. Luego (SN C # @)MIE y por lo tanto, en M[G], S es un estacionario. O

Lema 8 Pg tiene la Ny-c.c.

DEMOSTRACION: Sea x un cardinal regular lo suficientemente grande como para que p(Po) C H(x), y sea T
una anticadena maximal de Py tal que |Z| > ®;. Definiremos una sucesién creciente de submodelos elementales de
(H(x),€), (Ma|ar < Ry) de tal forma que se satisfaga lo siguiente:

1. [P07I€m07 |m0|SN0y‘ma|SNl
2. [ma]SNO g maJrl.
3. a< =Ny <Ng.

Una sucesion tal se va construyendo con el teorema de Lowenheim-Skolem, en los ordinales limite se toman las
uniones y el hecho de que se cumpla la segunda parte viene de que estamos trabajando en un modelo donde se
satisface 2% = Ny, lo cual nos garantiza que |[M,]<"°| = R;. Si finalmente definimos M := |J MN,, entonces
a<wy
tendremos que M < (H(x), €), M| = N; y, dado que Ry es regular, N serd cerrado bajo subconjuntos numerables
(si X € [M=N0 entonces hay un « tal que X € [M,]=N0, luego X € Nur1), vy Po,Z € M. Dado que |Z| > ¥y > [N],
debe tenerse entonces que existe un p € Z \ 91. Observemos el elemento p’ := p N I: dado que |p| < Vg, entonces
|p'| < No y, dado que 91 es cerrado bajo subconjuntos numerables, tenemos que p’ € M. Ahora bien, observemos que
(H(x),€)E (3g€Z)(g<p) (pues p es testigo de ello), dado que M < (H(x), €), debemos tener entonces que existe
un ¢ € TN tal que NFE g < p’. Dado que |g| < Vg, debe de haber una enumeracién de ¢ en N, lo cual implica que
g € MN. De esta forma, si consideramos ¢ U p tenemos que este elemento extiende a la parte de p que estd en I (es
decir, a p'), y por otra parte ¢ no puede contradecir nada de la informacién fuera de 9 (ya que ¢ estd enteramente
contenido en M), luego g U p es una extensién comin de p y ¢, por lo tanto estos dos son compatibles siendo ambos
elementos de Z. Esto es una contradiccién. g

De este modo, los lemas 7 y 8 nos garantizan que, si tomamos un filtro Py-genérico Gy, entonces en el modelo
V1 := V5[Go] nuestro conjunto S’ donde definimos la d-sucesién de la construccion 5 sigue siendo estacionario. Sin
embargo, en esta ocasién algunas cardinalidades han cambiado. Recordemos un par de hechos importantes:

Teorema 9

(1) Si 0 es un cardinal reqular y P es un preorden con la 0-c.c., entonces P preserva cardinales y cofinalidades
>0.

(i) Si 0 es un cardinal reqular y P es un preorden 0-cerrado, entonces P preserva cardinales y cofinalidades < 6.

DEMOSTRACION:

(¢) [Kunen 2006, Chapter VII, §6, Lemma 6.9, p. 213].
(i) [Kunen 2006, Chapter VII, §6, Lemma 6.15, p. 215].

O

Ahora, notemos que Pg claramente es Ni-cerrado, por lo cual preserva cardinales y cofinalidades < W;. Por

otra parte, como el lema 8 garantiza que Py tiene la Ny-c.c., entonces este preorden también preserva cardinales y

cofinalidades > No. Entonces, P de hecho preserva todos los cardinales y las cofinalidades, de modo que V; tiene los

mismos cardinales que Vj, pero ahora Ny tiene N3 subconjuntos. Como enseguida mostraremos, nuestra d-sucesion
lo seguira siendo en V;. Asi, hemos obtenido el modelo V; el cual satisface

Vi 2% = 2% = 2% = Ry ey,

y aun resta forzar por ultima vez para colapsar N;.



Proposicién 10 La sucesion <D5|5 € Sy sigue siendo una &-sucesion en Vi.

DEMOSTRACION: Sean X un P-nombre y p € Py tal que
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plF “x C N5 es no acotado
Basta demostrar que el conjunto
{g€Pol(g<p)A(glF “(3d € ' Nlim(wy))(Ds € X)")}

es denso por abajo de p. De manera andloga a como se hizo en la demostracion del lema 8, fijemos un submodelo
elemental M < (H(x), €) con [N| = Na, que sea cerrado bajo subconjuntos de cardinalidad < Ry y tal que p, Py, X e
N. Enumeremos los miembros de PyNT que estan por debajo de p, mediante la sucesion (pa}a < wa). Definimos una
estructura 9 para el lenguaje £ con universo Ry y tal que a <* f <= p, > pg, y R(a,z) <= po IF ‘o € X",
Como X¢ es no acotado en V1, es facil ver que se cumple ¢(9). Esto nos permite concluir que el conjunto

§" = {a € §'Mq = M | a < M} Nlim(wy) es estacionario. Tomemos un o € S”. Entonces tenemos que
Do =A{&n <w}eon & <&y <a= U & NE <0l y NE R(1S,£Y). De esta forma, haciendo
n<w

gy = Pya, tenemos una sucesién decreciente (por la definicién de <*,) de condiciones en Py, (qg’n < w) tales que

7ol | Y S X”. En este punto, observemos que Py es R;-completo, lo cual implica que hay una ¢* € Py tal que
(Vn <w)(@* < ¢%), luego (Vn < w)(¢® IF “¢% € X7) y eso significa que ¢ IF “D, C X”, y ciertamente ¢ extiende

anp. O
Asi, en V; seguimos teniendo nuestra &-sucesion. Atn hace falta forzar por tltima vez para colapsar X;. Tomemos
Py := Fn(Rg,N;) el colapso de Lévy para N;. Esta es una nocién de forzamiento que satisface |P1| = Ry (pues

esencialmente, P; = w). Esto implica que P; es Ra-c.c., de modo que forzar con Py deja los cardinales > Ry sin
cambios. De esta forma, si Gy es algun filtro P;-genérico en Vi, tomaremos V, := V1[G4] y tendremos que NYl es
numerable en V5, lo cual implica que N¥1 = NYz, oMo? — N — Ngl = N‘Q/Q, por lo cual V5 F 2% = Ry, es decir,
Vo E =HC. Tan sélo resta ver que V; F &, lo cual se sigue del hecho de que nuestra &, -sucesién de la construccién 5
lo sigue siendo en V5 (en cuyo caso, dado que N;/ T = NYQ, nuestra sucesién pasa a ser en verdad una é&e-sucesién).
Pero esto serd inmediato del siguiente lema.

Lema 11 En Vs, todo X C Xy no acotado incluye un “viejo” conjunto no acotado de Ns.

DEMOSTRACION: Agarremos un [Pi-nombre X para un subconjunto no acotado de Né/l = N}/z, y p € Py tal
que p IF “X es no acotado en Ny, Asi, para cada @ < ws hay un nimero ordinal 7(a) y un ¢(a) < p de tal suerte
que g(a) IF “(Ng > 7(a) > a) A (7(a) € X)”. Dado que |P1] = Ny, por el principio de las casillas debe de haber
R, distintos as tales que sus respectivos g(«) coinciden, digamos que en g(x). Sea X’ := {r(a)|q(x) = q(a)} € V1,
luego X' es claramente no acotado, de modo que ¢(*) < py q(x) IF “X’' C X A X’ es no acotado”, lo cual implica
que X’ es no acotado en R, en V1, y que X' C X en Vs. O

De esta forma, Py preserva estacionarios (por la Na-c.c) y ademds preserva a nuestra -sucesién, ya que para
adivinar un nuevo conjunto basta adivinar uno viejo.
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