CAPITULO 1

Un problema de algebra que resulté indecidible

David J. FerndndezBretén *
Instituto de Matemdticas UNAM, campus Morelia
Universidad Michoacana de San Nicolds de Hidalgo
1. Introduccién

Un resultado bastante célebre es aquél conocido como segundo teorema de in-
completitud de Godel. Lo que este resultado afirma es, en esencia, que en cualquier
sistema axiomatico “suficientemente fuerte”, necesariamente habra proposiciones
indecidibles (es decir, proposiciones que no son demostrables ni refutables dentro
del sistema). En particular, en un sistema axiomético tan fuerte como lo es ZFE,
es decir, los axiomas de Zermelo-Fraenkel con axioma de eleccién, necesariamente
han de existir proposiciones indecidibles. Sin embargo, la construccion de Godel
consistio basicamente en elaborar, dentro del sistema, una proposiciéon que en cierto
sentido afirmara de si misma que no es demostrable. En virtud de ello, uno podria
pensar que toda proposicién indecidible resulta ser demasiado “artificial”, tal y
como la que construyé Godel (y hay sistemas axiométicos en los cuales todas las
proposiciones indecidibles que hasta la fecha se conocen, son de este tipo). Es
a causa de esto que resulta importante hallar ejemplos de proposiciones indecidi-
bles que no parezcan tan artificiales, que si “tengan cara” de ser proposiciones
mateméticas genuinas. Una de estas proposiciones es la hipétesis del continuo?,
denotada por HC, que asegura que ¢ = 2¥ = w;. Hay varios otros ejemplos en
diversas areas de la matematica, tales como la topologia de conjuntos o el anélisis
matematico. Conocer este tipo de proposiciones arroja nueva luz sobre la relacién
entre la matematica y la légica, y sin duda nos permite conocer mas de cerca las
limitaciones del método axiomatico. En esta ocasiéon presentamos cierta proposicion
del algebra, junto con la demostraciéon de que ésta es indecidible, con lo cual se haré
patente que ni siquiera areas como el dlgebra se libran de “sufrir” las consecuencias
del segundo teorema de incompletitud de Godel.

Poco se requiere para comprender esta nota, apenas lo que se cubre en cualquier
curso estandar de teoria de grupos. Por el lado de la teoria de conjuntos, ain
cuando no se conozcan los axiomas de Zermelo-Fraenkel, basta “tener fé” en que
estos axiomas, junto con las reglas de la légica, permiten implementar cualquier

LQuisiera agradecer a Rail Escobedo Conde por invitarme a presentar el contenido de este
articulo en un minicurso que fue impartido del 16 al 18 de diciembre de 2009 en la Facultad de
Ciencias Fisico Matematicas de la Benemérita Universidad Auténoma de Puebla.

2De hecho, esta es histéricamente la primera proposicién de este tipo que fue considerada
por la comunidad matemaética. Para demostrar la indecidibilidad de esta proposicién, Paul Joseph
Cohen desarroll6 la técnica del forzamiento, lo que le valié ser galardonado con la Medalla Fields
en 1966, la tunica Medalla Fields de la historia que ha sido otorgada por un trabajo en légica
matematica.
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92 1. PROBLEMA DE ALGEBRA INDECIDIBLE

razonamiento de los que comunmente realiza un matematico al confeccionar sus
demostraciones. Lo que si es indispensable es conocer de cerca a los nimeros ordi-
nales y el principio de induccién transfinita (ambos estdn muy bien explicados en
[4]). También se requiere creer que los axiomas adicionales a ZFE que utilizaremos
aqui, son efectivamente consistentes con el resto de ZFE, es decir, que anadir di-
chos axiomas no arrojard contradicciones. Esto puede demostrarse rigurosamente,
pero es preciso conocer muy de cerca la teoria de conjuntos, asi como la logica
involucrada. Para el lector interesado, es ampliamente recomendable consultar [6].
También se recomienda revisar [3, Capitulo I], donde los mismos resultados que se
presentan aqui son detallados con mucha mas precisién, para el lector que desee
profundizar en el tema.

2. Recordatorio: Hechos béasicos acerca de grupos abelianos

A lo largo del presente articulo, la terminologia referente a la teoria de con-
juntos es estdndar. Un ntmero ordinal es un conjunto transitivo (es decir, un
conjunto que estd contenido en su propio conjunto potencia) que estd bien orde-
nado por la relacién €; es decir, cada nimero ordinal es exactamente el conjunto
de numeros ordinales menores a él. Ord denota a la clase de los nimeros ordi-
nales. Un numero cardinal es un nimero ordinal que no es equipotente a ninguno
de los ordinales menores a él, y a la clase de los niimeros cardinales la denotamos
por Card. El axioma de eleccién implica que todo conjunto X es equipotente a
algiin ntmero cardinal (el cual necesariamente ha de ser tnico), que denotamos por
|X|. La sucesién de nidmeros cardinales se define, por induccién transfinita, de la
manera siguiente: w = wy = |N|, y si ya conocemos w,, entonces wq+1 s el minimo
cardinal que como ordinal es mayor que w,; finalmente, si « es un ordinal limite y

conocemos a wg para todo ordinal 8 < a, entonces w, = sup wg. En ocasiones se
B<a
denota a w, por N, teniendo de esta forma dos simbolos distintos para el mismo

objeto matematico, en el presente trabajo no utilizaremos esta ultima notacién. A
continuacién comenzaremos a recordar los principales resultados acerca de grupos
abelianos que utilizaremos en lo sucesivo.

DEFINICION 2.1. Un grupo abeliano A es libre si tiene una base, es decir,
un subconjunto X C A tal que (X) = A (es decir, X genera a A) y siempre que

n

Zmixi =0, paramy,...,my € Z,y x1,...,T, elementos distintos de X, entonces

i=1

(Vi € n+1\{0})(m; =0) (es decir, X es Z-linealmente independiente).
Equivalentemente, X C A es una base si y s6lo si cumple con la propiedad uni-

versal de los grupos abelianos libres: dado cualquier grupo abeliano B y cualquier

funcién f : X — B, existe un unico morfismo de grupos f : A — B que hace

conmutar el siguiente diagramas:

X——= 4
[

7 \‘Ila!f
B

La siguiente es una de las caracterizaciones mas ttiles de los grupos abelianos
libres.
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DEFINICION 2.2. Sea 7 : A — B un morfismo de grupos abelianos. Decimos
que 7 se escinde si existe un morfismo p : B — A (llamado la escisién de ) tal
que mp = idp.

Es decir, 7 se escinde sii tiene una inversa derecha en la categoria de grupos
abelianos. Notese que, si 7 se escinde con escisién p, entonces necesariamente m
serd epimorfismo y p serd monomorfismo.

TEOREMA 2.3. Un grupo abeliano A es libre <= todo epimorfismo con rango
A se escinde.

DEMOSTRACION:

=-: Supdngase que A es libre, digamos que con base X, y seam: B — A
un epimorfismo. Para cada z € X seleccionamos un b, € B tal que
m(by) = x, luego por la propiedad universal de los grupos abelianos libres,
hay un tdnico p : A — B tal que (Vx € X)(p(z) = b,), es claro que p es
escision para 7.

<: Consideremos un grupo libre F' con una base de la misma cardinalidad
que A, X = {xa‘a € A}. Sea, por la propiedad universal de los grupos
abelianos libres, m: F — A el tinico morfismo tal que (Va € A)(m(x,) =
a). Por hipétesis, hay una escisién p : A — F para m, misma que debe
de ser inyectiva. Luego A es isomorfo a un subgrupo de F' y por lo tanto,
por el teorema que a continuaciéon enunciaremos, A es libre.

O

A continuacién listamos algunas propiedades importantes y bésicas (suelen
verse en cualquier curso estdndar de dlgebra) de los grupos libres, que nos serén
utiles mds adelante (de hecho, ya utilizamos una de ellas). Recordemos que un
grupo es libre de torsién si todos sus elementos son de orden infinito (a los ele-
mentos de orden finito en un grupo A se les conoce como los elementos de torsion,
y forman un subgrupo denotado por tor(A)).

PROPOSICION 2.4.

(¢) Un subgrupo de un grupo abeliano libre es libre.
(i¢) Un grupo abeliano finitamente generado y libre de torsién es libre.
(#i7) Sean A grupo abeliano y B < A tal que tanto B como A/B son libres.
Entonces A es libre, més atn, toda base de B se extiende a una base de
A,y A= (A/B) @ B.

Resulta interesante mencionar que la demostracién de la Proposicién 2.4 (i)
requiere por necesidad del axioma de elecciéon para ser demostrada.

Finalmente, para cerrar esta seccion, ofrecemos la prueba de un resultado que,
posteriormente, resultard tan 1til como la técnica utilizada para demostrarlo.

DEFINICION 2.5. Consideremos una sucesién de conjuntos (Ag’ﬁ < a), para
algin o € Ord.

(7) Diremos que la sucesién es una cadena si (V3,7 € Ord)(8 < v < a =
Ag - A,y).
(#4) Diremos que la cadena es suave si para cada ordinal limite 8 < a, se
tiene que Ag = (J A,.
y<B
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(7i7) Diremos que la cadena es estricta si para cada 8 € Ord tal que 8 +
1 < a, se cumple Ag # Agy1. Equivalentemente, si reemplazamos las
contenciones C en la parte (i) por contenciones propias C.

(iv) Finalmente, diremos que se trata de una cadena de grupos si los Ag
son grupos para todo 8 < a, y en tal forma que para 8 < 7 < « se tiene
que Ag < A,.

TEOREMA 2.6. Sea (Aﬂ’ﬁ < ) una cadena suave de grupos tal que Ay es libre
y para cada S € Ord que satisface 8 + 1 < «, se cumple que Agyq1/Ag es libre.

Entonces, A = |J Ag es libre. Mds atin, para cada § < a, A/Ag es libre.
B<a

DEMOSTRACION: Sea X, base de Ay. Construiremos por induccién transfinita una
cadena suave de conjuntos <Xg|ﬂ < «) tal que para cada § < a, Xg serd base de
Ap. Si conocemos Xpg, entonces en particular Ag serd libre y, dado que Agy1/Ag
es libre, la Proposicién 2.4 (i4i) nos asegura que Agiq es libre y que tiene una
base X311 que es extension de Xg. Ahora, supongamos que 5 < « es un ordinal
limite, y que conocemos X, para todo v < 5. En este caso, dado que por hipétesis

la cadena de grupos es suave, tendremos que Xz = |J X, serd una base para
v<B
Ag = UB A,. Finalmente, notemos que, una vez construida la cadena (X ﬁ’ B < a),
<
entonces X = |J X serd una base para A = |J Ag y por consiguiente A sera
B<a B<a
libre; mds atn, es claro que, para cada 8 < «, {x + A5|x € X \ X3} serd una base
para A/Ag. O

3. El problema de la extension

DEFINICION 3.1. Sean A, B y G grupos abelianos. Diremos que G es una
extensién de A por medio de Bsi A< Gy G/A% B.

Obsérvese que G es (isomorfo a) una extension de A por medio de B sii existen
un monomorfismo ¢ : A — G y un epimorfismo 7 : G — B tales que la sucesién

(0) A>G—">B (0)

es exacta corta.

Si tenemos A, G grupos abelianos con A < G, entonces hay un tnico B tal que
G es una extensién de A por medio de B, a saber, B = G/A. El problema de la
extension plantea la pregunta reciproca: Dados A y B grupos abelianos, determinar
todas las posibles extensiones de A por medio de B. Nétese que al menos hay una
de estas extensiones, la suma directa A@® B. Pero puede haber varias: por ejemplo,
Z es una extension de 27 por medio de Z/27Z, pues la siguiente sucesién es exacta
corta,

(0) 27, ¢ 7 —>1L/2Z (0)

pero es claro que Z % 27 @ Z /27, pues el miembro derecho tiene torsién, mientras
que Z es libre de torsién.

Desde luego, sélo nos interesa caracterizar hasta isomorfismo las extensiones de
A por medio de B. Por ello, si G y G’ son dos de tales extensiones, es decir, si hay
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monomorfismos ¢ : A — G, : A — G' y epimorfismos 7 : G - B, «' : G’ - B
tales que ambas sucesiones

(0) A—=G—">B (0)

(0) A "B (0)

son exactas cortas, entonces

DEFINICION 3.2. Diremos que G ~ G’ (G es isomorfo como extensién de
A por medio de B a (') si existe un isomorfismo 1 : G — G’ tal que el siguiente
diagrama conmuta:

A , U o B

G/

Es facil ver que la relacién ~ es de equivalencia, y es una relaciéon més fuerte
que solo el “ser isomorfo”. Baer definié una operacién binaria entre las clases de
equivalencia de estas extensiones, dotando al conjunto cociente de estructura de
grupo. Este grupo se denota por Ext(B, A), y su elemento neutro resulta ser justa-
mente la clase de equivalencia de A @ B. El siguiente teorema resulta fundamental
para el estudio del problema de la extensiéon que realizaremos durante el presente
articulo.

TEOREMA 3.3. Sea A un grupo abeliano. Entonces, las siguientes afirmaciones
son equivalentes:
e Ext(A,Z) es el grupo trivial.
e Todo epimorfismo 7 : B — A tal que ker 7 es ciclico infinito se escinde.

DEMOSTRACION: Supongamos la primera condicién, y sea 7w : B — A un epimor-
fismo tal que ker m = Z. Esto quiere decir que la sucesion

(0) 7= B—"> A (0)

es exacta, y entonces por hipdtesis ha de tenerse que B =2 A & Z. Esto au-
tomdticamente implica que 7 se escinde (esencialmente, B = A x Z, entonces
a — (a,0) funciona como escisién para ).

Reciprocamente, si la segunda condicién se cumple, entonces si B es una ex-
tensién de Z por medio de A ello significa que

(0) 7 >B—" A (0)

es exacta corta, por hipdtesis esto implica que 7 se escinde y por lo tanto, un hecho
conocido en teoria de los grupos abelianos nos garantiza que B =~ A & Z. (Il

DEFINICION 3.4. Si A es un grupo abeliano que cumple con cualquiera de
las dos (y consecuentemente con las dos) equivalencias del teorema anterior, se le
denominard un W-grupo.
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Recordemos que los grupos abelianos libres son exactamente aquellos grupos
abelianos A que escinden a todo epimorfismo w : B — A. En particular, los
grupos abelianos libres A escinden a todo epimorfismo m : B — A con nucleo
ciclico infinito. Eso es el contenido del siguiente corolario.

COROLARIO 3.5. Todo grupo abeliano libre es un W-grupo. O

El problema de Whitehead consiste en decidir si se cumple el reciproco del
corolario anterior. Es decir, ;se cumple que todo W-grupo es libre? A continuacién
analizaremos la solucién que dio Shelah al problema de Whitehead. En primer
lugar, desarrollaremos bastante teoria que entrelaza el estudio de los W-grupos con
el de la teoria de conjuntos, dejando todo listo para finalmente demostrar que el
problema de Whitehead es indecidible. Comenzaremos por enunciar un importante
teorema, que no demostraremos aqui® por requerir una gran cantidad de &lgebra
homolégica (y porque creo que en este caso es mucho mds interesante mostrar las
relaciones del problema de Whitehead con la Teorfa de Conjuntos).

TEOREMA 3.6.

(i) Todo subgrupo de un W-grupo es un W-grupo.
(#4) Todo W-grupo es libre de torsién.

(73t) Si A < B, en donde B es un W-grupo pero B/A no es un W-grupo,
entonces existe un morfismo de grupos abelianos 1) : A — 7Z que no puede
extenderse a un morfismo con dominio B (i.e. todo morfismo ¢ : B — Z
es tal que p [ A # ).

O

3.1. W-grupos numerables. Ahora nos encaminaremos a demostrar que, en
el caso de los grupos numerables, si se cumple que todo W-grupo es libre.

DEFINICION 3.7. Sea A un grupo abeliano libre de torsién y B < A.
(i) Decimos que B es puro en A si A/B es libre de torsién.
(74) Definimos la cerradura pura de B en A como el conjunto

C.P.(B)={a € A|(3n € Z\{0})(na € B)}.

Es facil ver que C.P.(B) es un subgrupo puro de A: si a,b € C.P.(B) entonces
hay n,m € Z\ {0} tales que na,mb € B, luego (nm)(a — b) = m(na) — n(mb) €
B, y por consiguiente ¢ —b € C.P.(B). Por lo tanto, C.P.(B) < A. Ahora, si
x+ C.P.(B) € A/C.P.(B) es un elemento de torsién, esto quiere decir que hay
un n € N con nx + C.P.(B) = n(z + C.P.(B)) = C.P.(B), luego nx € C.P.(B) y
por tanto, hay un m € Z\ {0} tal que (mn)x = m(nz) € B, luego = € C.P.(B)
y la parte de torsiéon de A/ C.P.(B) es trivial. De hecho, C.P.(B) es el subgrupo
puro méas pequeno de A que contiene a B: Si B C C < A es otro subgrupo puro
en A, y a € C.P.(B), entonces hay un n € Z \ {0} tal que na € B C C, luego
C =na+ C =n(a+ C) y por consiguiente, a + C es un elemento de torsién en
A/C, el cual es por hip6tesis libre de torsién y por consiguiente a + C = C, lo que
implica a € C y luego C.P.(B) C C.

Aunque B sea finitamente generado, no necesariamente C.P.(B) lo es. Por
ejemplo, considérese el grupo (libre de torsién) Q. En él, Z = (1) es finitamente
generado. Pero es ficil comprobar que C.P.(Z) = Q, y es bien conocido el hecho

3Para el lector interesado, es conveniente consultar [3, Capitulo I, Teorema 1.7, pp. 26-27] o
[2, Seccién 3, pp. TT7-779].
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de que Q no es finitamente generado (si ay /by, ...,a,/b, € Q,con ay,...,a, €EZy
bi,...,b, € N; entonces basta tomar un nimero primo p que no divide a by, ..., b,
y es inmediato comprobar que 1/p & (a1/b1,...,a,/byn)).

Sin embargo, en el caso cuando A es un grupo libre abeliano, A es libre de
torsién, y entonces si B < A es finitamente generado, tenemos que C.P.(B) es
finitamente generado. En efecto, siendo A libre entonces B lo es. Si X es base para
Ay {b1,...,b,} es base para B, de tal forma que cada b; = m; 1x1 + ... + m; Tk

con z1,...,x5 € X y m;; € Z (posiblemente algunos m; ; = 0), entonces para
cada 1 < ¢ < n sea I; el mdximo comuin divisor de {m;1,...,m;xr}. De esta
manera, si para cada 1 < ¢ < n definimos y; := (m;1/l)z1 + -+ (M /l)zk, €s
facil comprobar que C.P.(B) tiene a {y1,...,yn} como base. En particular, si A

es un grupo libre abeliano, entonces todo subgrupo finitamente generado B < A
estd contenido en un subgrupo puro finitamente generado (como acabamos de ver,
C.P.(B) testifica esto). El siguiente teorema nos proporciona una reciproca parcial
(para grupos numerables) de lo que acabamos de afirmar.

TEOREMA 3.8 (Criterio de Pontryagin). Sea A un grupo abeliano numerable
libre de torsién tal que todo subgrupo finitamente generado de A esta contenido en
un subgrupo puro en A que es finitamente generado. Entonces, A es libre.

DEMOSTRACION: Sea A = {an‘n < w}. Definimos por induccién una cadena suave
(Bn|n < w) de subgrupos puros finitamente generados de A. En primer lugar,
By = (0). Si ya conozco B, sea B,41 un subgrupo puro finitamente generado de
A que contenga a (B, U{a,}). Es claro que |J B, = A. Ahora, al ser B,, puro en
n<w
A, ello implica que A/B,, es libre de torsién. Por tanto, Byy1/B, < A/B,, es libre
de torsién, ademas de ser finitamente generado ya que B,.1 lo es. Por lo tanto,
por la Proposicién 2.4 (ii), B,+1/B, es libre para todo n < w; como ademds By es
libre (con base @), el Teorema 2.6 nos asegura que A es libre. (]

En adelante, como una cuestién de notacién, siempre que tengamos un grupo
abeliano B, m denotard la primera proyecién 7 : B x Z — B, es decir, (b,n) — b,
para todo (b,n) € B X Z.

DEFINICION 3.9. Sea B un grupo abeliano. Un (B,Z)-grupo es un grupo C
tal que su conjunto subyacente es B x Z y tal que w : C' — B es morfismo de
grupos abelianos, amén de que (Vm,n € Z)((0,n) + (0,m) = (0,m + n)).

Para un grupo abeliano B, el ejemplo mads sencillo de un (B, Z)-grupo es B®Z.
Lo importante de esta definicién, es que si se logra encontrar un (B, Z)-grupo C
tal que m : C — B no se escinde, se habra demostrado que B no es un W-grupo,
pues kerm = (0) x Z = Z.

LEMA 3.10. Sea C un (B,Z)-grupo tal que 7 : C' — B se escinde. Entonces,
C = B ® Z. Més ain, puede construirse el isomorfismo ¢ : C — B @ Z de modo
que preserve tanto a m como a su escisién p : B — C, en el sentido de que los dos
siguientes diagramas conmutan:
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en donde la inclusién B < B @ Z del primer diagrama es la evidente b — (b,0);
y las dos 7w del segundo diagrama son la misma, vistas como funciones entre los
conjuntos subyacentes.

DEMOSTRACION: Observemos primero un par de propiedades importantes que sa-
tisface todo (B, Z)-grupo C. En primer lugar, ain sin saber cuél es la operacién
de grupo para C, el hecho de que 7 : C — B sea morfismo implica que, para cada
(b,n), (c,m) € C, (b,n) + (¢,m) = (b+ ¢, k) para algin k € Z. Més atn, (0,0) es
el elemento neutro de C ya que (0,0) 4+ (0,0) = (0,0). Por ultimo, tenemos que,
para cada b € B, p(b) = (b,n) para algin n € Z, debido a que w(p(b)) = b. Sea
Y : B&Z — C definido por ¢(b,n) = p(b)+(0,n). En efecto ¢ es un morfismo por
la definicién de (B, Z)-grupo (¥((b,n)+(c,m)) = ¥(b+c,n+m) = p(b+¢)+ (0,n+
m) = p(b)+p(c)+(0,n)+(0,m) = 1 (b,n)+1(c,m)). Ademds, ¢ es monomorfismo,
pues si ¥(b,n) = ¥(c, m), esto quiere decir que p(b) + (0,n) = p(c) + (0,m), lo cual
implica que p(b — ¢) = (0,m — n), luego la primera entrada de p(b — ¢) (que como
hicimos notar arriba, es justamente b — ¢) es igual a 0, i. e. b = ¢. También
se sigue que (0,m —n) = p(0) = (0,0) y por tanto m = n. Asi, ¢ es inyectiva.
Ahora, para ver que 1 es suprayectiva, tomemos un (b,n) € C. Sea m € Z tal que
(0,m) = (b,n) — p(b). Entonces, (b,m) = p(b) + (0,m) = (b,n) y v es, por tanto,
un isomorfismo cuya inversa ¢ claramente satisface lo pedido. O

Lo que nos estd diciendo el Lema 3.10, es que siempre que C sea un (B,Z)-
grupo cuya proyeccion m : C' — B se escinde, entonces esencialmente podemos
suponer sin pérdida de generalidad que C' es en realidad B @ Z y que la escisién
p: B — B ®Z viene dada por p(b) = (b,0). Utilizaremos esto para demostrar el
siguiente resultado.

LEmA 3.11. Sean B < A, con A un W-grupo y tal que A/B no es W-grupo.
Sea C un (B,Z)-grupo y p una escisién para w : C — B. Entonces, existe un
(A,Z)-grupo D que es extension de C' tal que p no puede extenderse a una escisién
para w: D — A.

DEMOSTRACION: Por el Lema 3.10, podemos suponer que C = B® Z y (Vb €
B)(p(b) = (b,0)).Sea D = A @ Z. Por el Teorema 3.6 parte (iii), sea ) : B — Z
el morfismo de grupos abelianos que no puede extenderse a uno con dominio A.
Definimos 7 : C — D como (b, n) = (b,n 4 1(b)). Supongamos que & : A — D
es una escision para : D — A tal que & | B = vp. Sea ¢ = 156 : A — 7.
Entonces, para b € B, tenemos que ¢(b) = mz5(b) = mzyp(b) = mz(v(b,0)) =
77(b, (b)) = 1¥(b), y por lo tanto ¢ es una extensién de v, lo cual es contradictorio.
Por lo tanto, no existen tales 6. Si v fuera una inclusién, habriamos terminado. En
caso de que no lo sea, definimos f : D —s A X Z como

_Jn); b¢ B
fbm) = {(b,n—w(b))§ be B.

Es facil ver que f es una biyeccién, ademds, fv : B X Z — A X Z es inyectiva.
Definimos D como el grupo cuyo conjunto subyacente es A X Z dotado con la
estructura de grupo que hace de f un isomorfismo (i.e. (Vu,v € A X Z)(u+v =
F(f~Y(u) + f~1(v)))). Luego, D es una extensién de C, y no hay escisiones o :
A — D paraw: D — B que extiendan a p: B — C. (]
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El siguiente teorema fue demostrado por Stein en 1951. Existen demostra-
ciones mas sencillas, pero esta nos servira como modelo para generalizar al caso de
cardinalidad w;.

TEOREMA 3.12. Todo W-grupo numerable es libre.

DEMOSTRACION: Sea A un W-grupo. Entonces, A es libre de torsién (por el Teo-
rema 3.6 (i7)). Bastard con ver que se satisface el criterio de Pontryagin. Suponga-
mos que esto no ocurre, es decir, que hay un By < A finitamente generado que no
estd contenido en ningun subgrupo puro finitamente generado de A. En particular,
si B = C.P.(By), entonces B no serd finitamente generado. Por consiguiente, B es
la unién de una cadena estricta de grupos finitamente generados (Bn|n < w). Por
la definicién de cerradura pura, B/ By es de torsién. Construiremos una cadena de
grupos estricta <C’n‘n < w) tal que cada C,, es un (B, Z)-grupo libre de torsién, y

tal que 7 : C = |J C,, — B no se pueda escindir. Sea S un conjunto finito de
nw
generadores de By. Afirmamos que todo morfismo de grupos abelianos p : B — D

con codominio libre de torsién estd completamente determinado por sus valores en
S: Si b € B entonces hay un n € Z \ {0} tal que nb € By, y p(nb) si estd determi-
nado por los valores de p en S; al ser D libre de torsién, p(b) es la tnica solucién
de la ecuacién nX = p(nb). Asi, sean {g,|n < w} todas las funciones que van de
S en B x Z. Definimos Cy como By @ Z. Una vez que ya conocemos Cp,, hay dos
casos:

1: Si g, puede extenderse a una escisiéon p para 7 : C,, — B, entonces,
debido a que el grupo B,+1/B, = (Bnt+1/Bo)/(Bn/Bo) es de torsién,
luego Bj+1/Byn no es un W-grupo, Bp41 lo es y C), es un (B, Z)-grupo
tal que 7 : C,, — B,, se escinde, por lo tanto por el Lema 3.11 existe un
(Bn+1,Z)-grupo, al cual definimos como Cy,41, que es extensién de C,, y
tal que p no se extiende a una escision para 7 : Cpy1 —> Bpi1.

2: En caso contrario, tomamos p como cualquier escision para 7 : C, — B,
(hay al menos una dado que B,, es finitamente generado y libre de torsién,
luego es libre); y, dado que nuevamente B,,11/B, no es un W-grupo al
ser de torsidn, entonces podemos definir, como en el caso anterior, a C), 1
como un (Bj,41,Z)-grupo extensién de C,, tal que p no puede extenderse
a una escision para 7w : Cpp 1 — Bpy1.

Asi, tendremos que 7 : C = |J C,, — B no se escinde, pues si lo hiciera

n<w

mediante p : B — C, entonces (In < w)(p | S = gn), luego p | B, serd una
escisién para 7 : C,, — B, que extiende a g, y que se extiende a una escisién
para w : Cpy1 — Bpy1 (asaber, p | B,y1), lo cual contradice a la construccién de
los C),. De esta forma, concluimos que B no es un W-grupo, y deberia serlo al ser
subgrupo de un W-grupo por el Teorema 3.6 (7). Esto es una contradiccién. |

3.2. W-grupos de cardinalidad w;. Ahora deseamos generalizar estos ra-
zonamientos para W-grupos de cardinalidades mayores. Para tal fin, debemos ir
generalizando varias de las nociones que utilizamos anteriormente. En particular,
generalizaremos la nocién de ser “libre de torsiéon” y de ser “puro”.

DEFINICION 3.13. Sean k € Card, con x > w; y A un grupo abeliano.
(7) Decimos que A es s-libre si (VB < A)(|B| < k = B es libre).
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(i) Siendo A k-libre y B < A, decimos que B es k-puro en A si A/B es
k-libre.

Claramente, ser wi-libre, que significa que todo subgrupo numerable sea libre,
generaliza a la nocién de ser libre de torsién, la cual es equivalente a que todo
subgrupo finitamente generado sea libre. Similarmente, ser wi-puro generaliza a
la nocién de ser puro. De hecho, es inmediato que, para cada k, A\ € Card, con
wy < A < K, si A es k-libre entonces A es A-libre y libre de torsién, y por consiguiente
si B < A es k-puro entonces es A\-puro y también puro. Es por ello que afirmdbamos
que estas nociones generalizaban otras que se utilizaron anteriormente.

COROLARIO 3.14. Todo W-grupo es ws-libre.
DEMOSTRACION: Inmediato del Teorema 3.6 (i) y del Teorema 3.12. O

Lo que sigue a continuacion, es generalizar las hipdtesis del Criterio de Pon-
tryagin. Recordemos que dicho criterio asegura que todo grupo abeliano numerable
libre de torsién tal que todo subgrupo finitamente generado esta contenido en un
subgrupo puro finitamente generado es libre. En esta ocasion, la idea es reemplazar
“libre de torsién” por “wp-libre”, “puro” por “wi-puro”, y “finitamente generado”
por “‘numerable”’. Eventualmente, acabaremos por utilizar grupos de cardinalidad
w1, pero no necesariamente seremos capaces de demostrar que bajo estas condi-
ciones los grupos deben de ser libres.

DEFINICION 3.15. Sea A un grupo abeliano. Diremos que A satisface la con-
dicién de Chase si A es un grupo wy-libre tal que todo subgrupo numerable de
A esta contenido en un subgrupo numerable wi-puro en A.

Esta condicién lleva el nombre de Chase debido a que fue él quien demostro,
suponiendo la HC débil (es decir, 2¥ < 2¢1, una condicién de la cual la HC, 2 = wy,
es un caso particular), que todo W-grupo satisface esta condicién®. Nétese que, si
A satisface la condicién de Chase, entonces A satisface exactamente las hipdtesis
del criterio de Pontryagin (salvo la numerabilidad). Esto es, A es libre de torsién
(por ser ws-libre) y todo subgrupo B < A finitamente generado estd contenido en
un subgrupo finitamente generado puro en A. Pues si B es finitamente generado,
entonces es numerable. Luego, la condicién de Chase asegura la existencia de un
subgrupo numerable wi-puro (en particular, puro) en A que contiene a B, luego
C.P.(B) es a lo sumo numerable. Pero entonces, al ser A un grupo wy-libre, ha de
tenerse que C.P.(B) es libre, y B es un subgrupo de C.P.(B) que es finitamente
generado. Por lo tanto, la cerradura pura de B, calculada dentro de C.P.(B), ha
de ser finitamente generada. Pero dicha cerradura pura es exactamente C.P.(B),
luego C.P.(B) es finitamente generado, como queriamos demostrar. A continuacién
traduciremos la condicién de Chase en términos de cadenas transfinitas de grupos.

LEMA 3.16. Sea A un grupo abeliano de orden w;. Entonces, A satisface la
condicién de Chase <= A es la unién de una cadena suave de grupos libres

1De hecho, Chase le dio el nombre de “fuertemente Nj-libre” a esta condicién. Al parecer, la
demostracién original se encuentra en “On group extensions and a problem of J. H. C. Whitehead”,
pp- 173-197 de Topics in Abelian Groups, Scott-Foresman, 1963; articulo por demds dificil de
conseguir al ser un capitulo de un libro que actualmente estd fuera de imprenta. Sin embargo,
el articulo [5] contiene una demostracién (presumiblemente més sencilla que la de Chase) de este
mismo hecho.
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numerables (Aq|a < wy) tal que Ag = (0) y que para todo o < wy, Aqi1 es
wi-puro en A.

DEMOSTRACION:

=: Si A satisface la condicién de Chase, tomando A = {aa|a < wy}, defi-
nimos la cadena de los A, por induccién: Ay = (0), y si conocemos A,
entonces definimos A, 41 como un subgrupo numerable wy-puro de A que
contenga a (A, U {aq}); finalmente, si ya conocemos A, para todo v < a

y « es un ordinal limite entonces A, = |J A,.
y<a
«: Todo subgrupo numerable B < A esta contenido en alguno de los Ay41,

con o < wi.

O

A continuacién, presentamos el dltimo resultado de esta seccién, que realmente
es el resultado crucial para trabajar el problema de Whitehead en grupos abelianos
de orden w;p, y que serd de gran ayuda para demostrar que la soluciéon a este
problema es independiente de ZFE. Para ello, necesitaremos algunos conceptos de
teoria de conjuntos. Un conjunto cerrado y no acotado en w; es, como su nombre
indica, un subconjunto de w; que es no acotado, segiin el orden de los ordinales; y
que es cerrado de acuerdo a la topologia del orden en ws.

DEFINICION 3.17. Un subconjunto E C w; es estacionario si para cada C C
wy cerrado y no acotado, se tiene que FNC # @.

Una analogia muy ttil es imaginar a los subconjuntos de w; que contienen a un
cerrado y no acotado como conjuntos de medida 1, mientras que los estacionarios son
los conjuntos de medida positiva. Las propiedades mas elementales de los conjuntos
cerrados y no acotados, asi como de los estacionarios, se encuentran magistralmente
expuestas en [4, pp. 208-212]. En esta nota tunicamente se utilizara el hecho de
que la interseccién de dos conjuntos cerrados y no acotados vuelve a ser cerrado
y no acotado (y algunas consecuencias de este hecho, por ejemplo: la interseccién
de un estacionario y un cerrado y no acotado vuelve a ser estacionario; y todo
subconjunto de wy que contiene a un estacionario es también estacionario).

TEOREMA 3.18. Sea A un grupo abeliano que satisface la condiciéon de Chase, y
que por lo tanto es, por el Lema 3.16, la unién de una cadena suave de grupos libres
numerables (Aa’oz < wy) con Ag = (0) vy Aqt1 wi-puro en A para todo o < wj.
Sea

E = {o < wi|Aq no es wy—puro en A}

(nétese que E consta inicamente de ordinales limite). Entonces, A es libre <= E
no es estacionario en ws.

DEMOSTRACION:

<: Si E no es estacionario, sea <a5|5 < wi) la enumeracioén creciente de los
elementos de un conjunto cerrado y no acotado C' tal que CNE =g,y
consideremos los grupos Bg = A, ,. Entonces, tendremos que, al ser C' un
cerrado, (Bg ‘ B < wq) serd una cadena suave de grupos, cuya unién, debido
a que C es no acotado, es A. Al ser CNE = @, tenemos que Bg es wi-puro
en A, para todo 8 < wy, por lo tanto A/Bg es wi-libre. Entonces, siendo
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Bg4+1 numerable, podemos concluir que para todo 8 < w1, Bgy1/Bg es
libre. Dado que 0 ¢ F, sin perder generalidad se puede cambiar C por
C'U{0} y suponer que By = Ay = (0). De esta forma, el Teorema 2.6 nos
permite asegurar que A es libre.

=-: Supongamos que A es un grupo abeliano libre con base X. Construi-
remos por induccién transfinita una cadena suave (X, | < wi) de sub-
conjuntos de X y una funcién normal f : w; — w; tal que para cada
a < wi, X, serd una base de Af(,). Ponemos Xg = @y f(0) = 0. Para
el caso cuando o < w; es un ordinal limite y conocemos Xg para todo
B < «a, basta poner X, = |J Xy fla) = sup{f(ﬂ)’ﬂ < a}, de modo

B<a
que X, serd una base de Ay, = |J Ajf(g). Ahora, si ya conocemos X,
B<a

para o < wi, tomemos un subconjunto a lo sumo numerable Y, C X tal
que X, € Yy, y 09 € Ord tal que Yy C A,,, a continuacién tomamos otro
subconjunto a lo sumo numerable ¥; C X tal que A,, C (Y1), y asi por
induccién obtenemos una cadena (Y;,|n < w) de subconjuntos numerables
de X que contienen a X, y una sucesién creciente de ordinales (0, [n < w)
mayores que f(«) tales que para cada n < w, se tiene que Y,, C A, C
(Yng1). Sihacemos Xai1 = U Yoy fla+1) =sup{on|n < w}, entonces

n<w
Xaq1 serd base de Ajoiny = U As, = U (Ya).
n<w n<w

De esta forma, esa cadena nos dice que E no es estacionario en wy
debido a que para cada a < wi, al ser A/Ag,) grupo libre con base
{z + Af(a)‘x € X \ Xo}, en particular es wy-libre y por lo tanto Ay
seré wi-puro en A, por lo cual {f(a)|a < wi } serd un conjunto cerrado y
no acotado que no intersecta a FE.

4. “Todo W-grupo es libre” es consistente

A continuacién, veremos que hay un modelo de ZFE en el cual se cumple que
todo W-grupo de cardinalidad w; es libre. De hecho, habremos de tomar un mo-
delo para V =L, el axioma de constructibilidad. En este momento, no resulta
demasiado importante saber qué es exactamente lo que afirma dicho axioma. La
importancia del axioma V = L radica en que, si encontraramos una contradiccion
en la teoria ZFE +V = L, esta contradicciéon puede traducirse a una contradiccion
en ZFE. Es por ello que, suponiendo que ZFE es consistente (una suposicién in-
demostrable bésica para todo matematico, posiblemente el tnico articulo de fe
que debe defender cualquier matemédtico), tendremos que ZFE +V = L también lo
serd. Y, por consiguiente, toda consecuencia del axioma V = L también serd con-
sistente con ZFE, lo cual significa que en ZFE jamads seremos capaces de elaborar
una refutacion del enunciado en cuestion.

Por ejemplo, la hipétesis generalizada del continuo, HGC (es decir, la afirmacién
de que para todo a € Ord se satisface que 2“¢ = w,11) es una de las consecuen-
cias mas famosas de V = L. Los detalles mas bésicos acerca de este axioma se
encuentran en [1, Capitulo II, §1-5; pp. 56-85].
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Formulemos ahora el principio que nos permitird probar el resultado deseado
acerca de los grupos de Whitehead. Para x € Card regular y F un subconjunto
estacionario en &, el principio combinatorio conocido como < (E) asegura que hay
una sucesion (Sa{a € E) con S, C « para todo a € F y tal que dado cualquier
X C K, el conjunto {a € E’X Na = S,} es estacionario en k. A Og(k) se
le conoce simplemente como <y, a &y, se le denota simplemente como <. Este
principio combinatorio es un principio de adivinanza, pues la sucesién de los
S, funcionan como una especie de “prediccién” de lo que serd el segmento inicial
X N« de cualquier conjunto X C k; el principio ¢, (S) asegura que estas “predic-
ciones” son correctas en un conjunto estacionario, es decir, en un conjunto que no
es precisamente pequeiio (recuérdese la analogfa con los conjuntos de medida posi-
tiva). El siguiente teorema es la consecuencia mds importante del axioma V =L
que utilizaremos en el resto de esta seccién. Para quienes no desean estudiar a
detalle la estructura del universo construible, conviene que en vez de pensar en
V =L, piensen en el consecuente del siguiente teorema como el axioma adicional
que utilizaremos para realizar nuestra demostracion de consistencia.

TEOREMA 4.1. Sea F C w; un conjunto estacionario. Entonces, V = L implica
que se satisface O(F).

DEMOSTRACION: Ver [1, pp. 138-139). O

PROPOSICION 4.2. Supongamos el axioma V = L, y sea C la unién de una ca-
dena suave estricta de conjuntos numerables (C, ’04 < w1)y F C w; un estacionario.
Entonces, hay una sucesién <Sa|a € E) tal que S, C C,, para todo a € E y tal que
para cualquier X C C| el conjunto {« € E|X NCy = S, } es estacionario.

DEMOSTRACION: Construimos por recursién, para a < wi, funciones inyectivas
fa i Co — wq tales que cumplan f, C fg para o < 8y a C ran(f,) € wi,
de la manera siguiente: fo : Co — |Cp| es cualquier biyeccién, si conocemos
fs para cualquier 8 < @ y a@ < w; es un ordinal limite, ponemos simplemente

fa = U fs. Finalmente, si conocemos f, entonces hacemos foy1 : Cogr1 —
B<a

ran(fa) + |Ca+1 \ Ca' de tal forma que foH—l f Ca = foz y que fa+1 f (Ca+1 \Ooz) :
Cot1\Co — (ran(fo)+|Cat1\Cal)\ran(fy) sea una biyeccién. Ahora, si hacemos

f= U fa:C — wy, claramente tendremos que f es biyeccién. Més atin,
a<wy

afirmamos que T = {a < wq ’ran( fa) = a} es un conjunto cerrado y no acotado en

wy. En efecto, si (an‘n < w) € “T, observamos que o = sup a, € T, debido a que
n<w
ran(f,) = U ran(fs,) = U an = a. Porlo tanto T es cerrado, para ver que es no
n<w n<w

acotado, dado 8 < wy definimos ag = f+1, ag = ran(fa,) > ao, y asi sucesivamente

pt1 = ran(fo, ) > ay, entonces puede verse que o = sup o, € T (a0 C ran(fy)
n<w

por construccién de las f,, pero ademds a > ay,+1 = ran(f,, ) para todo n < w por
construccién de las o, si ademds notamos que ran(f,) = sup ran(f,, ) entonces
nw

tenemos lo afirmado). Por lo tanto T es no acotado, luego es un subconjunto
cerrado y no acotado en w;. En este momento, tomamos una <, (E)-sucesién
(T, ’a € E), cuya existencia estd garantizada por el Teorema 4.1 y definimos, para
cada o € E, S, = f7[T,]. Asi, dado a € E, T, C a C ran(f,), por lo cual
So C fYran(f,)] = C,. Ahora, si X C C, entonces {a € E|X NCy = Sa} 2
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Tn{a € E|f[X]Na = T,}, el cual es estacionario por hipétesis. Luego (Sa|a € wy)
es la sucesion requerida. ([

COROLARIO 4.3. Supéngase que se satisface V= L. Sea B la unién de una
cadena suave estricta de conjuntos numerables (B, |0¢ < wy), Y un conjunto numer-
able, y E C w; estacionario. Entonces, hay una sucesién (g, : B4 — Ba X Y‘a €
E) tal que para toda funcién h : B — B X Y que satisface (Va € FE)(h[B,] C
B, xY), existe o € E tal que h | By = ga-

DEMOSTRACION: Para cada a € F, definimos Cy = By X (By X Y) y C = B X
(B xY) de modo que podamos aplicar la Proposicién 4.2, y sea (Sa|oz € FE)la
sucesién cuya existencia garantiza dicha Proposicién, luego S, C By X (B, X Y).
Definimos g, de acuerdo a dos posibles casos. Si S, es una funcién con dominio
B,, entonces ponemos simplemente g, = S,. En caso contrario, tomamos una
funcién g, : B, — By X Y arbitraria. De esta forma, si h: B — B X Y entonces
h C B x (B xY), luego tendremos que {a € E|h N (By x (Ba x Y)) = So}
es estacionario, en particular es no vacio. Por lo tanto hay un a € E tal que
hN (By x (By xY)) = S,. Siademés h es tal que h[B,] C B, X Y, esto quiere
decir que Sy = hN (By X (Bo X Y)) = h | B,. Entonces, S, era una funcién con
dominio B, luego por la definicién de las g, se tiene que g, = Sy = h | Ba. O

Hemos terminado con las consecuencias técnicas de V = L. Finalmente, ha
llegado la hora de utilizar esas consecuencias para establecer el resultado de con-
sistencia que hemos venido anunciando a lo largo de esta seccion.

TEOREMA 4.4. Sea B la unién de una cadena suave estricta <Ba|oz < wi) de
grupos libres numerables tales que E = {a < w1|Ba+1 /B 10 es libre} es esta-
cionario en w;. Entonces, V = L implica que B no es un W-grupo.

DEMOSTRACION: Nuestro método de demostracién consistird en definir, por in-
duccién transfinita, una cadena de grupos (Ca‘oz < wy) tal que cada C, sea un
(Ba,Z)-grupo y su unién C' sea un (B,Z)-grupo tal que 7 : C — B no se es-
cinda. Por el corolario anterior, tenemos funciones {g, : Bo, —> Bqy X Z|a € £}
tales que para cada h : B — B X Z que cumpla mh = idp, tendremos que
idp, =idp | Bq = (wh) | Bo = w(h | B,), lo cual nos dice que h[B,] C B, X Z.
Por lo tanto, hay un 8 € E tal que h | Bg = g3.

Comenzamos haciendo de Cy cualquier (By, Z)-grupo, por ejemplo, Co = By ®
Z. 8i conocemos Cpg para todo 8 < ooy a < wj es un ordinal limite, entonces

hacemos Cy, = |J Cp. Ahora, si conocemos C,, para definir C41 hay dos casos:
B<a

1: Sia € Ey gy : Bo, — Bas X Z es una escisiéon para m : Cp, — B,.
Entonces, dado que B,+1/B, no es libre (pues a € E) y, al ser numerable,
esto implica por el Teorema 3.12 que no es un W-grupo, amén de que B, 41
si es W-grupo por ser libre, entonces por el Lema 3.11 hay una extensién
Cot1 de C, tal que es un (By+1, Z)-grupo de tal suerte que g, no puede
extenderse a una escisiéon para 7 : Cy11 — Boy1-

2: Sia¢g E o bien si go : Bo — By X Z no es una escision para 7 :
Co — B, entonces tomamos Cy 1 como cualquier (By1,Z)-grupo que
extienda a C, (ndtese que por hipdtesis B, es libre, luego 7 : C,, — B,
tiene al menos una escision y esto significa que esencialmente C, = B, ®Z,
luego es natural hacer Cp11 = Bot1 ® Z).
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Asf las cosas, hacemos C = |J C,. Sihubiera una escisién p : B —
a<wiy
C, entonces habria un o € E tal que p | By = g4, pero esto contradiria la

definicion de C,41. Es por ello que m no se escinde y consecuentemente
B no es un W-grupo.

O

Finalmente, hemos llegado al momento de cumplir el objetivo que motivd a
desarrollar toda la teoria anterior. El siguiente resultado es el més importante de
esta seccion.

TEOREMA 4.5 (Shelah). ZFE +V = L implica que todo W-grupo de cardina-
lidad wq es libre.

DEMOSTRACION: Supdngase el axioma V = L, y sea A un W-grupo de orden wy.
Veremos que A satisface la condicién de Chase. En primer lugar, por ser A un W-
grupo, el Corolario 3.14 asegura que A es ws-libre. Si A no satisfaciera la condicién
de Chase, habria un By < A numerable tal que para todo C' < A numerable con
By C C, se tiene que C no es wi-puro en A, es decir, A/C no es w;-libre, esto
es, hay un €’ < A tal que C'/C es numerable y no es libre, en particular C’ es
numerable. En particular, hay un B; < A numerable tal que B;/Bg no es libre. Y
si conocemos B, < A numerable, para o < wq, con By C B, entonces existira un
Ba+1 < A numerable tal que B,41/B, no es libre. Si @ < wy es un ordinal limite y

conocemos Bg para cada 8 < «, definimos simplemente B, = |J Bg. Por lo tanto,
B<a

tenemos una cadena suave estricta de subgrupos numerables de A, (B, ‘oz < wy), tal
que para cada o < wy, Bay1/Bq no es libre y tal que A = |J B,. En particular,

a<wi
{a < w1|Ba+1/Ba no es libre} = wy, el cual es estacionario en wy, por lo que el
teorema anterior asegura que A no es un W-grupo y esto es autocontradictorio. Por
lo tanto A satisface la condicién de Chase.

Asi, por el Lema 3.16, A es la unién de una cadena suave de grupos libres nume-
rables <Aa|a < wy) con Ag = (0) y tal que para cada o < wy, Ayy1 €s wi-puro en A.
Sea E = {a < wl‘Aa no es wi—puroen A} y F' = {a < wlyAa_H/Aa no es libre}.
Por el teorema anterior, dado que A es un W-grupo entonces E’ no es estacionario.
Pero afirmamos que E = E. En efecto, si & € E’ entonces A,+1/As 10 es libre,
luego A/A, no es ws-libre, por lo tanto A, no es wi-puro en Ay a € E, por
consiguiente ' C E. Ahora, supéngase que o ¢ E’. Entonces, A,11/Aq es libre.
Para A > «a, Ay/Aa+1 es libre dado que A,41 es, por hipétesis, wi-puro en A (lo
cual significa que A/A, 1 es wi-libre). Luego, Ayx/Aat+1 = (Ax/Aa)/(Aat1/A)
es libre para todo A > «, al ser A,+1/Aq libre, la Proposicién 2.4 (iii) nos asegura
que Ay/A, es libre, para todo A > «. Por lo tanto, A/A, es ws-libre, debido
a que si B/A, < A/A, es numerable, habrd un A > « tal que B C A, luego
B/A, < AyJA, v B/A, serd libre (por ser subgrupo de un libre, Proposicién 2.4
(7)). Por consiguiente, tenemos que A, es wi-puro en A y por lo tanto a ¢ E, lo
que implica que F C E’, luego E = E' y E no es estacionario, por el Teorema 3.18
esto implica que A es libre. O

De esta forma, podemos concluir que no es posible refutar, en ZFE, que todo
W-grupo de cardinalidad w; es libre. En la siguiente seccién, probaremos que
este enunciado tampoco puede demostrarse en ZFE. Es posible demostrar, por
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induccién sobre la cardinalidad de los W-grupos, que V = L implica que todo W-
grupo es libre. En el caso de k¥ un cardinal regular, la demostracion resulta ser
muy similar a la que acabamos de llevar a cabo (utilizando la nocién de grupo
k-libre, subgrupo k-puro y algo asi como la “k-condicién de Chase”), y para los
cardinales singulares hay que usar el siguiente resultado de Shelah: Si A es un grupo
abeliano k-libre de cardinalidad , para x un cardinal singular, entonces A es libre.
Este resultado tiene una estrecha relacién con un resultado de Shelah acerca de
cierto tipo de compacidad (en el sentido de la Teoria de Modelos, mds que en el
sentido topolégico) que poseen los cardinales singulares, resultado que se demuestra
unicamente en ZFE sin necesidad de agregar axiomas adicionales. Por lo tanto, la
respuesta “todo W-grupo es libre” al problema de Whitehead es consistente con
ZFE, al ser implicada por el axioma V = L.

5. “Todo W-grupo es libre” es independiente

En la presente seccion, veremos que también la respuesta “hay W-grupos que no
son libres” al problema de Whitehead es consistente con ZFE, lo cual nos diréd que la
respuesta al problema de Whitehead es independiente de ZFE. Comenzaremos por
realizar una construccién importante, si bien ésta se realiza asumiendo inicamente
los axiomas de ZFE.

CONSTRUCCION 5.1. Construiremos un grupo abeliano de cardinalidad w; que
satisface la condicion de Chase pero que no es libre. Lo haremos definiendo por
induccién una cadena suave estricta (Aq|a < wi) de grupos numerables, con Ay =
(0), que satisfagan

(1) (Vo < wq)(Aq es libre), (V8 < o < w1)(Aa/Ap+1 es libre)
(2) (Va € lim(w;))(Aa+1/Aq no es libre).
Una vez que tengamos esto, bastard poner A = |J A, para obtener lo deseado:

a<wiy
en efecto, la primer condicién nos garantiza que para cada o < wy, Ag11 €8 wi-puro

en A (pues todo subgrupo numerable de A/A,11 estd contenido en algin Ag/Aq+1,
y los subgrupos de grupos libres son también libres), luego el Lema 3.16 nos asegura
que A satisface la condiciéon de Chase. Por otra parte, la ultima condicién de la
cadena nos dice que el conjunto de o < w; tales que A, no es wi-libre consta
al menos de todos los ordinales limite, luego dicho conjunto es estacionario y el
Teorema 3.18 nos garantiza que A no es libre.

Ahora vamos con la construccién. Como ya dijimos, Ag = (0). Si « es ordinal
limite y conocemos Ag para cada f < a < w;, entonces escogemos una sucesién
estrictamente creciente <an|n < w) cofinal en « tal que cada «,, sea un ordinal

sucesor. Ponemos A, = |J A,,. El Teorema 2.6 nos garantiza que A, es libre
n<w
(debido a que A,, es libre y para cada n < w, Aq,,,,/Aq, lo es por ser todos los

oy, ordinales sucesores), mas ain, nos garantiza que A,/A,, es libre para cada
n < w. Ademads, para § < «, hay un n < w tal que Agy1 C A,,, luego se tiene
que (An/Ap+1)/(Aa, /Agt1) = An/Aa, que es libre, como ademds el divisor en el
cociente de la izquierda es libre, la Proposicién 2.4 (#ii) nos permite asegurar que
An/Apy es libre. Por lo tanto, la nueva cadena de longitud « que obtenemos al
agregar A,, sigue cumpliendo con la primera condicién (la segunda, en este caso,
ni siquiera necesita ser verificada). Ahora supdéngase que conocemos A,, y que
queremos definir A, 1, para a < w;. Entonces tenemos dos casos:
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1: « no es limite. Entonces, hacemos A,+1 = An @ Z. Veamos que con este
Aa+1, la cadena seguird cumpliendo lo que tiene que cumplir. Es claro
que A, 41 es libre, ahora para 5 < «, por hipdtesis inductiva tenemos que
An/Apt es libre, y también (Agy1/Ap+1)/(Aa/Apgs1) = Aay1/Aa =
(Ao ®Z)/As = Z lo es, luego por la Proposicién 2.4 (iii) concluimos
que Ant1/Ap41 es libre. Asi, nuevamente se sigue cumpliendo la primera
condicién en la cadena, la segunda no necesita checarse en este caso.

2: « es un ordinal limite. Este es el caso mas complicado de tratar. Elegimos
una sucesion estrictamente creciente (an‘n < w) cofinal en o que conste
de puros ordinales sucesores salvo en el caso de «g, que tomaremos igual
a 0. Por como se hizo la demostracién del Teorema 2.6, sabemos que
hay una cadena suave estricta de conjuntos <Xn|n < w) de tal forma que
cada X, es base de A,, y X := |J X,, esbasede A, = |J A,,. Para

n<w n<w

cada 1 < n < w escogemos un z, € X,, \ X,,_1. Sea, para cada n < w,
o0

Y, = X, \{x;} y sea B el subgrupo de 4, generado por |J Y, = X \{x;}.
=1 n<w =1
Estoes, B= @ Z< P Z=A,.

x\ {;51} zeX
Ahora, tomemos el producto directo de w copias de Z (que indexare-
mos por medio de los z;), es decir, sea P = lo_o[ (¢;) 2 ]I Z. En P,
i=1 ”“"'E{EI}

para cada 1 < m < w, sea

n!
_ « 9
Zm = E —Tn
m!

n>m

= ( 0,...,0 ,1,(m+1),(m+1)(m+2),...) €P.
——

m—1 entradas

Ahora bien,

BepP=| P z|le| [] z|2| B z|e| P z|=A

X\{a) miefr) X\{ai} me(n)

1

por lo tanto tiene sentido considerar que B @& P contiene como subgrupo
a (una copia isomorfa a) A,, y definir 4,41 como el subgrupo de B @ P
generado por A, U {zp|1 <m < w}.

Se puede verificar que |J Y, U {zm|1 < m < w} es base de Ay41.

nw
En primer lugar, la independencia lineal es bastante inmediata de veri-

ficar, y para ver que este conjunto efectivamente genera a A1, lo tnico
que podria causarnos problemas es ver que con los z; podemos generar
a los x;, que son elementos de A,. Pero un célculo répido a partir
de la definicién de los z; nos confirma que, para cada m € N, se tiene
que z, — (m+ 1)z;me1 = X,. Por consiguiente, A,41 es libre. Ahora,
para k < w, se tiene que A,11/Aq, es isomorfo al subgrupo de A,q

generado por |J (Yo \ Yi) U {zm|k + 1 < m < w} (piénsese que en la
n>k
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expresion de A,y; como suma directa de copias de Z, hacer cociente
sobre A,, es equivalente a tomar como triviales todos los factores que
vienen indexados por un generador de A,,, asi como hacer iguales a
0 a estos mismos generadores), luego es libre. Dado 8 < «a, hay un
n < w tal que Agy1 C A,,, por lo tanto, dado que A, /Agy1 es li-
bre y (Aa+1/Ap+1)/(Aa, /Ag+1) = Aat1/Aq, lo es, la Proposicién 2.4
(79¢) nos permite asegurar que A,y1/Apy1 es libre. Ahora, sélo resta
ver la segunda condicidn, a saber, que A,y1/A, no es libre: observemos

m—1
que para cada 1 < m < w, se tiene que mlz,, — 21 = — > nlz, =

n=1

(-1,-2,-3...,—(m —1)1,0,0,...) € A,, luego z1 + A, = mlz,, + Aq,.
Como z; ¢ A,, entonces z1 + A, es un elemento no cero de A,41/44 que
puede dividirse por cada m € N (debido a que z; + Ay = m(m — 1)!z,, +
Ag). Un grupo libre abeliano no tiene elementos que sean divisibles por
todos los enteros positivos: pues si algtin grupo libre abeliano A tiene base
Yyx=miz1+- - -+mux, € A, conm; € Zy x; €Y, entonces es claro

n
que para cada k que sea mayor que el méximo comtn divisor de {m;}, la

i=1
ecuacion kX = x no tiene solucién en A. Entonces, podemos concluir que
Aqt1/Aq es libre.

En este momento, para demostrar la consistencia de la existencia de un W-
grupo no es libre, nuevamente debemos enriquecer ZFE con axiomas adicionales.
Para ello, necesitamos enunciar ciertas definiciones.

DEFINICION 5.2.

(4)

Un conjunto preordenado (a veces también denominado una nocién
de forzamiento) es un par (P, <) tal que < es una relacién reflexiva y
transitiva (no necesariamente antisimétrica) en P.

Un subconjunto D C P de un conjunto preordenado es denso si (Vp €
P)(3¢ € D)(q < p).

Un subconjunto G C P de un conjunto preordenado es un filtro si ocurre
que (Vp,qg € G)(Tr € G)(r < pAr < q), amén de que (Vp,q € P)((p €
GAp<q)=qed).

Si D C p(P) es una familia de densos en un conjunto preordenado P, y
G C P es un filtro, entonces G es D-genérico si (VD € D)(GN D # 2).
Decimos que dos elementos p,q € P de un conjunto preordenado son
incompatibles, denotado p L ¢, si no existe ningtn r € P tal que r < p
yr<gq.

Un subconjunto A C P de un conjunto preordenado es una anticadena
si (Vp,q € A)(p L q).

Un conjunto preordenado P tiene la c.c.c. (condicién de cadena contable)
si toda anticadena de P es a lo mas numerable.

DEFINICION 5.3. El axioma de Martin, denotado por AM, es la siguiente
afirmacién: siempre que P sea un conjunto preordenado (no vacio) que tiene la
c.c.c., y D es una familia de densos en P con |D| < ¢ (en donde ¢ denota a |R| = 2¢,
la cardinalidad del continuo), entonces existe un filtro G C P que es D-genérico.

Al igual que el axioma V = L, el axioma de Martin es consistente con ZFE. Es
decir, si pudiéramos encontrar una contradiccién en la teoria ZFE+ AM, ésta podria
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traducirse a una contradiccién dentro de ZFE. De esta forma, toda consecuencia
de AM serd una proposicién de la cual no puede elaborarse una refutacién dentro
de ZFE, esto es, serd una proposicién consistente con ZFE. Para demostrar la
consistencia de AM, es preciso utilizar el forzamiento iterado, que fue desarrollado
por Solovay y Tennenbaum basado en la técnica original del forzamiento de Cohen.

Puede verse que, suponiendo la hipdtesis del continuo, el axioma de Martin
“no tiene mucho chiste” (es decir, ZFE + HC - AM). Es por ello que trabajaremos
con la teorfia ZFE + AM + ¢ > wy, que también es consistente con ZFE, y con ella
realizaremos esta prueba de consistencia. Veremos que en este modelo existe un W-
grupo de tamano wi que no es libre. De hecho, este grupo sera exactamente aquél
que presentamos en la Construccién 5.1, pero el axioma de Martin nos permitira
demostrar que en efecto este grupo es un W-grupo.

TEOREMA 5.4 (Shelah). AM + —HC implica que todo grupo abeliano de cardi-
nalidad w; que satisface la condicién de Chase es un W-grupo.

DEMOSTRACION: Sea A un grupo de cardinalidad w; que satisface la condicién de
Chase, y 7 : B — A un epimorfismo cuyo kernel es isomorfo a Z (en realidad, nos
basta con que el kernel sea numerable). Sea

P={¢:S— B | (¢ esun homomorfismo) A (rp = ids)

A(S es un subgrupo finitamente generado puro en A)},

equipado con la relacién de preorden p < ¢ <= ¢ C ¢. Entonces, P es un
conjunto preordenado no vacio (el Gnico homomorfismo : (0) — B es un elemento
de P, ya que al ser A un grupo ws-libre (pues satisface la condicién de Chase) es
libre de torsién, luego (0) es un subgrupo puro en A que obviamente es finitamente
generado).

Supongamos por el momento que P tiene la c.c.c.. Para cada a € A, sea
D,={pe€ ]P’fa € dom(p)}. Veamos que D, es denso en P: sea p € P, sia € dom(y)
entonces ¢ € D, y ya terminamos. Sino, sea S = dom(y) y 7' un subgrupo puro en
A finitamente generado que contiene a SU{a} (dado que A satisface la condicién de
Chase, C.P.(S+ (a)) es finitamente generado). Ahora, T/S es finitamente generado
y, al ser S puro en A, también es libre de torsién. Por lo tanto, la Proposicién 2.4
(79) nos asegura que T'/S es libre, luego la misma Proposicién 2.4 (4ii) nos asegura
la existencia de una base para T de la forma X UY con X una base de S, XNY = &.
Definimos, pues, ¥ : T — B haciendo, por la propiedad universal de los grupos
abelianos libres,

_Jola);zeX
w(x)_{bz7 xEbexEBCOHﬂ'(bm):‘T

luego ¥ € D, con ¥ < ¢ (como consecuencia de esto, por induccién, podemos
extender cualquier ¢ € P a alguna ¢’ € P tal que F' C dom(y’), siempre que
F' sea cualquier subconjunto finito de A). Por lo tanto, AM nos asegura que, si
D = {Da|a € A}, entonces hay un filtro G que es D-genérico. Es claro que, si
g = UG, al ser G filtro, g serd una funcién, y por ser D-genérico tendremos que
A = dom(g). Por otra parte, g cumple con la siguiente propiedad: Para cada
subconjunto finito £ C A hay una f € P tal que F Cdom(f) yg | F = f [ F.
En efecto, al ser F' = {ay,...,a,}, hay elementos ¢1,...,g, € P tales que (Vi €
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n+1\{0})(g; € GND,,), al ser G un filtro y n finito, existe una h € G que extiende
a todas las f;, h es el elemento que estamos buscando.

Por si esto fuera poco, tenemos que necesariamente g es homomorfismo: pues
si a,b € A entonces hay una f € P tal que f | {a,b,a+ b} = g | {a,b,a + b},
luego g(a +b) = f(a+b) = f(a) + f(b) = g(a) + g(b). Ademds, tenemos que
wg(a) = w(f(a)) = a, luego mg = id4 y g es escisién para 7, con lo cual concluimos
que A es un W-grupo.

En este momento, tan sélo nos resta ver que P tiene la c.c.c., para tal fin
demostramos el siguiente lema.

LEMA 5.5. Sea I C P no numerable. Entonces, hay un subgrupo A’ < A
libre y puro en A, asi como un subconjunto no numerable J C I tal que (Vo €
J)(dom(p) C A).

DEMOSTRACION: Sea I = {<pQ|a < wi}, y para cada o < wy sea S, = dom(p,),
que por hipdtesis es un subgrupo puro en A finitamente generado; y (dado que
S, es finitamente generado y libre de torsién, la Proposicién 2.4 (i) nos garantiza
que es libre) sea Z, una base de S,. Sin perder generalidad, podemos suponer
que para cierto m < w, (Va < w1)(|Za] = m). Maés aun, por el Lema del A-
sistema®, podemos suponer que los Z, forman un A-sistema, digamos que con raiz
R. Entonces, C.P.((R)) es un subgrupo puro en A que esté contenido en todos los
Sa, por lo tanto podemos tomar un subgrupo 7T puro en A que esté contenido en
una cantidad no numerable de S,,, maximal respecto de esta propiedad (se cumplen
las hipotesis del lema de Zorn ya que si tenemos una cadena de subgrupos con esta
propiedad, la cerradura pura de su yunta es una cota superior para la cadena), luego
hay una sucesién estrictamente creciente <5a’a < wi) tal que (Vo < w1)(T C Ss,).
T es libre debido a que es subgrupo de un grupo libre (cualquiera de los Ss_, atestigua
esto), luego podemos tomar una base X para T. Entonces, por la Proposicién 2.4
(#i1), sabemos que para cada o < wp existe un conjunto Y, ajeno con X tal que
Y, U X es base de Ss_ .

Construiremos a A’ como la unién de una cadena suave (Aa}a < wy) tal que
para cada o < wi, Ay, < A sea un subgrupo puro en A y A,41/As sea libre.
Entonces, siempre que Ag sea libre, el Teorema 2.6 nos garantizard que A’ es libre.
M4s atin, al ser la unién de subgrupos puros en A, A’ también serd puro en A: si
x+ A" € tor(A/A’) entonces para cierto n € N se cumple que nx+ A" = n(z+A’) =

A’, con lo cual nx € A’ = |J Aa; de modo que para cierto o < wy tenemos que
a<wy

nx € Ay (i.e. n(x + Ay) = Ay y por tanto z + A, € tor(4/A,)), siendo A, puro
en A no queda més opcién que x € A, C A’ y por lo tanto tor(A4/A") = (0).

De esta forma, comenzamos haciendo Ag := T, que es libre. Una vez que
conocemos (A, |y < ), entonces si « es limite hacemos A, = |J A,. Y finalmente,
y<a

supongamos que Conocemos <Av’7 < a) y una sucesién estrictamente creciente de
ordinales (UA,H’W < «) tal que para cada v < o, Y5 ,, € A, 4. Sea Cy un
subgrupo numerable wi-puro que contiene a A,, el cual existe debido a que A
satisface la condicién de Chase. Observemos que debe de existir un o441 tal que

5El Lema del A-sistema dice que todo conjunto no numerable A cuyos elementos son
Unicamente conjuntos finitos tiene un subconjunto no numerable B que forma un A-sistema,
es decir, hay un r (llamado la raiz del A-sistema) tal que para cualesquiera dos a,b € B distintos,
aNb=r. La demostracién puede verse en [6, pp. 49-50, o ej. 1 p. 86].
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(Vy < @)(0at1 > 0yg1 A (Y5, ) NCq = (0)), pues en caso contrario, al ser C,
numerable, entonces existirfa un ¢ € C, \ {0} y una cantidad no numerable de
T < w; tales que 7 > sup{07+1"y < a} y con ¢ € (Y;). Pero esto implicarfa que
C.P.(T + {(c)) C S5, para esos mismos 7 (la inclusién se debe a que ¢ € (Y;) < Ss,
yT CSs.,ySs, espuro en A), y esto contradice la maximalidad de 7". Entonces,
hacemos Ayq1 := C.P.(Aq + (Y5,,,)). Por construccién, (Y, ) N Cq = (0),
entonces A,+1 N Cy = A, (va que si x € Ay+1 N C, entonces para cierto n € N se
tiene que nx € A, + (Y, ,,) y también nx € C, 2 A,, con lo cual necesariamente
se concluye que nx € A, y al ser A, puro en A, tenemos que x € A,), lo cual
significa que Ap41/Aq = Aat1/(Aat1NCy) = (Agt1 + Co)/Chy, este tltimo es un
subgrupo numerable de A/C,, que es un grupo wi-puro (pues C, es wi-libre), y
por lo tanto este cociente es libre.

Entonces, basta hacer J := {<pga+1|a < w1}, para que el lema quede de-
mostrado en virtud de que dom(ys,,,) = So.,, = (X UY, ) C Aap1 C A,

en donde la peniltima inclusién es consecuencia de que Y, ., C Aq11 y X CT =
Ay C Anta- O

Finalmente tenemos la herramienta necesaria para demostrar que P tiene la
c.c.c.. Sea I C P no numerable. Por el Lema 5.5, hay un subgrupo A’ < A que es
libre y puro en A tal que, sin perder generalidad, contiene a dom(y) para todos los
pel. SeaX = {xa‘a < w1} una base de A’. Dado que para cada ¢ € P y cada
subconjunto finito F € A podemos encontrar un ¢’ € P que extiende a ¢ y tal que
F C dom(¢’), entonces podemos suponer sin pérdida de generalidad que para cada
¢ € I hay un subconjunto finito Z C X tal que dom(yp) = (Z) (basta tomar un Z
que contenga suficientes elementos de X como para generar a los generadores de
dom(y) (claramente hay un Z finito con esta propiedad), extender ¢ a una ¢’ cuyo
dominio contenga a Z, y restringir esta tltima a (Z), el cual es puro en A (pues
(A/(Z))/(A"/(Z)) = (A/A’), en donde el grupo de la derecha es libre de torsién por
ser A’ puro en A, y el divisor de la izquierda es libre, de donde es facil concluir que
el dividendo de la izquierda también es libre de torsién) y finitamente generado).
Sea I = {(pa|a < w1} y para cada o < wy, por la observacién anterior, Y, C X
un subconjunto finito que sea base para dom(p,). Por el Lema del A-sistema, hay
una cantidad no numerable de Y, que forman un A-sistema con raiz R C X. Asi,
podemos escoger un 7' C X maximal respecto de estar contenido en una cantidad
no numerable de los Y.

Contemos las posibles funciones f : T' — B que podrian llegar a extenderse
a un elemento de P. Necesitamos que, para cada t € T, n(f(t)) = t. Como
m: B — A es epimorfismo, entonces 7 induce una biyeccién 7 : B/ ker(n) »» Z
dada por #(b + ker(w)) = m(b). Por ello, es necesario que f(t) sea un elemento
de la tnica clase lateral cuyo valor bajo 7 sea t. Pero cada clase lateral tiene la
cardinalidad de ker(7), que es numerable, por lo tanto hay w posibles valores de f(t)
para cada t € T, y habiendo una cantidad finita de elementos de T" no puede haber
més que w posibles f. Tenemos entonces que, para una cantidad no numerable
de a, T C Y, y por el conteo anterior sélo puede haber una cantidad numerable
de ¢, | T distintos. Por lo tanto, existe un subconjunto no numerable L C w;
tal que Voo € L) (T C Y,) y Vo, 8 € L)(pa | T = @5 | T). Por el Lema del
A-sistema, podemos suponer sin perder generalidad que {dom(g@a)’a € L} forma
un A-sistema, digamos que con raiz R. Es claro que debe tenerse que T' C R, y
ademas si la contencién fuera propia, escogiendo y € R\ T se tendria que T'U {y}
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contradice la maximalidad de T'. Por lo tanto, la raiz del A-sistema es exactamente
T, en particular podemos hallar dos «, 8 € L distintos tales que Y, NYz = T.
Entonces, ¢o [ (T) = ¢p | (T), con (I') = dom(ps) Ndom(pg). Por lo tanto, el
tnico homomorfismo ¢ : (Y,UY3) — B que extiende a ¢, Upg, serd una extensién
comun de ¢, ¥ ¢g, lo cual nos permitird concluir que I no era una anticadena tan
pronto como logremos demostrar que ¢ € P. Para ello, basta ver que (Y, U Yj)
es un subgrupo puro en A (pues claramente es finitamente generado y también es
claro que ) = id(yauyﬂ>). Primero veamos que este grupo es puro en A’, debido a
que A’/(Y, UYj5) es isomorfo al grupo libre con base {x5|5 € wy\ (YoUYp)}. Ahora
bien, (A/(YoUY3))/(A' /(Yo UY3)) = A/A’ que es libre de torsién, siendo a su vez
el dividendo del lado izquierdo libre de torsién por ser A’ puro en A y (Y, UY3)
puro en A’. Pero esto implica que A/(Y, UYj3) es libre de torsién. En efecto, en
general, si A/B y B son libres de torsién, entonces tor(4) C By al ser B libre de
torsién ha de tenerse que tor(A) = (0) y por lo tanto también A es libre de torsién.
Con esto finaliza la demostracién del teorema. O

Al considerar el teorema anterior junto con la construccion 5.1, podemos con-
cluir que en cualquier modelo de ZFE + AM + —HC existen W-grupos que no son
libres. Por lo tanto, es imposible refutar esto tltimo sobre la base de ZFE, y en-
tonces es imposible demostrar que todo W-grupo es libre. En resumen, hemos visto
que para grupos de cardinalidad w; no es posible demostrar ni refutar en ZFE el
enunciado “todo W-grupo es libre”. El problema de Whitehead es indecidible, como
lo establece en resumidas cuentas el siguiente corolario.

COROLARIO 5.6. Sea ¢ = “todo W — grupo es libre”. Entonces, ZFE I/ ¢ y
ZFE I/ =p. Es decir, ¢ es indecidible en ZFE. O



1
[2

3

4
5
6

[7

]
]

]
]
]
]

Referencias

Devlin, Keith J. Constructibility, Perspectives in Mathematical Logic. Springer-Verlag.
Eklof, Paul C., “Whitehead Problem is Undecidable”; American Mathematical Monthly 83 10
(1976), TT5-788.

Ferndndez Bretén, David J., Algunas Aplicaciones de los Métodos de la Teoria de Conjuntos
a Problemas de Algebra. Tesis de Maestria en Ciencias Matematicas, Universidad Nacional
Auténoma de México y Universidad Michoacana de San Nicolds de Hidalgo; 2010.

Hrbacek, Karel y Jech, Thomas; Introduction to set theory. 3rd. ed., Pure and Applied Math-
ematics (220), Marcel Dekker, 1999.

Huber, Martin, “A Simple Proof for a Theorem of Chase”; Rendiconti del Seminario Matem-
atico della Universita di Padova 74 (1985), 45-49.

Kunen, Kenneth; Set Theory. An Introduction to Independence Proofs. Studies in Logic
and the Foundations of Mathematics (102), Elsevier, 2006.

Shelah, Saharon, “Infinite abelian groups, whitehead problem and some constructions”; Israel
Journal of Mathematics; 18 (1974), 243-256.

Correo electronico: davidfb@matmor .unam.mx



